1.2. Matemaattisia peruskasitteita
Loogisia symboleita
e Olkoon P ja @ propositioita eli totuusarvoisia lauseita, jotka
kuvaavat jonkin asiaintilan toteutumisen.

e Esimerkiksi P = "+/2 on kokonaisluku” on propositio, jonka
totuusarvo on epétosi ja @ = "+/4 on kokonaisluku” on pro-
positio, jonka totuusarvo on tosi.

e My6s P(z) ="z < 5" ja Q(z) = "z on parillinen” ovat pro-
positioita, jos luvun z arvo on kiinnitetty. Totuusarvo riippuu
nyt z:n arvosta. Jos z:n arvoa ei ole kiinnitetty, em. lauseet
ovat predikaatteja.

e Negaatio = P: tosi, kun P on epétosi
(ohjelmointikielissé esim. not P tai !P).

e Disjunktio PV @: tosi, kun P tai @ on tosi (sisiltda vaih-
toehdon, ettdi molemmat ovat tosia) (P or Q tai P || Q).

e Konjunktio P A Q: tosi, kun sekd P ettd @) ovat tosia
(P and Qtai P && Q).

e Implikaatio P = Q: "jos P, niin @”, tosi kun =PV @ on tosi.

e Ekvivalenssi P < @Q: 7P jos ja vain jos ", tosi kun
(P= Q)N (Q= P) on tosi.

o universaalikvantifiointi Vo : P(x) on tosi, kun z:sté riippuva
predikaatti P on tosi kaikilla mahdollisilla 2:n arvoilla.
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o cksistentiaalikvantifiointi 3x : P(z) on tosi, kun P on tosi
jollakin z:n arvolla.

e Esim Vo € N : ("x parillinen” V "x pariton”) on tosi, mutta
Jz € N : ("x parillinen” A "x pariton”) on epétosi.

e Midritellddn vield loogiset vakiot F', joka on aina epétosi,
sekéd T', joka on aina tosi.

Joukot

e Joukko on kokoelma olioita eli joukon alkioita, esim. A =
{ai,a9,...,a,} tai ¥ = {a,b,c, ..., z}. Merkitddn a; € A sité,
ettd a; kuuluu joukkoon A.

e Jokainen alkio lasketaan vain kerran eikéd jérjestykselld ole
vilid, siis esim. {a,a,b} = {b,a}.

e Tyhjid joukkoa merkitéan (.

e Perusjoukko on tarkastelun kohteeksi valittu kokoelma olio-
ta, esimerkiksi luonnolliset luvut N, reaaliluvut R, aakkoset
{a,...,z}.

e merkinnélld {z € N | z > 5 Az < 10} tarkoitetaan jouk-
koa {6,7,8,9}, eli kaikista kokonaisluvuista z € N valitaan
joukkoon ne, joille patee "viivan” oikealla puolella oleva va-
lintapredikaatti.



e Joukkojen viliset suhteet: o Esimerkki:

— A C B: A on B:n osajoukko — Olkoon A =4{6,7,8} ja
ACBo (Vz:ze A=z B) B={zeN|z>2A z <10 A x parillinen} = {4,6,8}.
AU B: An ja B yhdi SANB=168
— AU B: A:mn ja B:n yhdiste Nyt ANBC Aja ANBCB
AUB={z|ze€ AVvz e B} ~AUB ={4,6,7,8}
— AN B: Amn ja B leikkaus - A\ B = {7}

~B={zeN|z#£4ANx#6ANz #8}

— AxB = {(6,4),(6,6), (6,8),(7,4),(7,6), (7,8),(8,4), (8,6), (8,8)}

— A\ B: A ja Bun erotus — Huom: (6, 8) ja (8,6) ovat eri alkio. Jos olisi kyse joukoista
A\B={z |z € ANz ¢ B} niin {8,6} = {6, 8}.

— A= E\ A on An komplementti perusjoukossa F —P(A) = {0,{6}, {7}, {8},{6,7},{6,8}, {7, 8}, {6,7,8}}

— Huom. alkio 6 ei kuulu joukkoon P(A), sen sijaan kylldkin

{6} € P(A), eli joukko, jonka ainoa alkio on 6, kuuluu A:n

AnNB={z|z€ ANz € B}

— A x B: A:n ja B:n karteesinen tulo

AxB={(z,y) |z € ANy € B}, potenssijoukkoon.
missé kukin (z,y) on jdrjestetty pari. e Esim. Todistamme viitteen (AUB)NC = (ANC)U(BNC).
—P(A) on joukon A potenssijoukko Tod.:
P(A)={X | X C A}, rc(AUB)NC & € AUBAzcC

eli kyseessd on joukon kaikista mahdollisista osajoukoista & (reAvzeB)Azel
muodostuva joukko. Joskus potenssijoukkoa merkit#zn 24. (ze ANz eC)V(zeBAzEC)

-
~ | A] on joukon A alkioiden lukumé&éra. & (ze ANC)V(ze BNO)
S ze(ANC)U(BNC). O



Funktiot
e Merkinnalla
f:A— B
tarkoitetaan, ettd f on funktio joukolta A joukolle B.

e Jos siis a € A, niin f(a) € B, eli f kuvaa joukon A alkion
a joukon B alkioksi f(a).

e Esim. médritellddn f : N — N seuraavasti f(z) =z + 1. Nyt
f on funktio, joka kuvaa kokonaisluvun z sen seuraajalle, eli
esim. f(2) = 3.

e Olkoon @ = {qo,--.,qn} ja> = {ag,...apn}. Jos f: @xE —
@, niin f kuvaa parin (g;, a;), missé ¢; € @ ja a; € ¥, alkioksi
f(gi,a;), joka kuuluu joukkoon Q.

— Esimerkiksi f(g1,a2) = q1 € Q.

e Jos taas f : @ x ¥ — P(Q), niin f kuvaa parin (g;,a;)
alkioksi f(g;,a;) joka kuuluu joukon @ potenssijoukkoon, eli
toisin sanoen f(g;, a;) on @:n osajoukko.

— Esimerkiksi f(gi1,a2) = {g2,q1,05} C @Q tai f(qi,a3) =
0CQ.
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Todistusmenetelmii

Halutaan todistaa, ettd oletuksista A seuraa viite B, eli ettd
A = B on tosi.

Todistuksen tekoon on olemassa useita erilaisia tekniikoita; mi-
ki niistd kulloinkin sopii parhaiten, riippuu todistettavasta vait-
teesté.

e Deduktiivinen todistus: oletetaan A ja ndytetddn, ettd téstd
seuraa B.

— Esim. Olkoon z € N. Viite: & on pariton = 22 on pari-
ton.
Tod.: Jos £ € N on pariton, niin x = 2k + 1 jollekin
k € N. Silloin 22 = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) +
1, eli 2 on pariton.

e Kontraposititvinen todistus: ndytetdan, ettd olettamalla =B
seuraa —A.

— Pitee, koska (-B = —A) &
(——BV-A) & (WAVB) & (A= B)

— Esim. Viite: Jos > 0 on irrationaaliluku, niin y/z on ir-
rationaaliluku.
Tod.: Osoitetaan, ettd jos 4/z on rationaaliluku, niin  on
rationaaliluku. Siis \/z = p/q joillakin p,q € Z,q # 0, jo-
ten x :fl’—zjapz,q2 €Z,q*#0.O0
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o Vastavditetodistus (Reductio ad absurdum): Néytetdén, ettd
olettamalla A ja =B todeksi seuraa ristiriita.

— Pitee, koska (AN—-B = F) & (n(AAN-B)) &
(~AVB) & (A= B)

— Esim. Viite: Olkoon V déreton joukko ja § C V dérelli-
nen. Silloin V'\ S on déreton.
Tod.: Vastaviite: V'\ S on darellinen. T&lloin V = SU(V'\
S) on kahden #érellisen joukon yhdiste ja siis dérellinen.
Mutta V' oli déreton. Ristiriita. O

o Induktio

— Voidaan soveltaa, kun halutaan todistaa, ettd jokin viite
P(n) pitee kaikille luonnollisille luvuille n € N. Viite
todistetaan kahdessa osassa:

1. Perustapaus n = 0: Todistetaan, ettd viite P(0) pdtee
2. Induktioaskel: Tehd&én induktio-oletus, ettd pétee P(n),
n > 0. Todistetaan, ettd télloin pétee myos P(n + 1).

Kohdista 1 ja 2 seuraa, ettd viite pétee kaikilla n > 0. Siis
P(0) pétee, josta saadaan induktioaskeleella P(1), téstd
puolestaan P(2) jne.

— Esimerkki induktiotodistuksesta. Vaite:

“ 1
Y- @ kaikilla n > 0
=0
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Tod.:
Ln=0:Y,i=0=2
2.  Induktio-oletus: 31 i = Mt

3
* Tapaus n+1: Y0 i = S0 gi+ (n+1) =* n(nzﬂ) +

2(n+1) _ (n+1)(n+2)
2 2

, missd * merkityssd yhtdsuuruu-
dessa kdytettiin induktio-oletusta.
(|

e Epdtodeksi voidaan osoittaa antamalla vastaesimerkki

— Esim. Viite: Viite "kaikki alkuluvut ovat parittomia” on
epéatosi.
Tod.: 2 on parillinen alkuluku. O

o Diagonalisointi esitetddin myohemmin.

Numeroituvuus
e Miten voidaan vertailla kahden darettoméan monta alkiota si-

séltavan joukon kokoa?

o Madritelmd: Joukko X on numeroituva, jos X on &arellinen
tai on olemassa bijektio f: N — X eli

1. f on funktio, joka kuvaa jokaisen luonnollisen luvun eril-
liselle joukon X alkiolle

2. ja kddntden: jokaiselle X:n alkiolle kuvautuu jokin luon-
nollinen luku.
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e Toisin sanoen X:n alkiot voidaan siis jdrjestdd ja niille voi-

daan antaa yksikésitteinen jérjestysnumero: X = {xzg, z1, 2, . ..

missd xg = f(0),z1 = f(1),....
e Jos X ei ole numeroituva, se on ylinumeroituva.

e Jos X ja Y ovat ddrettomia joukkoja siten, ettd X on nume-
roituva ja Y on ylinumeroituva, niin joukossa Y on “enem-
mén” alkioita, silld joukko N riittd4 numeroimaan X:n alkiot
mutta ei Y:n alkioita.

e Parittomien luonnollisten lukujen joukko {1,3,5,...} on nu-
meroituva, silla f(n) = 2n+1 on bijektio, joka kuvaa luonnol-
liset luvut kyseiselle joukolle. Jokaista lukua joukossa N siis
vastaa luku joukossa {1,3,5,...}, joten parittomia lukuja on
téssd mielessd "yhtd monta” kuin kokonaislukuja.

e Esim. reaalilukujen joukko R on ylinumeroituva, eli "suurem-
pi” kuin N.
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1.3. Laskennalliset ongelmat

e Laskennallinen ongelma ~ miki tahansa syGte-tuloste-muo-
toinen tehtdvé, joka voidaan mallintaa ratkaistavaksi digitaa-
lisella tietokoneella.

e Esimerkkejé: kokonaislukujen kertolasku, kirjastokortiston aak-

kostaminen, ...

Formalisointi

¢ Ongelmalla on potentiaalisesti déreton joukko tapauksia ("syot-
teitd”).

e Ongelman ratkaisu on algoritmi, joka liittdd kuhunkin ta-
paukseen sen oikean vastauksen ("tulosteen”).

e Esim. kokonaislukujen kertolaskuongelma

— tapaukset: kaikki kokonaislukuparit
— annettuun tapaukseen liittyva vastaus: lukuparin tulo
—ongelman ratkaisu: miké tahansa yleinen kertolaskualgo-
ritmi
e Kunkin yksittdisen tapauksen ja sen vastauksen oltava ddrel-

lisesti esitettdvid

e Laskennallinen ongelma — kuvaus ddrellisesti esitettivien ta-
pausten joukosta ddrellisesti esitettdvien vastausten joukkoon
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Adirellinen esitys

e Kaikki tietokoneen kasittelema tieto on viime kidessa voitava
koodata bittijonoiksi.

e Luontevaa sallia koodaukseen kdytettdvin myos muita merk-
kejé kuin 0 ja 1, silli muut merkit voidaan tietenkin tarvit-
taessa edelleen esittdd bittijonoina.

e Midr. "dérellinen esitys” = jonkin aakkoston merkkijono

Merkkijonoihin liittyvid peruskisitteiti ja merkintoja

e Aakkosto on dérellinen, epityhji joukko alkeismerkkejd t. sym-
boleita. esim. binddriaakkosto {0,1} ja latinalainen aakkosto
{AB,...,Z}. Aakkosto merkitdén yleensd isolla kreikkalaisel-
la kirjaimella ja merkit pienilld latinalaisilla kirjaimilla. Aak-
koston ¥ = {ay,...,a,} koko on |¥| = n.

e Merkkijono on #érellinen jérjestetty jono jonkin aakkoston
merkkejd. Esim. "01001” ja "000” ovat bindariaakkoston merk-
kijonoja, ja "LTE” ja "XYZZY” ovat latinalaisen aakkoston
merkkijonoja.

e Merkkijonon x pituus on siithen siséltyvien merkkien méara,
merkitdén |z|. Esim.

01001] = |XYZZY| =5,  |000| = |OTE| = 3

e Tyhjin merkkijonon € pituus on |e| = 0.
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e Merkkijonojen vélinen perusoperaatio on katenaatio eli jono-
jen perikkiin kirjoittaminen. (Katenaation operaatiomerkki-
né kiytetddn joskus selkeyden lisddmiseksi symbolia ~.) Esi-
merkkeja:

— KALATKUKKO = KALAKUKKO

—jos ¢ =00 ja y = 11, niin zy = 0011 ja yx = 1100
— kaikilla z on ze = ex =

— kaikilla z, y on |zy| = |z| + |y

e Merkin a toisto k kertaa merkitdin a* ja vastaavasti merkki-

jonon z toisto k kertaa x*.

e Merkkijonon & = x125. .. 25 125 kddnteinen merkkijono on

.’I?R = TpTp—1...2T2271.

e Merkitddn k:n pituisia aakkoston Y merkkijonoja
Zk:{wlxg...:pkWi: L...,k:z;, €%}

ja korkeintaan k:n pituisia aakkoston ¥ merkkijonoja

k
k=
1=0

e Aakkoston ¥ kaikkien (dérellisten) merkkijonojen joukko on
¥ = U2, B = limy 0o X5, Merkitdsin myds X+ = |J32, X*.
Esim. ¥ = {0,1}, ©* = {¢,0,1,00,01, 10, ...}, X" = ¥*\ {¢}.
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Formaali kieli

e Aakkoston ¥ (formaali) kieli (engl. formal language) L on
merkkijonojoukko L C ¥*.

e Aakkoston X formaali kieli on siis joukko, joka koostuu X:n
merkkijonoista.

e Esimerkkeja:

— Aakkoston ¥ = {a, b} kielid ovat esim. seuraavat:

Ly = {¢, aa, aba, abba, abbba} ja L, = {ab'|i € N}.
- Olk. ¥ ={0,1,...,9}; erds ¥:n kieli on
Ly ={w € £* | w on alkuluku} = {2,3,5,7,11,13...}.
-Olk. ¥ = {a,...,2,0,1,...}, eli annetaan X:n siséltda

kaikki ascii-merkit. ¥:n kielid ovat nyt esim:

* Ly = {w € ¥* | merkkijono w esittdd Javan syntaksin
mukaisen liukuluvun},

* Ly = {w € ¥* | merkkijono w esittdd syntaktisesti
oikean olpe03-kielisen ohjelman}, tai

* Lg = {w € ¥* | merkkijono w esittdd suomen kielen
verbin perusmuodossa}.
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e Edelld médritelty kieli Ls siis siséltdd kaikki syntaktisesti oi-
keat olpe03-kieliset ohjelmat.

e Nyt annetun ohjelmalistauksen w' (missd w' siis on merkki-
jono, joka sisdltdd ohjelman, kuten sivun 3 "z = read;t :=
0;y := 1;... ) syntaksitarkistus voisi siis tapahtua testaa-
malla piteeko w' € Ls.

e Hyvid kysymyksid ovat

— miten formaaleja kielid pystyttéisiin maarittelemasn kéy-
tannolliselld tavalla (sovelluksena ohjelmointikielen syn-
taksin médrittely) ja

— miten testata (tehokkaasti) kuuluuko annettu merkkijono
formaaliin kieleen (sovelluksena ohjelmalistauksen syntak-
sitarkastus).

e Kurssin edetessé opitaan muutamia keinoja molempiin edel-
lisista.
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Paitosongelmien ja formaalien kielten vastaavuus

o Yleisesti laskennallinen ongelma f on kuvaus
X =T
missd X ja [" ovat aakkostoja.

e Pifitosongelmat ovat térked laskennallisten ongelmien aliluok-
ka, jossa kunkin ongelman tapauksen vastaus on "kylld” tai
ei”, siis f 1 X* — {0,1}.

e Esimerkiksi padtosongelma "onko annettu luonnollinen luku
alkuluku?” voidaan esittdd aakkoston ¥ = {0,1,2,...,9} ku-
vauksena

1, jos z on alkuluku
D 1 =q
! {01} J@) { 0, jos  ei ole alkuluku.

e Pidtosongelma "onko annettu merkkijono olpe03:n syntak-
sin mukainen ohjelma” voidaan esittéé sivulla 19 méaritellyn
aakkoston ¥ = {a,...,2,0,1,...} kuvauksena:

= {

o Koska méérittelimme etta kieli Ly sisdltaéd tasmaélleen kaikki

1, jos w on olpe03:n syntaksin mukainen
0, muuten.

olpe03:n syntaksin mukaiset ohjelmat, voidaan f méaéritella
my0s seuraavasti:

1, welLs

R
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e Yleisemmin, jokaista merkkijonojoukkoa eli kieltd A C »*
vastaa péédtosongelma
R |1, joszeA
fA-Z _>{071}7 fA(‘T)_ { 0, jOS.’E¢A.

e Kéantden: jokaista paatosongelmaa f : ¥* — {0,1} vastaa
merkkijonojoukko, eli kieli

Ap={ze¥ | flz) =1},

joka siis on niiden ongelman tapausten joukko, joihin vastaus
on "kylla”.

e Kielen A tunnistusongelma (engl. recognition problem) esite-
tddn merkkijonojoukkoon liittyviné paatosongelmana fy.

— fa(z) on 1, jos ja vain jos x kuuluu tarkasteltavaan kieleen.
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Laskennallisten ongelmien ratkeavuus

e Sanotaan, ettd ohjelma P ratkaisee laskentaongelman f, jos
kullakin syotteelld « ohjelma P laskee ja tulostaa arvon f(z).

e Voidaanko kaikki mahdolliset laskentaongelmat ratkaista oh-
jelmilla?

e Osoittautuu, ettd ei voida. Tamé& nidhdéidn siitd, ettd kaik-
kien merkkijonojen (minkd tahansa ohjelmointikielen mah-
dollisten ohjelmien) joukko on numeroituva, mutta kaikkien
padtosongelmien joukko on ylinumeroituva.

e Laskentaongelmia on siis enemmién kuin niiden mahdollisia
ratkaisuja, ja siksi mallddn ohjelmointikielelld ei voida laatia
ratkaisuja kaikille laskentaongelmille.
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e Lause: Minké tahansa aakkoston X merkkijonojen joukko X*

on numeroituvasti aareton.

Todistus: Selvdsti ©* on déreton. Olkoon ¥ = {aq, as, ..., a, }.
Kiinnitetdan merkeille aakkosjarjestys, esim. a; < ag < ... <
a,. Joukon >* merkkijonot voidaan jirjestdé seuraavasti (lek-
sikografiseen eli kanoniseen jirjestykseen):

1. ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= €), sitten 1:n
mittaiset (= a1, ag, ..., a,), sitten 2:n mittaiset jne.;

2. kunkin pituusryhmén sisilla merkkijonot luetellaan aak-
kosjérjestyksessa.

Jokaiseen luonnolliseen lukuun n voidaan siis liittdd yksika-
sitteinen ¥*:n merkkijono ja pédinvastoin. Téstd seuraa, ettd
>2* on numeroituva.
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Vaadittu bijektio f : N — X* on: Lause: Minké tahansa aakkoston X péddtosongelmien joukko
on ylinumeroituva.

0 — €
Todistus: (sovelletaan diagonalisointia)
— a
5 ! Merkitédén kaikkien ¥:n padtosongelmien kokoelmaa F':l14:
az
F ={f| f on kuvaus £* — {0,1}}.
no= o an Vastaviite: Oletetaan, ettd F on numeroituva, eli on olemassa
n+1 — aiay numerointi
n+2 — aay F = {f(],fl,fz,...}.
' ' Olkoot >*:n merkkijonot kanonisessa jérjestyksessé lueteltui-
2n — aia, na xg, i, T2,. - ..
— agaq Muodostetaan uusi padatésongelma f':

2n+1

3n — asa,

n’+n
n24+n+1
n?+n+2

I

AnQn

I

a1a1a1

I

a1a10a3

Siis k:m pituiset merkkijonot saavat listassa numerot

k-1 k
Zni,..., <Zn’> — 1.
i=0 i=0
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fl

| p 0 0 1
z |0 1 0 0
|1 1 41

1

z3/ 0 0 0 p

e Eli koska F siséltdd kaikki padtosongelmat ja se on oletettu
numeroituvaksi, tdytyisi muodostetun "diagonaalifunktion” f’
olla sama kuin joku funktioista fo, fi,...

e Voiko f olla f? Ei, silld maérittelimme f/(0) = 0 joss fo(0) =
1, eli ainakin argumentilla 0 funktiot f ja f saavat eri arvon,
eivatki ne siis voi olla sama funktio.

e Entd voiko f' olla f1? Ei silld f/(1) = 0 joss fi(1) = 1, eli
ainakin argumentilla 1 funktiot f’ ja f; saavat eri arvon.

e Vastaavalla pdittelylla huomaamme, ettd f’ ei voi olla mikdéan
funktioista f, fs, . ... Oletus, ettd F olisi numeroituva, johti
ristiriitaan ja on hyldttéva. F on siis ylinumeroituva.
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o Kaikista laskentaongelmista voidaan esimerkiksi C-ohjelmilla
ratkaista vain hdvidvéin pieni osa: ylinumeroituvan joukon nu-
meroituva osajoukko.

e Sama pitee kaikilla ohjelmointikielilld, silld kaikki "riittavéin
vahvat” ohjelmointikielet maarittévét tasmélleen saman rat-
keavien ongelmien luokan (ns. Churchin-Turingin teesi)

e Useimmat laskennalliset ongelmat ovat siis ratkeamattomia.

e Myo6s monet mielenkiintoiset ja kdytannolliset ongelmat ovat
ratkeamattomia.

e Esim. pysdhtymisongelma: annettu ohjelma P ja sen syte x;
padteltava pysidhtyykd P:n laskenta syotteelld x vai jAdko se
ikuiseen silmukkaan.
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Pysdhtymisongelman ratkeamattomuus

e Pyséhtymisongelman C-tulkinta on: ”Ei ole olemassa totaalis-
ta (aina pyséhtyvdd) C-ohjelmaa, joka ratkaisisi, pysahtyyko
annettu C-ohjelma P annetulla syGtteelld w”.

e Oletetaan, ettéd voitaisiin kirjoittaa totaalinen C-funktio
int H(char *p, char *w),

joka saa arvon 1, jos merkkijonoparametrin p esittdmé funk-
tio pysihtyy syotteelld w ja O muuten. Kirjoitetaan tdmén
perusteella toinen C-funktio H:

void H (char *p){
if H(p,p) while (1) ;
}

e Merkitdin edelld kuvattua funktion H ohjelmatekstié h:lla
ja tarkastellaan funktion H laskentaa talld omalla kuvauksel-
laaan. Saadaan ristiriita:

A A

H(h) pysihtyy < H(h,h)=0 < H(h) ci pysihdy.

Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua totaalista pysdhtymisen-
testausohjelmaa H ei voi olla olemassa.
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2. Saannolliset kielet ja aarelliset auto-
maatit

o Fdellisessa luvussa maarittelimme aakkoston X formaalin kie-
len késitteen. Esille nousseita tarkeitd kysymyksia olivat

— miten formaaleja kielid pystytdan médritteleméan kdytan-
nolliselld tavalla ja

— miten voidaan ohjelmallisesti testata kuuluuko annettu
merkkijono méériteltyyn formaaliin kieleen.

o Maaritelladn eras aakkoston X,..; kieli seuraavasti:

HALT = {P,z | P on ohjelmalistaus ja x ohjelman sellainen
syGte, jolla ohjelman suoritus pysahtyy}

e Edellisessd luvussa todistettiin, ettd tdméa ns. pysdhtymis-
ongelma ei ole ratkeava. FEi siis ole mahdollista tehdé tieto-
koneohjelmaa, joka annetusta syStteestéd (P, x) pystyy péét-
teleméén, kuuluuko se kieleen HALT'.

e Havaitaan siis, etté jos sallitaan yo. kaltaiset maaritelmat, on
helppoa mééritelld kieli, jota ei voida tunnistaa tietokoneella.

e Seuraavassa tarkastellaan rajoitettuja tapoja formaalien kiel-
ten méérittelyyn, joiden avulla mééritellyt kielet ovat vield
ratkeavia, ts. annetun merkkijonon kuuluvuus kieleen on rat-
kaistavissa algoritmisesti.

e Tarkastellaan kahta rinnakkaista formalismia, ddrellisid auto-
maatteja seka sadannollisid lausekkeita.
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2.1. Airelliset automaatit

e Ongelma: Kahviautomaatti, joka ei anna vaihtorahaa, hyvék-
syy vain 50 sentin ja yhden euron kolikoita ja minimimaksu
on 2 euroa. Millaisia sy6tejonoja kahviautomaatti hyvéiksyy?

e Kelvollisia sydtteitd ovat mm. seuraavankaltaiset kolikkojo-
not (yksikkéné snt):

— 50, 50, 50, 50
~ 100, 100

— 50, 100, 100

— 100, 50, 50, 100

e Aakkostomme on nyt 3 = {50,100}, ja automaatin hyvéksy-
mit kolikkojonot voidaan kuvata seuraavana kielené:
{ar1...ap € X" | a1 + ...+ a, > 200},
missd + tarkoittaa kolikkojen senttiarvojen yhteenlaskua.

e Kahviautomaatin toiminta voidaan kuvata darelliselld auto-
maatilla.

e Automaatin syotteitd ovat 50 sentin ja 1 euron kolikot, ja au-
tomaatti hyviksyy sy6tejonon, jos siihen siséltyvien rahojen
arvo on yhteensé vahintdan 2 euroa.
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o Asrellinen automaatti voidaan esittéi tilasiirtymékaaviona

50, 100
/do\ 100 0, 100
50 50 50
50, 100
100

e tai tilasiirtymétaulukkona.

50 snt | 1 euro
—q| N1 Q2

q1 q2 g3
q2 g3 g4
q3 g4 g4

S~ q4| Q4 |Q4
e Automaatin toimintaidea on seuraava:
— Automaatti saa syotteekseen merkkijonon, jota se késitte-
lee merkki kerrallaan aloittaen toimintansa alkutilasta.

— Jokaisella laskenta-askeleella automaatti lukee seuraavan
syotemerkkijonon merkin ja siirtyy tilasiirtymékaaviotaan
seuraten sydtemerkisté riippuvaan tilaan.

— Jos automaatti on syotteen luettuaan hyviksyvéssa tilas-
sa, syote hyviksytddn; muuten sydte hylatéaan.
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e Esim. C-kielen etumerkittomaét liukuluvut (float, double, long o Tilasiirtymétaulukkona:
double) mééritelldéin seuraavasti:

— (kokonaisosa).(desimaaliosa) (e tai E) [+ tai —] (eksponet- d| . [Belt -
ti) [suffiksi = d)\N g
. . . . q1|q1\43| 94
— kokonaisosa ja desimaaliosa koostuvat digiteistéa a | s
— joko kokonaisosa tai desimaaliosa voi puuttua (mutta eivét — qsqs Q
molemmat) Q1| g s
— joko (i) desimaalipiste tai (ii) (e tai E) ja eksponentti voi- qs | g6
vat puuttua (mutta eivit molemmat) — Q6|6
— suffiksi: F tai f: float, L tai I: long double, muuten double e Téssd d = {0,1,...,9}. Taulukon puuttuvissa kohdissa on
e Liukuluvun tunnistava automaatti: virhetila "Error”, jota kiytdnnossi jatetdan merkitsemétta sel-
d keyden takia
Ee
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e Ohjelmana:

int IsDigit(char c); /* palauttaa 1, jos ¢ on numero, 0 muuten */

intg=20
char ¢ while ( (¢ — fgetc(stdin))!=EOF )

switch (¢ )

case 0: if (IsDigit(c
else if (c==
break;

case 1: if (IsDigit(c) ) g =
else if (¢——". ’) q—3;
else if (ec=="¢ ||
break;

case 2: if (IsDigit(c)) ¢=3; else ¢=99;

reak;

case 3: if (IsDigit(c)) ¢=3;

else if (c=="¢" || c=="E’) g = 4 else ¢ = 99;

) q _= else ¢ = 99;

3
**’E) q=4; else ¢=99;

break;
case 4: if (ISDlglt(c)) q=F6;
else if (c=="+" || c=="-") ¢ =5 else ¢ = 99;
break;
case 5: if (IsDigit(c)) ¢=6; else g = 99;
break;
case 6: if (Ileglt(c)) q="6; else ¢ = 99;

break:
case 99: breaf{

}

}
if (¢==23]| ¢==06) printf("luku OK!");
else printf("Virheellinen luku");
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o Asrellisen automaatin pohjalta laadittuun ohjelmaan voidaan
liittd4 myds semanttisia toimintoja.

e Sen lisiksi, ettd tarkistetaan kuuluuko jokin merkkijono kie-
leen, eli onko se syntaktisesti kielen mukainen, lasketaan merk-
kijonolle my6s jokin arvo.

e Se, mitkd ovat mielekkditd arvoja tietylle merkkijonolle, riip-
puu tarkasteltavasta kielestd. Esimerkiksi kahviautomaatti-
kielesséd merkkijonon arvo voisi olla palautettavan rahamaa-
rdn suuruus.

— Siis kolikkojonon 50,50,50,100 voidaan todeta kuuluvan
kieleen ja sen arvo on ym. tavalla laskettuna 50.

e Toinen esimerkki: Etumerkillisen kokonaisluvun tunnistami-
nen

R

36



e Vastaava ohjelma, joka lisdksi laskee luetun luvun arvon: Ajrellisen automaatin formaali miirittely

int IsDigit(char c¢); /* palauttaa 1, jos ¢ on numero, 0 muuten */

int ¢ = 0; char ¢ int sign = 1; int val = 0; sy6tenauha: ’ i ‘ n ‘ P ‘ u ‘ t ‘
while ( (¢ = fgetc(stdin))!=EOF )

nauhapdé:

switch (¢ )

case 0: if (c=="+" || c=="-") {
g=1 a1
if (c=="-") sign = —1; ohjausyksikko:

else if (IsDigit(c) {

9=2; °

val =c—'0;

. fr&al}) () { e Agrellinen automaatti M
case 1: if (IsDigi
q= — adrellistilainen ohjausyksikko, jonka toimintaa séatelee au-

/.
val c—"0; tomaatin sirtymdfunktio 6

%lse IZ 99; — merkkipaikkoihin jaettu sydtenauha
case 2: 1fr((SIasD1g1t( ) { — nauhapdd, joka kullakin hetkelld osoittaa yhtd syGtenau-

q= han merkkia
val 10 * val + (¢ =" 0');

elseﬂ 99;
brea
case 99: breai{

}

if ( ¢ == 2) printf("luvun arvo on %d”, sgn * val);
else printf("Virheellinen luku”);
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e Automaatin "toiminta’:

— Automaatti kiiynnistetéén erityisessd alkutilassa qq siten,
ettéd tarkasteltava syote on kirjoitettuna syGtenauhalle ja
nauhapéé osoittaa sen ensimmaéistd merkkié.

— Yhdesséd toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapéin
kohdalla olevan sy&temerkin, paattda ohjausyksikon tilan
ja luetun merkin perusteella ohjausyksikon uudesta tilas-
ta (soveltaa siis siirtyméfunktiota), ja siirtdd nauhapdta

yhden merkin eteenpéin.

— Automaatti pysdhtyy, kun viimeinen sy6temerkki on kési-
telty. Jos ohjausyksikon tila télléin kuuluu erityiseen (hy-
vaksyvien) lopputilojen joukkoon, automaatti hyvdksyy syot-

teen, muuten hylkdd sen.

— Automaatin tunnistama kielt on sen hyviksymien merkki-

jonojen joukko.
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o Midritelmd: Adrellinen automaatti (engl. finite automaton)
on viisikko
M =(Q,%,6,q, F),
missd
— @ on automaatin tilojen dérellinen joukko;
— X on automaatin sydteaakkosto;
-6 :0Q x X — Q on automaatin sirtymdfunktio;
— qo € @ on automaatin alkutila;

— F C @ on automaatin (hyviksyvien) lopputilojen joukko.
e Esim. reaalilukuautomaatin formaali esitys:
M = ({q,---,q6 €rror},{0,1,...,9,.,E,e,+,-},
8,490,143, 96}),
missd 0 on kuten aiemmin taulukossa; esim.
6(q0,0) = 6(go, 1) = -+ - = 6(0,9) = a1,

5(q0,.) = @2, 6(qo, E) =error, 6(q1,E)=gqs jne.
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e Automaatin tilanne on pari (g, w) € @ x ¥*
— g on nykyinen tila ja w on syétemerkkijonon késittelema-
ton osa
— automaatin alkutilanne syétteelld x on pari (qg, )
— (g, €) on lopputilanne ja jos ¢ € F niin (g, €) on hyvéksyvi
lopputilanne.
e Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w’), merk.
(q,w) - (¢, ),
M
joson w = aw' (a € X) ja ¢ = §(q,a). Tilanne (¢',w') on
tilanteen (g, w) vdliton seuraaja.

Ts. tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w’), jos sii-
téd tilanteesta, jossa automaatti on tilassa ¢ ja syGtteen ké-
sitteleméton osa w on aay . ..a,, automaatti siirtyy yhdella
laskenta-askeleella tilaan ¢’ ja w' = ay ... a, jii syotteen ké-
sitteleméattoméksi osaksi.

e Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (¢',w') eli tilanne (¢, w’)
on tilanteen (g, w) seuraaja, merk.

(9, w)E*(q, w),
M

jos on olemassa vélitilannejono (qq, wo), (g1, w1), - - -, (Gn, Wn),
n > 0, siten etta

(@) = g0, w0) - (qn,wn) E -+ E (g ) = (¢
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Erikoistapaus: n = 0, (¢, w)*(g, w) milld tahansa tilanteella
M

(g, w).

Ts. tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (¢, w'), jos suorittamalla
yksi tai useampia laskenta-askelia pdéstéén tilanteesta (g, w)
tilanteeseen (¢',w’) (tai jos ¢ = ¢’ jaw = w').

e Automaatti M hyvdksyy merkkijonon z € 3*, jos on voimassa
(qo,x);*(qf, €) jollakin q; € F;

muuten M hylkdd x:n. Ts. automaatti hyviaksyy z:n, jos sen
alkutilanne syotteelld = johtaa johonkin hyviksyvién loppu-
tilanteeseen.

o Mddritelmd: Automaatin M tunnistama kieli

L(M)={z e X" (qg,x);*(qf,e) jollakin g5 € F'}

Automaatin tunnistama kieli siséltéda siis kaikki merkkijonot,
joilla péédstadan alkutilasta hyviksyvéédn lopputilaan.

e Esim. merkkijonon “0.25E2” kisittely edelld esitetylld liuku-
lukuautomaatilla:

l_

= (g5,5E2) |+ (gs,E2)

F (@,2) = (g6, €).

Koska g5 € F' = {q¢s3,q}, on siis 0.25E2 € L(M) eli auto-
maatti hyviksyy merkkijonon.
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2.2. Automaattien minimointi
e Kaksi automaattia, jotka tunnistavat tdsméilleen saman kielen
ovat keskenéédn ekvivalentteja.

e Adrellinen automaatti on minimaalinen, jos se on tilamaaral-
tddn pienin ekvivalenttien automaattien joukossa.

e Automaatti, jossa on enemmén tiloja kuin ekvivalentissa mi-
nimaalisessa automaatissa on redundantti.

e Automaatteja muodostavat algoritmit eivét aina tuota mini-
maalista automaattia.

e Yliméérdisten tilojen tallettaminen on turhaa.

e Minimaalisen automaatin algoritminen késittely on tehok-
kaampaa kuin redundantin automaatin.

e Minimaalisesta automaatista ndhdaéin helpoimmin, mika on
sen (ja tietysti sen kanssa ekvivalenttien redundanttien auto-
maattien) tunnistama kieli.
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Aidrellisen automaatin minimointialgoritmi

o Sydte: Adrellinen automaatti M = (Q, %, 6, o, F).
1. Poista M:std kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa tilasta
qo milldén sydtemerkkijonolla.
2. Osita M:n jaljelle jdéneet tilat kahteen luokkaan: ei-lopputiloihin
ja lopputiloihin.
3. while not (§ yhteensopiva luokkajaon kanssa) {

jaa luokkien siséllé eri tavalla kdyttaytyvét
tilat eri luokkiin;

4. return M = (0,5, 4, qo,ﬁ), misséi
— Q=M'n tilaluokat,
— §=luokkien vilinen siirtyméfunktio,
— gp=M n alkutilan luokka ja
— F=M:n lopputilojen luokat.

e Lopputulos

— M:n kanssa ekvivalentti direllinen automaatti M , jossa,

on minimimé&éra tiloja.

— M on tilojen nime#dmisté vaille yksikésitteinen.
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e Huom: Tiloja on alun perin darellinen méaéaré ja joka askelees-
sa 3 (paitsi viimeisessd) ositetaan véhintddn yksi tilaluokka,
joten algoritmin suoritus pééttyy aina.

e Todistus siité, ettd algoritmin tuottama automaatti M on mi-
nimiautomaatti ja yksikésitteinen sivuutetaan (Orposen mo-
niste s. 17-18).

Esimerkki

e Olkoon M = (Q, %, 6, qo, F),
— tilojen joukko @ = {1,2,3,4,5,6},
— sybteaakkosto ¥ = {a, b},
—alkutila ¢p = {1},
— lopputilojen joukko F' = {4,5} ja
— siirtyméfunktio §:

J

S U W N
B W N R N e
U U1 W N w| o
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o Askel 2: o Askel 3:

— Osita M:n jéljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: lopputi- — Jos M:ssi ei ole epddeterministisid tiloja, niin algoritmi
loihin ja muihin tiloihin. palauttaa Man (askel 4) ja sen suoritus paéttyy.
a b — Muutoin hienonna kutakin M:n epddeterminististé tilaa
NS ICREEN vastaavan luokan ositusta edelleen:
ola 11121 x Jaa sen sisdlla alkuperédiset tilat eri luokkiin s.e. kusta-
3 2: I 3; I kin luokasta on vain samanlaisia siirtymia.
I « 4]3,1 |51 * Suorita askel 3 uudestaan.
— 5|1, 1 4,11 — Esimerkissémme jaetaan tila I kahtia.

— Téamaén jalkeen ei ole endé epiddeterminisii tiloja, joten pa-

— Nyt osituksesta voidaan muodostaa automaatti, jossa o b i
lautetaan tuloksena saatu automaatti ja algoritmin suori-

x kutakin luokkaa vastaa yksi tila, ja

tus paattyy.
x kustakin tilasta on kaikki erilliset siirtymét, jotka luok- 1S baattyy

kaan kuuluvilla tiloilla on. e Lopputulos:
— Tila on epddeterministinen, jos siitd voidaan siirtyé jollain a b
merkilld useampaan kuin yhteen tilaan. [ — 12,11 |31
— Esimerkissd tila [ on epddeterministinen, koska merkilld a 312,11 3,1
voidaan siirtya tilaan I tai tilaan II. IT: 214, 17| 2, 1T
[II: <« 413, 1 |5 III
«— 51,1 |4, 111
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2.3. Epadeterministiset aarelliset automaatit

e Esimerkiksi alimerkkijonon aba etsiminen aakkoston {a,b}
merkkijonoista on luontevasti kuvattavissa epéddeterministi-
selld automaatilla. Epddeterminismi siis helpottaa automaa-
tin konstruointia.

e Todistamme téssd luvussa, ettd deterministiset ja epadeter-
ministiset automaatit tunnistavat tasmaélleen samat kielet.

e Epideterministisen automaatin siirtyméafunktio liittd4 van-
han tilan ja sy6temerkin pariin (g, z) joukon mahdollisia seu-
raavia tiloja.

e Epiddeterministinen automaatti hyviaksyy merkkijonon jos jo-
kin mahdollisten tilojen jono johtaa lopputilaan. Jos yhtééin
téllaista jonoa ei ole, niin epddeterministinen automaatti hyl-
kad syotemerkkijonon.
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@awb@a

b e

e Esim. kuvan automaatti hyviksyy syétejonon abbaba, koska
se voidaan Késitelld seuraavasti:

(qo, abbaba) F(qo, bbaba) (g, baba)
|_(q07 aba) l_(qlu ba) "(QZ, (I) |_(q3a 6)

e Toisaalta voidaan myos paatyd hylkddvaan tilaan:

(qo, abbaba) F(qo, bbaba) F(qo, baba)
|_(q07 aba) l_(q(]a ba) |‘(Q0a (I) |_(q0a 6)

e Epideterministisen automaatin voidaan ajatella suorittavan
kaikki johdot rinnakkain.
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Deterministinen Epédeterministinen e Madritelmd: Epadeterministinen dérellinen automaatti (engl.

laskenta laskenta nondeterministic finite automaton) on viisikko M = (Q, %, 6, qo, F),
. missi
E O/ \O — @ on aérellinen tilojen joukko,
| Q/// \ \ — X on sydteaakkosto,
¢O o J\ —§:Q x X — P(Q) on (joukkoarvoinen) siirtyméfunktio,
E . C —qo € @ on alkutila ja

— F C @ lopputilojen joukko.

e Kuvan automaatin siirtyméfunktio:

A

o o ho sk a b
akKs

L O/S S — qo | {a0, a1} | {a0}

hyvaksy tai hylkaa hylkad a| 0 |{e}

@ {g} | 0

— a3 {s} [{e}

e Nyt virhetilanne on helposti ilmaistavissa tyhjdn seuraajati-
lajoukon avulla.

e (g, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢', w'), (¢, w) - (¢, '),
M
jos w = aw' ja ¢ € §(q,a). Tilanne (¢',w’) on (g, w):n mah-
dollinen viliton seuraaja.

e Muutoin madritelmét epddeterministisille automaateille ovat
samat kuin aiemmin.
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e Deterministiset automaatit ovat epaddeterminististen erikois-
tapaus = kaikki edellisilléd tunnistettavat kielet ovat tunnis-
tettavissa my0s jalkimmaéisilla.

e Mutta my6s kddntden: deterministiset ja epddeterministiset
adrelliset automaatit ovat yhtd vahvoja.

Automaatin determinisointi

e Epideterminististd automaattia M = (@, %, §, qo, F') vastaa
deterministinen automaatti M = (Q, %, 9, go, F'), missi
Q = PQ),

G = {ao},
F = {8 C Q| S sisiltii jonkin qf € F},

5(8,a) = Ué(q,a)

qeS
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e Esimerkki:

@a“wb@

e Konstruktio kannattaa aloittaa alkutilasta {qo} ja sen siirty-
mista:
6({a}, @) = 6(a0, @) = {0, 1} ja
5({a0},b) = 8(q0,) = {a0}.
o Jatketaan tilasta {qo, q1}:
0({q0, 31}, a) = 8(q0,0) U 6(q1,a) = {qo, 01} ja
5({q0, @1},b) = 8(90,6) U 8(a1,) = {a0, 42}
e Jatketaan néin, kunnes uusia tiloja ei endéd synny. Kéytan-

nossé siis niitd Q:n tiloista, jotka eiviit ole saavutettavissa
alkutilasta {qo}, ei tarvitse muodostaa.

e Determinisoinnissa syntyvisté tiloista kannattaa pitdé kirjaa
taulukossa:

e b
‘ {QO} ‘ {QO,(h} ‘ {QO} ‘

e Aina kun uusi tila 16ytyy, lisdtain sitd varten uusi rivi tau-
lukkoon:

a | b |
{(Io} {QO,Ch} {QO}
{90, 01} | {20, 1} | {q0, 2}
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| I
{w} | {ooa} | {2}
{ao, a1} | {0, a1} | {905 %2}
{QO’ QZ} {QU, Q1,Q3} {QO}

¢ ja jatketaan, kunnes uusia tiloja ei endd synny.

e Esimerkin automaatti loppuun asti determinisoituna:

q0,91, 9.

o ' X
b a

® ja minimoituna:

b a
)
a b C’z\

Hso\@)J = @a,b

e Lause: Olk. A = L(M) jonkin epédeterministisen &érellisen
automaatin M tunnistama kieli. Téll6in on olemassa deter-
ministinen automaatti M, jolla L(M) = A.
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*Todistus: Olk. A = L(M), M = (Q,%,0,q, F). Laadi-
taan edellisen sivun méérittelyn mukainen determistinen au-
tomaatti M = (Q,E,S,q}],ﬁ‘). Tarkastetaan, etté L(M\) =
L(M). Kielten ekvivalenssi seuraa, kun todistetaan kaikilla
rEX*jaqgeQ:

(QOaw);*(Qa €) < ({q},x)-*(S,€) jag € S.

M
Todistus induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen:
L |z] = 0: (90, €)-"(g:€) & 4 = qo-
Samoin ({qo}, €)-"(S,€) & S = {qo}.
M
2. Induktio-oletus: vaite patee kun |z| < k.

3. |z| = k+ 1: talloin o = ya jollakin y, |y| = k, jolle viite
pitee induktio-oletuksen perusteella. Nyt
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r ¢ ¢ ¢ 2

t ¢

3

(90, ) = (g0, ya)-"(gq, €)

M

30 € Qse. (o)t (d,a) Ja (¢0) E (g,6)

M

3¢ € @ s.e. (q0,y)F"(ds€) ja (¢, a) y (g,€)

3¢ € @se. ({o},y)E™ (S, 6)jad € 5 jaged(d,a)
M

M

({a}, y)E*(S",€) ja 3¢ € §'se. g € 6(¢', a)

({@},9)

T R

S

({q0}, ya
({0}, ya
({90}, =)

E
M
E

~_

M

(86 jage | dd,a)=4(50a)

qlesl
(S a)jaqed(S,a)=28
*(8',a) ja (S',a) - (S,€) jage S

M

({0}, ya)="(S,€) jag € S.

u
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2.4. Saannolliset lausekkeet ja kielet

e Ohjelmointikielten muuttujilla, vakioilla jne. on tietty muo-
to, jonka méadrdd ohjelmointikielen syntaksin (“oikeankirjoi-
tusopin”) mukaisia. Esim. 0.123 on luku, mutta 0.1.2.3 ei ole.
Miten voidaan mééritelld oikeanmuotoiset merkkijonot?

e Ongelma voidaan ratkaista #érellisten automaattien sijaan
myds sadnnollisten lausekkeiden avulla.

e UNIXissa on kiisky grep, jolla voidaan etsié tekstistd hahmo-
ja. Esim. grep [A-Z][a-z]*[0-9] teksti etsii tiedostosta
teksti rivit, joilla on méaéarittelyn muotoisia sanoja: ensin
suuri kirjain, sitten mielivaltainen méaaréd pieniéd kirjaimia ja
lopuksi numero. grep etsii nimenomaan sé@nndllisid lausek-
keita, joihin tutustumme tésséd luvussa, ja onkin lyhenne sa-
noista "Global search for Regular Expression and Print”.

e Esim. Hyviiksy merkkijonot, joissa esiintyy sana "teoria”. Ts.
merkkijonot ovat muotoa

[0 tai useampia kirjaimia]teoria[0 tai useampia kirjaimial

e Esim. Hyvédksy merkkijonot, joissa ei esiinny sanaa "kaytan-
t6”.

e Esim. Etsi tekstitiedostosta osoitteita, jotka ovat muotoa
[zkatu tai ztie |[numero] [mahd. rapun kirjain]
[mahd. asunnonnumero|[postinumero|[kunnan nimi
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e Ennen kuin esittelemme sédannollisten lausekkeiden késitteen,
tarkastellaan muutamia kieliin liittyvid apukésitteita.

e Aakkoston X formaali kieli siis on joukko, joka koostuu X:n
merkkijonoista.

e Madritellddn avuksi kolme operaatiota kielten yhdistdmiseen:
Olkoot A ja B aakkoston ¥ kielid. Talloin

— A:n ja B:n yhdiste on kieli
AUB={ze€X* |z € Ataiz € B}

Eli merkkijono kuuluu yhdistekieleen, jos se kuuluu vihin-
tddn toiseen kielistd A tai B.

— A:n ja B:n tulo on kieli
AB={zyeX*|z€ A, y € B}

Eli merkkijono kuuluu kielten tuloon, jos se on saatu yh-
distdmallad jokin kielen A ja jokin kielen B merkkijono.

— A:n potenssit A*, k > 0, miaritellddn iteratiivisesti:

A = {6}7
Ak — AAkfl
={z1...ap|mi€e A Vi=1,...;k} (k>1)
Siis A = A,
A2 = AA' = AA,

A3 = AA? = AAA,
At = AA® = AAAA, ...
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Eli merkkijono kuuluu kieleen A*, jos se on saatu yhdis-
tdmaélla k kielen A merkkijonoa.

— A sulkeuma on kieli
A* = AU AluA’u...
= UAk
k=0
= {Q?l.TklkZO, z, € A V’Lzl,,k}

Eli merkkijono kuuluu kieleen A*; jos se on tyhjd merkki-
jono, A:n merkkijono, tai saatu yhdistdmalla jokin mééra
kielen A merkkijonoja.

Esimerkki. Olkoon A = {00,01} ja B = {¢,1,010}.
—~AUB = BUA={00,01,¢,1,010}.
~ AB = {00,001, 00010, 01, 011, 01010},
BA = {00,01,100, 101,01000,01001}, siis AB # BA!
— A% = {e}, A' = A = {00,01},
A% = AA = {0000, 0001,0100,0101},
A3 = AA? = {000000, 000001, 000100, 000101, 010000, 010001,
010100, 010101},
A* = {¢, 00,01, 0000, 0001, 0100, 0101, 000000, 000001, 000100,
000101,010000, 010001, 010100, 010101, ...}
— BY={¢}, B! = B = {¢,1,010},
B2 = BB = {¢,1,010, 11, 1010, 0101, 010010},
B®*=BBB ...
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e Nyt olemme valmiit mééritteleméédn sddnnollisen lausekkeen.
Annetaan maéritelmé kahdessa vaiheessa.

— Ensin annetaan induktiivinen méaritelma sdannollisten lausek-

keiden syntaksille.

— Téamaén jilkeen maéritellddn, minka kielen kukin sdanndl-
linen lauseke kuvaa. Méaritellaén siis sddnnollisten lausek-
keiden semantiikka (eli merkitys).

o Mddritelmd: Aakkoston ¥ sadnnolliset lausekkeet (engl. regu-
lar ezpression) méaritellddn induktiivisesti sd&nnoilla:
(i) 0 ja € ovat X:n saanndllisia lausekkeita;
(ii) a on X:n sédénnollinen lauseke kaikilla a € 3

(iii) jos r ja s ovat :n saannollisid lausekkeita,
niin (rUs), (rs) ja r* ovat X:n siddnnollisid lausekkeita;

(iv) muita X:n s@dnnollisid lausekkeita ei ole.

e Esimerkiksi seuraavat ovat aakkoston {a, b} sdénnollisid lausek-
keita:
ri= ((ab)b), re= (ab)*
r3 = (ab*), ry= (a(bU (bb)))*.

o Perustelu sille, miksi esim. 7 on syntaktisesti oikea s&&nndol-
linen lauseke on seuraava. Koska a,b € >, ne ovat itsessdén
saannollisid lausekkeita séénnon (ii) nojalla. S4&nnén (iii) no-
jalla siis my6s (ab) on sédénndllinen lauseke. Edelleen saman
sdédnnon nojalla myds r1 = ((ab)b) on sédénnollinen lauseke.
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o Sadnnollisen lausekkeen kuvaaman kielen méaritelmé on myos
induktiivinen:

e Kukin ¥:n sdénnollinen lauseke r kuvaa kielen L(r):
(i) L(@) = 0;

L(e) = {e};

a) = {a} kaikilla a € 3;

rUs)) = L(r) U L(s);

(vi) L(r*) = (L(r))"
e Tarkastellaan esimerkkiné lausekkeiden rq, 79, 73 ja r4 kuvaa-
mien kielten méérittelemista.
— Kohdan (iii) perusteella L(a) = {a} Ja L(b) = {b}
— siispé kohdan (v) perusteella L(ab) = L(a)L(b) = {a}{b} =

{ab}, ja edelleen L(ry) = L((ab)b) = L(ab)L(b) = {abb}.
— Kohdan (vi) perusteella

L(ry) = L((ab)*) = {ab}* = {¢, ab, abab, ababab, . . .}.
— Kohdan (vi) perusteella
L(b*) = {b}* = {€,b,bb, bbb, ...} = {b*| i > 0}, ja kohdan
(v) perusteella L(r3) = L(ab*){a}{b}* = {ab® | i > 0}.
— Selvisti L(b) = {b} ja L(bb) = {bb}, siispd sdannén (iv)
perusteella L(bUbb) = L(b)UL(bb) = {b}uU{bb} = {b,bb}
— Sééannon (v) perusteella siis L(a(b U bb)) = {ab, abb} jo-
ten sddnnon (vi) perusteella saamme L(ry) = L((a(b U

(bb)))*) = {ab,abb}* = {e, ab, abb, abab, ababb, abbab, abbabb, . . .}.
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e Sulkumerkkien vahentdmissaantdja:

— Operaattoreiden prioriteetti:

* - . = U

— Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:
L(((rus)Ut)) = L((rU(sUt)))
L(((rs)t)) = L((r(st)))
= periikkaisid yhdisteitd ja tuloja ei tarvitse suluttaa

— Edelliset lausekkeet voidaan siis mééritelld yksinkertai-
semmin:

ry = abb, ry=(ab)*, r3=ab’, r4= (a(bUbb))"
e Huom: Usein merkitdin r* = rr* = r*r

e Kuten huomaamme, sdanndllinen lauseke siis on merkkijo-
no, joka kuvaa jonkin formaalin kielen. Sdénnéllinen lauseke
on aina &drellinen, mutta lausekkeiden kuvaamat kielet ovat
usein dédrettomid.

o Madritelmd: Kieli on sddnnéllinen, jos se voidaan kuvata sdén-
nolliselld lausekkeella.

e Kuten kuitenkin tulemme huomaamaan, ei kaikkia formaaleja
kielid pystytéd esittdméadn sddnnollisten lausekkeiden avulla.
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e Esim. Olkoon aakkosto ¥ = {a, b, c, ..., 6}. Hyvéiksytddn merk-
kijonot, jotka ovat muotoa

[*teorial™®,

missd [ on lyhenne lausekkeelle [ = (aUb U ... U0) ja siis
I* = Y*

e Esim.: Olkoon ¥ = {A,B,...,a,b,...,0,1,2,...}. Osoite
on muotoa

(U1*)(katu Utie )dd*(1U €)(dd* U €) ddddd I1*,

missé d on lyhenne lausekkeelle

d=(0UlU..U9)
ja l on lyhenne lausekkeelle
l=(AUBU...UO).
e Edellisiin esimerkkeihin sdannolliset lausekkeet sopivat melko
hyvin. Aina ei néin valttdmatta ole.

e Kieli, johon kuuluvat kaikki ne merkkijonot, joissa ei esiin-
ny sanaa "kiytdnto”, on kylld sdannollinen kieli, mutta kie-
len méérittelevista sddnnollisestd lausekkeesta tulee pitké ja
epahavainnollinen.
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o C-kielen etumerkittomét liukuluvut tunnistava kieli voidaan
madritelld sdannolliselld lausekkeella (ilman suffikseja):
number = (d*.d* U .d¥)(eU ((eU E)(+ U — U e)dt))

Udt(eUE)(+U—Ue)d"

e Kieleen kuuluvat esim. seuraavat merkkijonot: 12., .12, 1.2,

1.2E3, 1.2¢3, 1.2E-3,1E2, 123

e Vaikka médrittely onnistuu, se on vaikeaselkoisempi kuin edel-
14 esitelty saman asian ajanut dérellinen automaatti.

Saannollisten lausekkeiden sieventiminen
o Saannollisilla kielilld on yleensé useita vaihtoehtoisia kuvauk-
sia, esim.:
¥ o= L((
= L((

= L(a™" U (aUb)*ba(a Ub)).

e Mddritelmd: Saannolliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit,
merk. r = s, jos L(r) = L(s)

e Lisiksi merkitdan r C s tarkoittamaan L(r) C L(s)

e Lausekkeen sieventdminen tarkoittaa "yksinkertaisimman” ekvi-

valentin lausekkeen maérittaminen
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Sievennyssiaintdja

rUr = r (mutta rr #r, kun r # 0, €)
rU(sUt) = (TUS)Ut

r(st) = (rs)t

rUs = sUr

r(sUt) = rsuUrt
(rUs)t = rtUst
0 = e
fOr = 0 (muttaQUr =r)
er = r (mutta e Ur # r, kun r # ¢)

r* = r*rUe=r"Ue
= (rue’
(7’*)* — pF

e Kun ligitddn seuraava péittelysdanto:
—Jos r =rsUt, niin r = ts*, kun € ¢ L(s).

voidaan mika tahansa sdannollisten lausekkeiden ekvivalenssi
johtaa néisté laskulaeista.

e Niiden sédéntdjen lisdksi voidaan soveltaa suorempaakin pat-
telyé, ts. jarjen kiyttoa.
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o Niytetddn, ettd pari sivua alemmin esitetyt kolme sédédnnol-
listéd lauseketta kuvaavat kaikki saman kielen. Kéytetddn hy-
viiksi seuraavaa havaintoa:

o L(r)=L(s) < L(r) C L(s) ANL(s) CL(r)elir=s & r C
SANsCr

e Nyt kolmen lausekkeen r, s ja t ekvivalenssi voidaan osoittaa
nayttadmalla erikseen s C r,r Ctjat C s, silld nyt joukkojen
siséltyvyyden transitiivisuuden (eli jos A C B ja B C C niin
my6s A C C) nojalla pétee myos s Ct, r Csjat Cr.

e 1. (aUb) C (a**) = (aUb)* C (a*b*)*

2. ((a*6*)*) C a*b* U (a U b)*ba(a U b)*):
— jos muotoa a*b*, niin selv,
— muuten sigéltdd osajonon ba.

3. a*b* U (aUb)*ba(a Ub)*) C (aUb)* silld (a Ub)* kuvaa
kaikki >2:n merkkijonot

4. Siispé (a Ub)* = (a*b*)* = a*b* U (a U b)*ba(a U b)*).

e Voidaan todistaa (sivuutetaan): Jos L ja M ovat sdannollisid

kielid, myds
I.LNM
2.L=Y*\1L

3. Lt = {w®w e L}

ovat sdannollisia.
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2.5. Kaksi aarellisen automaatin laajennusta

Seuraavassa halutaan niyttid, ettd dérelliset automaatit ja séén-
nolliset lausekkeet ovat yhtd ilmaisuvoimaisia formalismeja, eli
ettd niilld voidaan maéritelld tdsmiélleen samat kielet.

Téssd tarkoituksessa madritelldén dérelliselle automaatille en-
sin kaksi laajennusta.

e-automaatti

e Epiddeterministinen darellinen automaatti, jossa sallitaan e-
surtymdt, eli siirtymaét, joissa automaatti ei lue yhtain syo-
temerkkid. e-siirtyméssd automaatti siis ei "katso” syotenau-
haan siirtyesséén tilasta toiseen.

Kuva 1: Kielen {aa, ab} tunnistava e-automaatti.

e Y14 oleva automaatti siis siirtyy ensin joko ylempéén (tilaan
¢l) tai alempaan haaraansa (tilaan ¢4) ja vasta tdmén jélkeen
alkaa lukea sy6tenauhansa siséltoa.

e Madritelmd: e-automaatti on viisikko M = (@, %, 6, qo, F),
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missé siirtyméfunktio ¢ on kuvaus
§:Q x (XU{e}) = PQ)

e Tilanne (g, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w’)

(@, w) E (¢, w'), jos
M
(i) w=aw' (a €X)jaq € d(q,a) tai
(i) w =w' ja ¢’ € d(q,¢€).

e Muut mééritelmét ovat kuten tavanomaisilla epddeterminis-
tisilld darellisilld automaateilla.

e Esim. ylld olevassa automaatissa (¢0,aa) F (q1,aa), kos-
ka gO:sta on e-siirtymé tilaan q1 ja (q1,aa) F (¢2,a) seki
(g2,a) F (g3, ¢€). Siispé (g0, aa) F* (g3, €)
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e Lemma: Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Tal-
16in on olemassa my6s e-siirtyméton epddeterministinen au-
tomaatti M, jolla A = L(]/W\)

Todistus: Olkoon M = (Q,%,0,qo, F') jokin e-automaatti.
Automaatti M toimii muuten kuten M , mutta simuloi kunkin
askelensa yhteydessd myos kaikki M :n mahdolliset e-siirtymét.

Formaalisti:

—~ ~

M = (Qazaéaqﬂaﬁ)a

missé

~

0(¢:a) = {¢' € Q (g, a)-"(d, )}
5 { FU{qo}, jos (a0, )" (a7 €) jollain ¢ € F; _

F, muuten.
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e-siirtymien poisto
e Muodosta siirtymi g->¢', jos (g, a)-*(¢/, €).
M
e Liséd alkutila g lopputiloihin, jos (go, €)-"(gy, €), s.e. g5 € F.
M

e Eli jos halutaan muodostaa e-automaattia M vastaava epé-
deterministinen automaatti M, niin toimitaan seuraavasti:

— Kopioidaan kaikki M:n tilat sekd normaalit siirtymét au-
tomaattiin M.

— Jos M ssé padstadn lopputilaan pelkilld e-siirtymilld, teh-
désin M:n alkutilasta lopputila.

— Tamén jilkeen tutkitaan jokaista tilaparia ¢,q' € @ seki
jokaista aakkosta a € 3.

x Jos automaatissa M on olemassa polku tilasta g tilaan
¢ siten, ettd matkalla tehddén vain e-siirtymié seki ta-
san kerran siirtymé a, tulee automaattiin M siirtyméa
tilasta g tilaan ¢' a:1l4.

Kuva 2 Kuvan 1 e-automaattia vastaava epadeterministinen automaatti. Tilat
q1 ja ¢4 voidaan poistaa, silld niita ei saavuteta alkutilasta.
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Toinen esimerkki:

O——0

e \%
OnnO
Q
%@

Kuva 4: Epadeterministinen automaatti M.
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Lausekeautomaatit

o Mddritelmd: Merk. REs = aakkoston X sddnnollisten lausek-
keiden joukko. Lausekeautomaatti on viisikko

M = (Qazaéa qU’F)a
missé siirtyméfunktio & on direllinen kuvaus
(5Q><RE2—>P(Q)

(so. d(q,r) # 0 vain dérellisen monella parilla (¢,7) € @ X
REy).

e Yhden askelen tilannejohto mééritelldén
(q,w) (¢, w'),
M

jos on ¢ € §(q,r) jollakin sellaisella r € REg, ettd w = 2/,
z € L(r). Muut mééritelmit samat kuin e- epddeterministi-
selld automaatilla.

e Intuitiivisesti on siis kyse siitd, ettd lausekeautomaatti lukee
yhdessi siirtymaéssdén merkkijonon, siis mahdollisesti enem-
mén kuin yhden syStemerkin.

e Siirtymissd luettavat merkit mééritellddn s&énnollisten lausek-
keiden avulla.
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e Tarkastellaan seuraavaa lausekeautomaattia;

e Siirtyméssd g0:sta gl:n voidaan lukea minki tahansa pitui-
nen pelkéstaan merkisté b koostuva merkkijono (siis my6s 0:n
mittainen €).

— Esimerkiksi (g0, bbbab) & (q1, ab), toisaalta myds seké
(g0, bbbab) + (g1, bab), (g0, bbab) k- (q1, bbab) etta
(g0, bbbab) F (q1, bbbab).

e Siirtymaéssé gl:std g2:n voidaan lukea ainoastaan merkkijono
ab, eli (¢q1,ab) - (g2, ¢).

e Koska (g0, bbbab) - (q1, ab) ja (g1, ab) - (g2, €), on siis
(g0, bbbab) F* (g2, €), ja koska ¢2 on hyviksymatila, hyvéiksyy
lauseautomaatti merkkijonon bbbab.

e Esim.: merkkijonot aaa ja abba?
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2.6. Adrelliset automaatit ja saannolliset kie-
let

e Osoitetaan seuraava tulos:

Kieli on sdannollinen < Kieli voidaan tunnistaa aérellisel-
14 automaatilla.

e Todistuksen idea:

1.

Kieli L(r) on sédnnéllinen = L(r) voidaan tunnistaa &&-
relliselld automaatilla M:
— Muodostetaan sdénnollista lauseketta r vastaava e-automaatti.
— Talldin on olemassa vastaava e-siirtyméton epédetermi-
nistinen automaatti.
— Haluttaessa epiddeterministinen automaatti voidaan vie-
14 determinisoida (ja minimoida).

. Kieli L(M) voidaan tunnistaa &érelliselld automaatilla M

= L(M) on sddnnollinen kieli:

— Tarkastellaan lausekeautomaatteja - jos véite patee lause-
keautomaateille, se pdtee myos tavallisille dérellisille au-
tomaateille (jotka ovat niiden erikoistapaus).

— Redusoidaan lausekeautomaatti korkeintaan 2-tilaiseksi

automaatiksi, josta voidaan lukea suoraan vastaava sain-
néllinen lauseke.
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e Lause: Jokainen saannollinen kieli voidaan tunnistaa aarelli-
selld automaatilla.
Todistus:

— Muodostetaan mielivaltaista saannollista lauseketta r vas-
taava e-automaatti M,, jolla L(M,) = L(r) (ks. kuva)

— M, :sté voidaan poistaa e-siirtymét edellisen lemman mu-
kaisesti, ja tarvittaessa voidaan syntyvéd epéddeterministi-
nen automaatti determinisoida aiemmin esitetyn konstruk-
tion avulla. O
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r=sUt:

Kuva 5: Lauseketta r vastaavan c-automaatin M, muodostaminen.

7

e Esimerkkind sddnnollisen lausekkeen a(bU bb)* muuntaminen

e-automaatiksi.

vaihe 1.

vaihe 2:

vaihe 3:

vaihe 4:

vaihe 5:

a(bubb)”

o Tuloksena saatu automaatti voidaan muuntaa opituin keinoin
epadeterministiseksi ja edelleen deterministiseksi automaatik-

SIS
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e Olemme siis todistaneet, ettd jokainen sdannollinen lauseke
voidaan mekaanisesti muuttaa aarelliseksi automaatiksi si-
ten, ettd automaatti hyviksyy saman kielen kuin sdannollinen
lauseke.

e Tam4 siis todistaa sen ettd kaikki mitad sddnnollisilla lausek-
keilla voidaan kuvata, voidaan kuvata myoskin &dérellisilld au-
tomaateilla.

e Tulos on tietysti jo itsessddn mielenkiintoinen, mutta todis-
tuksen konstruktiot ovat hyddyllisid myds kidyténnén kannal-
ta: saamme niitd kéyttden helposti (ts. mekaanisesti) gene-

roitua tunnistajaohjelman sdanndllisind lausekkeina méaéritel-
lyille kielille.

e Niytetddn seuraavaksi, ettd sama onnistuu myos toisin péin:
mielivaltaisesta aérellisestd automaatista voidaan mekaani-
sesti tuottaa sdannollinen lauseke, joka tunnistaa saman kie-
len kuin ko. automaatti.
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e Lause: Jokainen &aéirelliselld automaatilla tunnistettava kieli
on s@énnollinen.
Todistus: Osoitetaan, ettd jokainen lausekeautomaatilla tun-
nistettava kieli on sdannollinen.

Idea: Redusoidaan lausekeautomaatti siten, etté siitd voidaan
lukea vastaava sdanndllinen lauseke:

— yhdistetdén M :n lopputilat yhdeksi e-siirtymillé (kts. kuva

6)

— toistetaan seuraavaa kunnes automaatissa on vain alku- ja
lopputiloja:

* valitse q, ¢ # qo, ¢ # q5 (q5 € F)

* poista q reitiltd ¢; — ¢ — ¢;, missd ¢; — ¢:n edeltéjitila
ja g; — ¢:n seuraajatila soveltamalla kuvan 7 reduktio-
sddnt6ja. Muista kiyda lapi kaikki tilan ¢:n sisdltévat
polut!

* yhdistd rinnakkaiset siirtymét (kts. kuva 8)

Kuva 6: Lausekeautomaatin lopputilojen yhdistaminen.
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@: e Esimerkki:
D) - O
(ii):

t
r s rt"s
—— —— = ——————————

Kuva 7: Tilan poistaminen lausekeautomaatista.

T

() (o) = (——()
=

‘lIIIi::::::::::::::::::::::::ZIIII' aaUb

° — = —= (aa Ub)(ba)* (bb U a)

Kuva 8: Rinnakkaisten siirtymien yhdistiminen lausekeautomaatissa. @ CJ
bbUa
ba a

ab b
— Tiivistyksen péaittyessd jiljelld olevaa enintddn 2-tilaista
automaattia vastaava sdannollinen lauseke muodostetaan
kuten alla:

ab ba

‘(‘i’auu Bbay GbUa) (ab U (aa U b)(ba)* (bb U a))*

Kuva 10: Sdannollisen lausekkeen muodostaminen dérellisestd automaatista.

T4

Kuva 9: Sddnnéllisen lausekkeen muodostaminen redusoidusta lausekeautomaatista.



2.7. Saannollisten kielten rajoituksista

e Minké tahansa aakkoston formaaleja kielid (pdétosongelmia)
on ylinumeroituva méadré, mutta sen sdannollisid lausekkeita
on vain numeroituva maard = kaikki kielet eivét ole sdannol-
lisid.

e Perusrajoitus: dédrellisilld automaateilla on vain rajallinen "muis-
ti”

e Milloin adreton kieli on saannollinen?

— oltava jokin toistuva rakenne (sulkeuma)

— automaatissa titd vastaa silmukka

e Esim. tasapainoisten sulkujonojen muodostama kieli L, ... =
{(*)* | & > 0} ei ole sdannéllinen, eli sitd ei voida tunnis-
taa adrelliselld automaatilla. Néin esimerkiksi hyvinmuodos-
tettuja aritmeettisia lausekkeita ei voida tunnistaa &arelliselld

automaatilla
e "Pumppauslemma” formalisoi tdmén rajallisen muistin idean.

e [dea: mitd tahansa annetun sddnnollisen kielen riittavan pit-
k&d merkkijonoa voidaan "pumpata” keskeltd, ilman etté kie-
len tunnistava dérellinen automaatti Jhuomaa” muutosta.
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e Johdatuksena pumppauslemman ideaan tarkastellaan oheis-
ta automaattia, joka hyviksyy sen kielen, jonka sé&nnollinen
lauseke bb U a(ab)*bb tuottaa.

e Automaatti hyviksyy merkkijonon aabbb, sillé
(1, aabbb) = (2, abbb) - (5,bbb) I (2,bb) - (3,b) F (4,€).

e Téssd kannattaa huomata se, ettd automaatti tekee silmu-
kan 2 —% 5 —25 2 lukiessaan syOtteen toisen ja kolmannen
merkin.

e Automaatti tekee silmukan samaan tapaan myos silloin, kun
se kasittelee pidempid syotteitéédn, jotka se tulee hyviksy-
méédn. Hyvéiksytyistd syotteistéd ainoastaan abb ja bb eivét ai-
heuta silmukan suoritusta.

e Onkin siis olennaisesti niin, ettd automaatti hyviksyy minka
tahansa merkkijonon, jossa tilojen 2 ja 5 vélilld on suoritettu
silmukka mielivaltaisen monta kertaa:

e Eli esim. syotteelld aababbb luupataan kahteen kertaan:
(1, aababbb) & (2, ababbb) t- (5, babbb) - (2, abbb) F (5, bbb) -
(2,bb) F (3,b) F (4,¢€).
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e Vastaavasti syotteelld aabababbb luupataan kolmesti, ja ylei-
sesti sydtteelld a(ab)'bb luupataan i kertaa.

e Ts. merkkijonoa aabbb voidaan "pumpata” keskelté.

e Sama pitee mille tahansa sddnndlliselle kielelle L: Jokaista
kielen "tarpeeksi pitkdd” merkkijonoa voidaan pumpata jos-
tain kohtaa merkkijonon keskelta.

e Peruste on sama kuin mikd dsken esitettiin. Jos tarkastel-
laan kielen L hyviksyvid ddrellistd automaattia, ovat “kaikki
tarpeeksi pitkdt” hyviksytyt merkkijonot sellaisia, ettéd niita
kiisitellessdén automaatti suorittaa silmukan, ja tétd luuppia
voidaan toistaa halutessa miten monta kertaa tahansa.

e Lemma (Pumppauslemma): Olkoon A saénnoéllinen kieli. T4l-
16in on olemassa n > 1 s.e. mikd tahansa z € A, |z| > n,
voidaan jakaa osiin x = wvw, |uwv| < n, [v| > 1, ja w'w € A
kaikilla i = 0,1,2, . . .

e Lemman mukaan siis jokaiselle sdanndlliselle kielelle 16ytyy
luku n siten ettd kaikkia vihintdan n:n mittaisia kielen merk-
kijonoja voidaan pumpata keskelté.

e Merkkijonojen pumppauskohta on aina ensimmaéisen n:n mer-

kin sisalla.

e Huom.: lemma sanoo, ettd jokaista tarpeeksi pitkdd merk-
kijonoa voidaan pumpata jostain kohtaa; mitéén tarkempaa
pumppauskohdasta ei voida lemman perusteella sanoa.
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Todistus (eli johdattelun péattely formaalimmin esitettyné):

— Olk. M jokin A:n tunnistava deterministinen &arellinen
automaatti ja n = |@| eli M:n tilojen méaéra.
— Tarkastellaan automaatin lapikdymié tiloja sen tunnistaes-

sa merkkijonoa z € A, |z| > n:

* Koska |z| > n, M:n téytyy kulkea jonkin tilan kautta
(ainakin) kaksi kertaa (itse asiassa jo z:n n:8d ensim-
méistd merkkid késiteltdessd).

x Olk. ¢ ensimméinen tila, jonka automaatti toistaa x:44
késitellesséén.

x Olk. u se x:n alkuosa, jonka M on késitellyt tullessaan
ensimmaéisen kerran tilaan q.

* Olk. v se osa x:std w:n jélkeen, jonka M Kkésittelee ennen
ensimmaista paluutaan ¢:hun, ja

* w = loput x:sté.

« Talldin on |uv| < n, |v| > 1, ja w'w € A kaikilla
1=0,1,2,... O

~0 4D -0

Kuva 11: Merkkijonon z = uvw € A pumppaus.
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e Pumppauslemma siis kertoo, etté kaikilla sdannollisilla kielilla e Esim. Viite: Sulkulausekekieli
on se ominaisuus, ettd niiden tarpeeksi pitkdt merkkijonot L=IL.—{ (k)k |k > 0)
pumppautuvat. -

match

on epésadnnollinen.

Tod.: Vastaoletus: L on sdénnéllinen. On siis olemassa luku
n > 1, jonka pituisia (ja pidempid) L:n merkkijonoja voidaan
pumpata.

e Jos jollekin kielelle L onnistutaan 16ytdméaéin merkkijono, joka
ei tdytd pumppauslemman ehtoa, ts. merkkijono on tarpeeksi
pitkd, mutta ei pumppautuva, tarkoittaa tamaé ettd L ei ole

saannollinen kieli. ) . B ) o
Valitaan pumpattavaksi merkkijonoksi z = (")", jolloin |z| =

2n > n. Vaikka siis emme tiedd konkreettista arvoa luvulle
n, sitd voidaan kéyttdd muodostaessamme merkkijonoa, sil-

e Todistustekniikka sille, ettd kieli L ei ole sdénnollinen, on ld tieddmme ettd luku n on olemassa (sitd itseasiassa tdytyy
seuraava: kiyttad, koska muuten emme voi tietédd, ettd merkkijono on

e Niinollen pumppauslemmaa kiyttden voidaan todistaa, ettei
jokin kieli ole sdénndllinen.

— Oletetaan, ettd kieli L on sdénndllinen. tuntematonta r:44 pidempi!)

. : . . . L k id jak ttavaksi osii =
— On siis olemassa luku n, jota pidemmaét merkkijonot ovat emman mukaan  voidaan jakaa pumpattavakst osin

pumppautuvia. Huom. Tiedetddn ainoastaan, ettd téllai- . ‘ o
nen n on olemassa, jos L on sddnnéllinen; ei kuitenkaan u=("v=>C, w="""I" missii+j<n, j>1
tiedetd mikéd luvun n tarkka arvo on.

uvw, siten ettd |uv| < n, [v| > 1; siis on oltava

Pumpattava osa siséltéd siis pelkéstdén (-merkkejd, ja on var-
ma, ettd pumpattavan osan pituus on vahintdan 1. Huom.:
téssd ¢:n ja 7:n tarkkaa arvoa ei tiedetd. Pumppauslemma ta-
kaa, ettd 1+5 < njaj > 1, eli tiedossa on, ettd pumpattavan
— Nyt oletus, ettd L on sdanndllinen kieli on aiheuttanut osan pituus on véhintdén 1, muttei enempéd kuin n.
ristiriidan. Siispé kieli L ei ole sdénnoéllinen.

— Néytetddn, ettd jokin merkkijono & € L, jonka pituus on
vihintddn n ei pumppaannu millddn lemman mukaisella
jakotavalla z = uvw, eli ettd jollakin ¢ > 0 uv'w ¢ L.

Nyt esimerkiksi O-kertaisesti pumpattu merkkijono uv’w =

({(» @+ = (m=3) ei kuulu kieleen L, silla siina on (-merkkeji
ainakin 1 vihemmén kuin )-merkkejd. Tdma on ristiriita, eikd
L siten ei voi olla sédnndllinen. O
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e Huom.: Pumppauslemma ei sano, ettd voimme valita u:n ja
v:n haluamallamme tavalla!

e Todistusstrategia: Valitaan tarkasteltavan jonon pituudeksi
esim. 2n, jossa ensimmaéiset n merkkid muodostavat wwv:n,
muttei kiiinnitetd tarkkaan ottaen miten.

Esim. Viite: L = {a*b! |1 > k > 0} ei ole sééinnollinen.
Tod.: Vastaoletus: L on sédannéllinen = 3n > 1, jonka pitui-
sia merkkijonoja voidaan pumpata. Valitaan z = a"b". Nyt
|z| =2n > n.

Lemman mukaan z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin = =
uvw siten, ettd |uv| < n, [v| > 1; siis on oltava

u=d,v=ad, w=a"" " missii+j<n, j>1.

Pumpattava osa siis koostuu vahintdén yhdestd a merkisté.
ww = ala™ HIpr = " Ip", joka kuuluu kieleen L. Eli
0-kertainen pumppaus onnistui, mutta toisaalta

ww = a'a¥a" P = @"Hip" joka ei kuulu kieleen L.
Ristiriita, eli L ei voi olla sdédnnollinen. O

Havaittiin siis esimerkki siité, ettd tdytyy loytdd vain (ja ai-
nakin) yksi pumppausten mééri, jolla saatu merkkijono ei
kuulu kieleen.

89

e Esim. Viite: L = {c'a*b* |k > 0 A 1 > 1} ei ole siénnéllinen.

Tod.: Vastaoletus: L on sédannéllinen = 3n > 1, jonka pitui-
sia merkkijonoja voidaan pumpata.

Valitaan z = ca™". Nyt |z| =2n+1 > n.

Lemman mukaan z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin = =
wvw, siten ettd |uv| < n, |v| > 1. Huomattava ero edelliseen

kahteen esimerkkiin on se, ettei uv koostukaan pelkéstdén
merkisti a, vaan on tyyppid ca. . .a.

Jakoja uvw on nyt (todistuksen kannalta olennaisesti) kahta
eri tyyppié; toisessa c siséltyy osaan u ja toisessa pumpatta-
vaan osaan v (jolloin w:ssa ei ole yhtdéan merkkid):

lLu=cd, v=ad, w=a" " misiai+j <n-—
1,521
2.u=¢ v=cal, w=a"Ib", missin > j>0.

Kumpaakin tapausta on nyt tarkasteltava erikseen, silld ha-
lutaan niyttda, ettei z:n mitddn jakoa uvw voida pumpata.

1. u®w = ca’a Y = ca™ b ei kuulu kieleen L, silld
merkkejd a on vihemmaén kuin merkkejd b. Mikédan jako,
jossa c sisdltyy osaan wu ei siis onnistu, silld O-kertainen
pumppaus ei kuulu kieleen.

2. uv’w = a™Ib" ei kuulu kieleen L, silld alussa ei ole merk-
kiad ¢. Mikédédn jako, jossa c sisiltyy pumpattavaan osaan,
ei onnistu, silld O-kertainen pumppaus ei kuulu kieleen.
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Ristiriita, eli L ei voi olla sdanndllinen.O

e Edellinen esimerkki tuo selvemmin esiin sen, etté erilaisia ja-
komahdollisuuksia uvw on suuri méérd, ja ainoa asia miti
saamme jaosta olettaa on se, ettd |uv| < mja [v| > 1, eli ettd

— pumpattava osa on merkkijonon n:n ensimméisen merkin
sisélld ja pumpattavan osan pituus on vihintddn 1 merkKki.

e Merkitsimmekin ylla jakoja seuraavalla tavalla:
u=ad,v=a, w= a"f(”j)b",
missd ¢ + 5 < m ja g > 1. Tdsséd arvoja ¢ ja j ei siis ole
kiinnitetty; ne on ainoastaan rajoitettu lemman maaraamalla
tavalla.

e Koska siis méadrittelemme merkkijonot avoimien parametrien
i ja 7 avulla, tarkastelemme ikééinkuin useaa (jokaista lemman
rajoitteiden sallimaa) pumppausta rinnakkain. Muotoilu

u=da,v=d, w= a" )y

tarkoittaa siis kaikkia jakoja:

u=€0v=a,w=a" b",
u=a,v=a,w=a""2b",
uw=¢€0v=aaw=a""2b",
u=a,v=aaw=a" b",
u=aa,v = aa,w = a" b",
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Kertausta: saannolliset kielet

e Kieli A on sddnnollinen jos ja vain jos on olemassa sdannélli-
nen lauseke r, joka kuvaa kielen, eli L(r) = A.

e Toisaalta ndytimme, ettd sddnndlliset lausekkeet ja dérelliset
automaatit ovat yhta ilmaisuvoimaisia kuvaustapoja, eli

e jos kieli on kuvattavissa sddnnollisend lausekkeena, on se ku-
vattavissa (eli tunnistettavissa) myos dérelliselld automaatilla
ja péinvastoin.

e Kieli A on siis sdénndllinen jos ja vain jos on olemassa dérel-
linen automaatti M joka tunnistaa kielen, eli L(M) = A.

e Y4 olevasta seuraa, ettd jos haluamme todistaa, ettd jokin
kieli on sddnnollinen, riittda ndyttda ettd kielen voi kuvata
sadnnolliselld lausekkeella tai ddrelliselld automaatilla.

e Pumppauslemman avulla taas voidaan osoittaa, ettd jokin
kieli ei ole sddnndllinen.

e Havaittiin, ettéd sdannolliset kielet ovat vain osajoukko kaikis-
ta formaaleista kielist&.

e Ne muodostavat kuitenkin hyddyllisen osajoukon, silld esim.
merkkijonon 2 kuuluvuus kieleen L on ratkeava ongelma, ja
kuuluvuuden testaus on vielapé tehokasta, silld kielen tunnis-
tavaa #dérellistd automaattia vastaava algoritmi toimii ajassa
O(n), missé n on sydtemerkkijonon pituus.
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2.8. Saannollisten kielten sovelluksia

e Kuten olemme huomanneet, tarjoavat luvun 2 mekanismit
apukeinoja ohjelmakoodien syntaksin tarkastukseen. S&&n-
nollisten kielten avulla voidaan esim. madritelld minkélaisia
muuttujanimet tai liukuluvut voivat olla.

e Luvun 2 mekanismeja kiyttden voidaankin toteuttaa ohjel-
mointikielen selaaja: se kiddntdjin osa, joka erottelee koodis-
ta erilaiset ohjelmointikielen kannalta mielekkdét kokonaisuu-
det, kuten varatut sanat, muuttujanimet, luvut, yms.

e Siannolliset lausekkeet ovat kéiytossd monilla eri tietojenké-
sittelyn osa-alueilla: niiden avulla mééritellddn ohjelmien pa-

rametrejé (grep), joidenkin ohjelmointikielten (Perl, Java) merk-

kijono-operaatiot siséltdvat sdannollisia lausekkeita, ym.

o Airelliset automaatit ovat myds kiytossia monin paikoin, esim.
ohjelmien méérittelyssé (vrt. kahviautomaattiesimerkkimme).

e Fris esimerkki on vield ohjelmistojen oikeaksitodistaminen,
jonka jotkut menetelmét perustuvat dérellisiin automaattei-
hin seké niiden laajennuksiin.

e Sovelluksia 16ytyy siis sekd kdytdnnollisen- ettéd teoreettisen
tietojenkésittelyn osa-alueilta.
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3. Kontekstittomat kielet ja pinoauto-
maatit

e Kuten edelld (pumppauslemmaa soveltamalla) néhtiin, esim.
tasapainoisten sulkulausekkeiden muodostama kieli

Liwa = {(")* | & > 0}

ja if-else-parien muodostama kieli

Lis_clse = {ifkelsel|l <k}
eivat ole sdannollisia,

e mutta naitd kielid voidaan kuvata kontekstittomilla kieliopeil-
la.

e Sdannolliset kielet voidaan tunnistaa adérellisilla automaateil-
la; kontekstittomien kielioppien méérittelemét kielet voidaan
tunnistaa pinoautomaateilla.
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3.1. Kontekstittomat kieliopit ja kielet o Kontekstiton kielioppi on muunnossysteemi, jonka kuvaamat
merkkijonot tuotetaan korvaamalla erityisid muuttuja- t. vd-

e Esim. yksinkertainen rekursiivinen kuvaus sulkulausekekielel- likesymboleita annettujen sdéntdjen mukaan yk51 kerra]]aan’
le. Olkoon S mielivaltainen sulkumerkkijono. S on tasapai- symbolia ympérsivan merkkijonon rakenteesta riippumatta.
noinen sulkumerkkijono, jos o Merkinti
(I)SZGtal A—>w1|w2|...|wk
(ii) S on muotoa (S’), missd S’ on tasapainoinen sulkumerk- on lyhennys merkinnisti

kijono.
A= w, A= wy ..., A — wy.

e Toinen médritelma: seuraavat muunnossddnndt tuottavat tis-
malleen kielen L, merkkijonot symbolista S: e Esim. yksinkertainen kielioppi tietyille aritmeettisille lausek-
() S = e keille:

(i) S = (5) E T | E+T

e Esim. merkkijonon ((())) tuottaminen: T — F | TxF

F - a | (E).

§=(5) = ((5) = (((5) = ((())) = ((0)

Esim. lausekkeen (a + a) * a tuottaminen:

E =T = TxF = FxF
= (E)* F = (E4+T)xF = (T+T)*F
= (F+T)*F = (a+T)*F = (a+F)*F
= (a+a)xF = (a+a)*xa
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o Mddritelmd: Kontekstiton kielioppi (engl. context-free gram-
mar) on nelikko
G=(V,%,PS),

missa

— V on kieliopin aakkosto;

— > C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; sen komple-
mentti N = V'\ ¥ on kieliopin vilikemerkkien t. -symbolien
joukko;

— P C N x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden jouk-
ko;
— § € N on kieliopin ldhtésymboli.
e Produktio (A,w) € P merkitdéin A — w.

e Esim. Tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen L
{(*)¥ | k > 0} tuottaa kielioppi

G = ({Sa (7)}a{(7)}7{8 — €5 (S)},S)
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match ~

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon
~" € V* kieliopissa G, merk.

= A

Y P 7
jos voidaan kirjoittaa v = «aAf, 7' = awf (a,B,w € V*,
A € N), ja kieliopissa G on produktio A — w. Esim. (F) %

F = (E+T)«F, silld oikeanpuoleinen merkkijono on saatu
soveltamalla vasemmanpuoleiseen produktiota £ — F + T.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon v' € V*
kieliopissa G, merk.
:>* !
Y P e
jos on olemassa jono V':n merkkijonoja v, v1, ..., (n > 0)

y — Y(:’ Y :’ ...=\’ fm — ") -

— Esim. (E)xF =* (a+a)*a,silld (E)xF = (E+T)%F =
(TH+T)*F = (F+T)*F = (a+T)*F = (a+F)*F =
(a+a)*xF = (a+a)*a.

e Erikoistapaus: n = 0, 7=G>*fy milld tahansa v € V*
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e Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S:G>*fy.

Koska £ =* (E) % a, on (E) * a aritmeettisia lausekkeita
tuottavan kieliopin lausejohdos. Lausejohdos on siis jokin jo-
ko vélikkeisté tai padtemerkeistd koostuva merkkijono, jonka
kielioppi tuottaa.

e GG:n lause on pelkéstdén péadtemerkeistd koostuva G:n lause-
johdos z € ¥*. Eli koska E =* (a +a)*a, on (a+a)*a
lause aritmeettisia lausekkeita tuottavassa kieliopissa.

e Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu G:n lauseista:
L(G) = {x € ¥*| S=G>*a:}.
e Eli merkkijono  kuuluu kontekstittoman kieliopin G kuvaa-

maan kieleen L(G) jos ja vain jos z voidaan tuottaa lahtien
kieliopin lahtésymbolista.

e Madritelmd: Formaali kieli L C X* on kontekstiton jos ja vain
jo se voidaan tuottaa jollakin kontekstittomalla kieliopilla.
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e Esim. Aiemmin tarkisteltujen yksinkertaisten aritmeettisten
lausekkeiden muodostaman kielen L., tuottaa kielioppi

Gexpr = (Va Ea Pa E)a
misséi

V = {E,T,F,a,+,%,(,)},

N = {a,—l—,*,(,)},

P={EF—->T,E-E+T, T—F T—>TxF,
F —a, F— (E)}.

e Toinen kielioppi kielen L., tuottamiseen on

G = (V,5,PE),

expr

missé
V = {Eaa:—l_a*v(’)}a
2y = {a,—l—,*,(,)},

P={E—>E+E E—ExE, E—a, E— (BE)}.

e Saman kontekstittoman kielen voi siis tuottaa useilla erilai-
silla kieliopeilla.
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Vakiintuneita merkintidtapoja

e Vilikesymboleita: A, B,C,...,S,T

e Pidtemerkkejé: kirjaimet a,b,¢,...,s,t; numerot 0,1,...,9;
erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for,
end, ...)

e Mielivaltaisia merkkejé, kun vélikkeitd ja padtteita ei erotella:
X, Y, Z

e Piidtemerkkijonoja: u, v, w, ,y, 2.
e Sekamerkkijonoja: a, 3,7, ...,w.

e Kielioppi esitetdén usein pelkkéna sdantojoukkona:

A1 — W11 | .. | Wik
A2 — Wo1 | A | Waky
Ay = wWmt | oo | Wik,

e Tilloin paatellddn vilikesymbolit edellisten merkintdsopimus-
ten mukaan tai siitd, ettd ne esiintyviit sddntdjen vasempina
puolina; muut esiintyvét merkit ovat pddatemerkkejé.

e Lihtosymboli on talloin ensimmdisen sddnnon vasempana puo-
lena esiintyvi vilike, téssé siis A;.
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OLPEO03-kielen syntaksi kontekstittomana kielioppina

S = S5

var == F'|

begin S end |

if B then S else S |

while B do S |

write(E)
E — int|var | (E)|E4+E|E—-E|ExFE |read
B —+ E=E|E<E|not B|Band B.

e Piitesymbolit: if, then, else, while, do, begin, end, not,

)

and, read, write,;,” ;=" +,— = <, (,),var, int,

e missd int edustaa (mitd tahansa) syntaktisesti korrektia koko-
naislukua ja var (mité tahansa) syntaktisesti korrektia muut-
tujanimed (jotka ovat siis méadriteltavissa sddannollisiksi kielik-
si).

e Oheinen kielioppi méarittelee Olpe03-kielen syntaksin. Eli aak-
koston ¥,.; merkkijono on syntaktisesti korrekti ope03-kielinen
ohjelma, jos se voidaan tuottaa ldhtien kieliopin 1dhtésymbo-
lista S.

e Huom.: kdéntéjan sydtteend on aakkoston X, merkkijono;
kielen selaaja pilkkoo tdmén merkkijonon ennen syntaksitar-
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kistusta oheisista padtesymboleista koostuvaksi "péédtesymbo-
limerkkijonoksi”.

e Onko seuraava merkkijono OLPE03:n syntaksin mukainen?
1:=0;
while i < 10 do
1:=1+1

e Kylli, silla

S =

5,8 =

1:=FE; 5S>

1:=FE; 5S>

1:=0S5=

1 := 0;while Bdo S =

1:=0;while Bdoi:=F =

1:=0;while Bdot:=E+ F =

1:=0;while Bdoi:=i+ F =

i:=0;while Bdoi:=i+1=
1:=0while F< Edoi=i+1=
i:=0;whilei< FEdoi:=i+1=
i:=0;whilei<10doi:=7+1
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Saiannolliset kielet ja kontekstittomat kieliopit

o Kontekstittomilla kieliopeilla voidaan kuvata joitakin ei-sdén-
nollisia kielid (esimerkiksi kielet L., ja L,,.,).

e Osoitetaan, ettéd kaikki sddnnolliset kielet voidaan kuvata kon-
tekstittomilla kieliopeilla.

e Kontekstittomat kielet ovat siten sddnnollisten kielten aito
yliluokka.

e Jokainen saannollinen kieli on siis kontekstiton.

Oikealle ja vasemmalle lineaariset kieliopit

e Mddritelmd: Kontekstiton kielioppi on oikealle lineaarinen,
jos sen kaikki produktiot ovat muotoa A — € tai A — aB, ja
vasemmalle lineaarinen, jos sen kaikki produktiot ovat muo-
toa A — ¢ tai A — Ba.

e Osoittautuu, ettd sekd vasemmalle ettd oikealle lineaarisilla
kieliopeilla voidaan tuottaa tdsmaélleen sdanndlliset kielet

e = lineaarisia kielioppeja nimitetédén myos yhteisesti sddnnal-
lisiksi kieliopeiksi.

e Todistetaan téssé véite vain oikealle lineaarisille kieliopeille:
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e Lause: Jokainen sédannollinen kieli voidaan tuottaa oikealle li- * Erityisesti on siis

neaarisella kieliopilla. _ _ * *
Todistus: Olkoon L aakkoston X sd@nnoéllinen kieli, ja ol- L(Gu) = L{Ay) = {o €3] (QO,SU)Z (7€)
koon M = (Q,%,6,q, F') sen tunnistava (deterministinen jollakin gy € F'}
tai epddeterministinen) &érellinen automaatti. Muodostetaan = L(M)=L. g
kielioppi Gy, jolla on L(Gy) = L(M) = L. o Esim.

— G0 pédteaakkosto = M :n syoteaakkosto X @b mb

— Gy:n vilikeaakkostoon otetaan yksi vélike A, kutakin M:n %@”%

tilaa ¢ kohden

— G'y:n 1dhtosymboli on Ay,

Kuva 12: Yksinkertainen &érellinen automaatti.

— G:n produktiot vastaavat M:n siirtymié: Automaattia vastaava kielioppi on:

(i) kutakin M:n lopputilaa ¢ € F' kohden kielioppiin ote- Ay — aA; | bA; | DA,
taan produktio A, — €; Ay — €| bA,
(i) kutakin M:n siirtyméi ¢ — ¢’ (so. ¢ € §(g,a)) kohden

Kielioppiin otetaan produktio 4, — aA,. e Lause: Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kie-

li on sdannollinen.

— Tarkastetaan konstruktion oikeellisuus: Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S) oikealle lineaarinen kie-
* Merk. Ag:sta tuotettavien péétejonojen joukkoa lioppi. Muodostetaan kielen L(G) tunnistava epédeterminis-
L(A) = {z e ¥*| Aq? *z} tinen dérellinen automaatti Mg = (@, %, 9, gs, F') seuraavas-

M ti:

* Induktiolla merkkijonon z pituuden suhteen voidaan

. 11 — Mg tilat vastaavat G:n vilikkeita:
osoittaa, ettd kaikilla q on

Q={qu|AecV -3}

— Mg:n alkutila on ldhtosymbolia S vastaava tila gg

z € L(Ay) & (g,2)F"(gy,€) jollakin gy € F'

M
— Mg sy6teaakkosto on G:n péédteaakkosto >

105 106



— Mg :n siirtyméafunktio 6 jaljittelee G:n produktioita siten,
ettd kutakin produktiota A — aB kohden automaatissa
on siirtymé ga — qp (s0. gp € 6(qa, a))

M lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin valikkeisiin
liittyy G:ssé e-produktio:

F={q1€Q|A—c€eP}

— Konstruktion oikeellisuus voidaan jélleen tarkastaa induk-
tiolla G:n tuottamien ja Mg:n hyviksymien merkkijonojen

pituuden suhteen.

|

Tarkastellaan oikealle lineaarista kielioppia:

A
A

o
o
R
o

aA, | bAs | bA,
aly | bA; | €
aA, | bA, | bA,
alj | €

Vastaava aérellinen automaatti on:
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3.2. Kielioppien jasennysongelma

e Ratkaistava tehtédva:

"Annettu kontekstiton kielioppi G ja merkkijono x. Pé-
teeko z € L(G)7?”

e Ratkaistaan jasennysalgoritmilla.

e Useita vaihtoehtoisia menetelmié, erityisesti kun G on jotain
rajoitettua (kéytannossé esiintyvdd) muotoa.

e Tarkastellaan ensin jasentdmiseen liittyvid peruskésitteita.
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Johdot

¢ Olkoon merkkijono v € V* kieliopin G = (V, %, P, S) lause-
johdos.

e v:n johdoksi G:ssé kutsutaan l&dhtosymbolista S merkkijo-
noon -y johtavaa suorien johtojen jonoa

S=Nn=m= =M%=

e Esim. lauseen a + a johtoja kieliopissa G.,,.:

expr*

i) £ = E+T = T+T = F+T
= a+T = a+F = a+a
(ii) # = E4+T = E+F = T+F
= F+F = F+a = a+a
(iii) £ = E+T = E+F = E+a
= T+4+a = F+a = a+a
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e Johto v =* +' on
1. vasen johto, merk.
=",
Im
jos kussakin johtoaskelessa on produktiota sovellettu merk-
kijonon vasemmanpuoleisimpaan vélikkeeseen (edelld joh-

to (i)).
2. otkea johto, merk.
=",
jos — 7 — oikeanpuoleiseen vilikkeeseen (edelld (iii)).
e Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitddn 1=> v ja

vy=4.
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Jiasennyspuut

e Suurin osa vaihtoehtoisten johtotapojen eroista muodostuu
vain vélikkeiden laventamisesta eri jirjestyksessd (vrt. dskei-
set johdot (i)—(iii)).

e Lausejohdoksen jdsennyspuu (syntaksipuu, johtopuu) (engl.
parse tree, syntazx tree, derivation tree) on esitystapa, jossa
namé epéoleelliset erot on abstrahoitu pois.

e Jisennyspuu kertoo ainoastaan, miten kukin vélike on laven-
nettu, ei missd jarjestyksessd lavennukset on tehty.

e Esim. kaikkia kolmea em. johtoa vastaa sama jésennyspuu:

E + T
1 ¥
F a

a

Kuva 13: Lauseen a + a jasennyspuu kieliopissa Gexpr-
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e Madritelmd: Olkoon G = (V, X, P, S) kontekstiton kielioppi.
Kieliopin G mukainen jdsennyspuu on jirjestetty puu, jolla
on seuraavat ominaisuudet:

(i) puun solmut on nimetty joukon V U {e} alkioilla siten,
ettd sisdsolmujen nimet ovat vélikkeitd (so. joukosta N =
V' —3) ja juurisolmun nimené on lahtésymboli S;

(ii) jos A on puun jonkin sisdsolmun nimi, ja Xy, ..., X} ovat
sen jalkeldisten nimet jarjestyksessd, niin
A — Xi... X} on G:n produktio.

e Jisennyspuun 7 tuotos on merkkijono, joka saadaan liittdmaél-
14 yhteen sen lehtisolmujen nimet esijérjestyksessa ("vasem-
malta oikealle”).
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Jiasennyspuun muodostaminen

e Johtoa
S=Mn=>m=>"""=>Mm=7

vastaava jisennyspuu muodostetaan seuraavasti:

(i) puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole
muita solmuja; muuten

(ii) jos ensimmdisessé johtoaskelessa on sovellettu produktiota
S — X1Xs... Xy, niin juurelle tulee k jélkeldissolmua,
joiden nimet vasemmalta oikealle ovat
X1,X2, . ,Xk;

(iii) jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota X; —
Y1Y; ... Y, niin juuren ¢:nnelle jélkeldissolmulle tulee [ jil-
keldisté, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Y1,Ys, ..., Y]
ja niin edelleen.

e Jisennysongelman ratkaisuksi katsotaan usein pé#étosongel-
man "Piteekd € L(G)?” ratkaisemisen lisdksi jonkin néisté
jasennysesityksistd tuottaminen x:lle.

e Esim. ohjelmointikielen kéd&ntédmisessd jdsennyspuuta kéyte-
tddn syntaksitarkistusta seuraavissa vaiheissa, eli esim. koo-
din generoinnissa.
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Kieliopin moniselitteisyys

o Lauseella voi olla kieliopissa useita jisennyksid (esim. lause
a + a * a kieliopissa G'_).

/N /N
AN N

Kuva 14: Lauseen a + a * a kaksi erilaista jisennysta.

e Kontekstiton kielioppi G on moniselitteinen, jos jollakin G:n
lauseella = on kaksi erilaista G:n mukaista jdsennyspuuta.

e Muuten kielioppi on yksiselitteinen.

o Kontekstiton kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki mo-
niselitteisia, on luonnostaan moniselitteinen.

e Esimerkkejé:
— Kielioppi G/, , on moniselitteinen,
— kieliopit G

— Kieli L., = L(G!) ei ole luonnostaan moniselitteinen,

expr

koska silla on myds yksiselitteinen kielioppi G

ja G... ovat yksiselitteisia.

expr

— Kieli {a'®/ct | i = j tai j = k} on luonnostaan moniselit-
teinen (todistus sivuutetaan).
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Moniselitteisyyden aiheuttama ongelma

e Oletetaan, ettd Olpe03-kielessi olisi kaksi eri produktiota if-
lauseen tuottamiseen, elsen kanssa ja ilman:

S — if B then S else S |
if B then S

e Tarkastellaan seuraavan koodinpatkéé.:
if z =0 then if y =0 then z :=0else z :=1

e Kumpaan if-lauseeseen else liittyy?

e Koodinpétkalld on nyt kaksi erilaista jdsennyspuuta:

Vi N

if B then S if B then S ese S
AN < 7NN
E=E | BE z=1
| if B then Selse S \ if B then S

o e
E=E z=0 z=1 E=E z.=0
| |
y=0 y=0

e Vasemman puoleiseen jésennykseen perustuva ohjelma ei sel-
véstikddn toimi samalla tavalla kuin oikeanpuoleiseen jésen-
nykseen perustuva.
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— Eron huomaa esim. tarkastelemalla mité ohjelmat tekevét
kun z = 1. Vasemmanpuoleinen ei tee mitdén, mutta oi-
kean puoleinen sijoittaa z:n arvoksi 1.

e Ongelma aiheutuu moniselitteisyydestd; alkuperdinen olpe03:n
médritteleva kielioppi ei ole moniselitteinen (pelkit ift eivit
ole sallittuja) eiké ylld kuvattua if-ongelmaa esiinny.
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3.3. Rekursiivisesti etenevi jisentiminen
LL(1)-kielioppi
e Tarkastellaan seuraavaa kielioppia G-
E - T+E|T-E|T
T — al(E)
e Merkkijono z siis kuuluu kieliopin tuottamaan kieleen, jos se
pystytéddn tuottamaan kieliopin ldhtosymbolista ldhtien.

e Merkkijonon kuuluminen kieleen voidaan todeta tuottamalla
kieliopin mukainen johdos merkkijonolle (tai toteamalla ettd
sellaista ei ole).

e Ongelmana on se, etté aina ei ole ilmeist& miké produktio joh-
doksen laatimisen missikin vaiheessa olisi valittava. Kaikkien
mahdollisuuksien kokeileminen taas ei ole tehokasta.

e Tarvitaan siis menetelmé, joka osaa tehokkaasti paéattaa kuu-
luuko merkkijono kieleen vai ei.
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e Muokataan G:sta vilikkeen E produktiot "tekijoimalld” (se-
litetd&in mychemmin miten tdmé tapahtuu) ekvivalentti kie-
lioppi G":

E - TF
E' - +E| —E|¢
T — al|(E)

e (@ lauseille voidaan helposti muodostaa vasemmat johdot suo-
raan lahtosymbolista E alkaen: Jésennyksen joka vaiheessa
tavoitteena olevan lauseen seuraava merkki mééaraa yksikésit-
teisesti sen, mikéd produktio valitaan lavennettavana olevaan
vilikkeeseen.

e Kielioppia, jolla on tdmé# ominaisuus, sanotaan LL(1)-kieli-
opikst ("left to right scan, producing left parse with 1 symbol
lookahead” — vast LL(k)- ja LR(k)-kieliopit)

e Huom.: kaikki kontekstittomat kieliopit eivét siis ole LL(1)-
muodossa. On my6s olemassa kontekstittomia kielid (esim.
luonnostaan moniselitteiset kielet), joille ei ole LL(1)-muodossa
olevaa kielioppia.

e Médrittelimme aiemmin vasemmalle (ja oikealle) lineaaris-
ten kontekstittomien kielioppien luokan. Samaan tapaan kuin
LL(1), ovat lineaariset kieliopit erés kontekstittomien kieliop-
pien osajoukko. Lineaariset kieliopit ovat LL(1)m aito os-
ajoukko, joka on aito osajoukko kontekstittomista kieliopeis-
ta.
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o Tarkastellaan esimerkkind miten merkkijonon a+a vasemman o Tarkastellaan toisena esimerkkind merkkijonoa (a — a) + a:
johdon muodostaminen kieliopissa G’ etenee.

— Lahdetéén siis liikkeelle lahtosymbohsta E. Pidetédéan kir- seuraava tuottoaskel tuottamatta
jaa siité.i. mikd osa merkkijonoa on vield "tuottamatta”, E = TE' (a—a)+a
:ussa - a;dail k ksi: E = TE' TE = (E)El a-a)ta
— Etenemismahdollisuuksia on yksi: £ = ja tuottamat-
ta edelleen a + a (B)E' = (TE)E a—a)+a
. . . (TEE" = (aE)E' —a)+a
— T"114 on kaksi produktiota, mutta koska tuotettavan merk- , ,
. o - . (aE"YE' = (a — E)E a)+a
kijonon ensimmaisend merkkiné on a, on valittava produk- ! o
tioista ensimméinen: ... = TE' = aF' ja tuottamatta (a-E)E = (a-TE)E a) +a
ta. (a —TE"E' = (a—aE")E' )+a
— E’":lla on kolme produktiota, mutta tuotettavan merkkijo- (a —aB")E' = (a—a)F ta
non seuraava késitteleméton merkki + ohjaa valitsemaan (a — a)E' =(a—a)+FE
produktioista ensimméisen: ... = aF’ = a + E ja tuot- (a—a)+E=(a—a)+TFE'
tamatta a. (a—a)+TE = (a—a)+aF'
— Nyt etenemismahdollisuuksia on vain yksi: ... = a+E = (a—a)+aE' = (a—a)+a
a+ TE' ja tuottamatta edelleen a.
— T'n produktioista valitaan ensimmaéinen, koska seuraava
kisittelemiton merkki on a: ... = a+ TE' = a+ aE' ja e Huomaa ylld miten merkki ) tuotetaan "valmiiksi” jo kolman-
merkkijono tuotettu. tena kéytetystd produktiosta T — (FE), mutta se poistuu

tuottamatta olevista merkeistd vasta kun sulkujen sisdpuo-

— Koska koko merkkijono on tuotettu, valitsemme E’:n pro- . .
lella oleva merkkijono on saatu valmiiksi.

duktioista kolmannen: ... = a+aF = a+a
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LL(1)-kieliopin rekursiivisesti etenevi jisentiji

e Samaan tapaan voidaan tuottaa miké tahansa kielen L(G’)
merkkijono: jokaisella askeleella voidaan valittava produktio
padtelld tarkastamalla, miké on tuotettavan merkkijonon seu-
raava késittelematon merkki.

e Tuottamisen idea on mekaaninen, ja se voidaan esittdd ylei-
sen algoritmin muodossa, kieliopin rekursiivisesti etenevind
jasentdjind. Tama jasentdjd muodostuu vilikkeitd vastaavis-
ta rekursiivisista funktioista.

e Funktiolla getnext jasentdja lukee seuraavan syétemerkin, jo-
kaisessa proseduurissa jasentédjd tulostaa valitun produktion.

function F’
begin
if (nezt == '+’) then
begin
writeln(“E" — +E");
next — getnext,

end
else
begin
if (next =="-") then
begin
writeln(E' — —E);
next = getnext;
end |
else writeln(E' — €);
end

end
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function F

begin
writeln(E — TE');
T,
E';
end
function T
begin
if (next == ’a’) then
begin
writeln(T" — a);
nexrt = getnext;
return;
end
else
begin
if (nezt == (') then
begin
writeln(T" — (E));
next = getnext;
if (next #)7)
ERROR;
next = getnext;
end
else ERROR,;
end
end
Pasohjelmassa:

nert = getnext;

)
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e Esim. syGtejonon a- (a+a) jédsennys:

E — TE’
T —= a
E’> — -E
E — TE’
T — (E)
E —+ TE’
T —= a
E’> — +E
E — TE’
T — a
E> — €
E’ — €.

Tulostus vastaa vasenta johtoa:

E =

=

R

TE'=aE =a—E=a-TF
E)E' = a— (TE)E'

aE)E' = a— (a+ E)FE'
a+TEE' = a—(a+aE")E

a—(
a—(
a—(
a—(a+a)E' = a—(a+a)
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LL(1)-kielioppien yleinen muoto

e LL(1)-kieliopeissa sallitaan rajoitetussa médrin myGs
— Produktioita, joiden oikeat puolet alkavat vilikkeelld, seka
— tyhjentyvid vilikkeitd A, joilla A =* €.

e Esim. kielen a*b U c*d tuottava kielioppi:

S — Ab | Cd
A — aA | e
C — cC | e

Kielioppi on LL(1), vaikka ensimmaéiseksi sovellettavaa pro-
duktiota ei voikaan péételld pelkéstéén S:n produktioiden pe-
rusteella

e Miiritellddn tdmén tarkentamiseksi seuraavat pédtemerkki-
joukot.
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Apukisite: piitemerkkijoukot FIRST ja FOLLOW

Mééritelldén annetun kieliopin G = (V, X, P, S) vélikkeisiin liit-
tyvat paatemerkkijoukot:
e FIRST(A) = A:sta johdettavien pddtejonojen 1. merkit + e,
jos A tyhjentyva

e FOLLOW(A) — ne péatemerkit, jotka voivat seurata A:ta
jossain G'n lausejohdoksessa + €, jos A voi sijaita lausejoh-
doksen lopussa

e Formaalisti:

FIRST(A) = {a € X | A =" azx jollakin z € X*}
U{e| A=" e}
FOLLOW(A) = {a € X |S =" adap joillakin o, € V*}

U {e| S =" aA jollakin o € V*}.
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FIRST-joukkojen maaritelma laajennetaan mielivaltaisille merk-
kijonoille
FIRST(e) = {e};
FIRST(a) = {a} kaikilla a € ¥;
FIRST(X;... X}) =
FIRST(X;) U...UFIRST(X;) — {e},
jos € € FIRST(X;),...,FIRST(X,1),
¢ ¢ FIRST(X,);
FIRST(X;) U...UFIRST(Xy),
jos € € FIRST(X;) kaikillai =1,...,k;

ja edelleen merkkijonojoukkoihin:
FIRST(L) = | J FIRST(w).
weL
e Kieliopin LL(1)-ehto voidaan nyt ilmaista tdsmaéllisesti seu-

raavalla tavalla:

Midritelmd: Kielioppi on LL(1)-muotoinen, jos sen milld ta-
hansa kahdella samaan vilikkeeseen A liittyvilld produktiolla
A = wy ja A — wy, wy # we, On voimassa:

FIRST({w; }FOLLOW(A))
N FIRST({w:}FOLLOW(4)) = 0.
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LL(1)-kieliopin rekursiivisesti etenevén jésentdjin muodosta- else

minen yleisesti: ERROR(”A cannot start with this.”)
Apurutiinit: end
token getnext, Téssé lyhennemerkintd “parse(w;)” tarkoittaa seuraavalla tavalla
Seuraavan pédtesymbolin selaus muodostettavaa késkyjonoa:
o — voi olla > 1 kirjainmerkki&.* parse(Xy ... Xy) = parse(X1);. . .; parse(Xy),
void ERROR(char* msg); missi
Virheiden késittely; parametri msg
sisiltdd virheilmoitustekstin.* parse(a) =
if nezt # a then ERROR(’a expected.’);
Viliketta A vastaava funktio: next := getnext; (a on padtemerkki)
parse(B) = B; (B on vilike)
functionA /*A:n produktiot A — wi | ... | wy*/
begin
if (nest in [a11, . .., Gimy)) J¥FIRST ({w; }FOLLOW/(A)) = *LIITE: FIRST- ja FOLLOW-joukkojen laskeminen
begin /*produktio A — wi*/ Annettu kielioppi G = (V, %, P, S).
parse(wn); Ensin lasketaan FIRST-joukot:
e;ld 1. Asetetaan aluksi kaikille kieliopin péétteille a € %:
else
E FIRST(a) := {a},
if (next in [ant, . ., Gom,]) /*FIRST({wn }FOLLOW(A)) = ja kaikille villikkeille A € V — X
begin /*produktio A — w,*/
parse(ws); FIRST(A) := {a € ¥ | A — aff on Gn produktio}
end U {e| A — € on G:n produktio}.
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2. Kéydaan sitten kieliopin produktioita ldpi jossakin jarjes-
tyksesséd ja toistetaan, kunnes FIRST-joukot eiviit enédé kasva:
kullekin produktiolle A — X ... X} asetetaan:

FIRST(A) =
FIRST(A) U
| {FIRST(X;) | 1 < i <k, € € FIRST(X;) kaikilla j < k}
U {e | € € FIRST(Xj) kaikilla j = 1,...,k}.

FOLLOW-joukot mééritetain FIRST-joukkojen avulla seuraa-
vasti:
1. Asetetaan aluksi kaikille vilikkeille B € V' — ¥*:

FOLLOW (B) =
U{FIRST(B) —{e} | A — aBp on G:n produktio},
ja ldhtosymbolille S lisdksi:
FOLLOW(S) := FOLLOW(S) U {e}.

2. Sitten toistetaan, kunnes FOLLOW-joukot eivét enéé kasva:
kullekin produktiolle A — aB/3, missi € € FIRST(/), asetetaan:

FOLLOW(B) := FOLLOW(B) U FOLLOW(A).
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Kielioppien muokkaaminen LL(1)-muotoon

e LL(1)-kieliopit ovat varsin suppea kielioppiluokka

e Seuraavilla muunnoksilla voidaan joitakin "melkein’ LL(1)-
muotoisia kielioppeja muuntaa tdhédn muotoon:

e Vasen tekijointi
— Kielioppi, jossa on produktiot
A= afi|afs| ... [aby,  aFe Bi#pb;

ei voi olla LL(1)-muotoinen
— Parannus: otetaan kiyttoon uusi vilike A’ ja korvataan
em. produktiot produktioilla:
A — aA
A= Bl Bl - | B
missé « siis on af;m, afyn, ...ja af,mn pisin yhteinen
alkuosa
— huom: esitimme sddnnon yleisessd muodossa, missd n > 2,
esimerkiksi seuraavassa on kyseessé tapaus n = 3
e Esimerkki:
E - T+E|T-E|T
T — al(E)
— Tehd&én vilikkeen E produktioille vasen tekijéinti. Nyt

E:n produktioilla on yhteinen alkuosa T, siis valitaan o =
Tjapr=+E,pp=—Fjaf;=c¢
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— Otetaan ylla esitetyn mukaisesti kiyttoon uusi valikesym-
boli E’ sekd muokataan produktiot muotoon:

E —» TFE
E' - +E| —F|e
T — al|(E)

e Vilittomén vasemman rekursion poisto

— Kielioppi, jolla voidaan jostakin vilikkeestd A ldhtien tuot-
taa lauseke A, ei voi téyttda LL(1)-ehtoa.

— Viliton vasen rekursio, so. suorat johdot A = A7, voidaan
vélttdd korvaamalla produktiot

A—=Aa|Bi| ... | B aFe
produktioilla
A = BA ] .| BA
A — aA|e
— Muotoa A — A olevat produktiot voidaan yksinkertaisesti
jattad pois.
— Huom.: ohessa n > 1, eli "ei-rekursiivisia” produktioita voi
olla yksi tai useampia.

e Esimerkki:

A — Aalb]|c
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—Nyta=a, i =0bja B =c.
— Soveltamalla sddnt6d saamme muokattua kieliopin muo-
toon:

A — bA" | cA
A" — aA e

!

e Esimerkkind sdéintojen kéiytostd muokataan vield kielioppi G,

E - E+E|ExE|(E)]|a
LL(1)-muotoon.

e Suoritetaan ensin vasen tekijointi. Otetaan kdyttoon uusi vé-
like F', ja muokataan produktioita seuraavasti:

E - EF|(E)|a
F - +E| xE
e Poistetaan vield F:ssd esiintyvé vasen rekursio:
E — (E)E'|aF'
E' — FE'|e¢
F - +E| xE
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e Koska kaikkia kontekstittomia kielid ei ole mahdollista saada
LL(1)-muotoon, ylléolevat keinot toimivat siis vain joissain
tapauksissa.

e Joskus sddntdja on sovellettava useita kertoja perdkkiin ja
eri jérjestyksissd ennen kuin kielioppi on muokattu LL(1)-
muotoon.

e Huom.: LL(1)-muoto siis tarvitaan rekursiivisesti etenevié jé-
sennysté varten, ihmisen kannalta saman kielen tuottava ei-
LL(1)-muoto on usein paljon havainnollisempi, kuten Legy,
tapauksessa.

e Voidaankin toimia siten, etté esim. ohjelmointikielen méaarit-
tely tehddén ei-LL(1)-kieliopilla G, mutta kidéntdjén toteu-
tusta varten generoidaan ekvivalentti (eli saman kielen tuot-
tava) LL(1)-muotoinen kielioppi G".

e "Monimutkaisemman” nékaéiselld kieliopilla ei tarvitsekaan ra-
sittaa ketddn muita kuin kddntajan tekijaa; muut voivat kayt-
tdd havainnollisempaa kielioppia G.
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3.4. CYK-jasennysalgoritmi

e Rekursiivisesti etenevé jédsentdminen on selked ja tehokas jé-
sennysmenetelmé LL(1)-kieliopeille: n merkin mittaisen syo-
temerkkijonon késittely sujuu ajassa O(n).

e Entépé mielivaltaisen, ei-LL(1)-muotoisen kontekstittoman kie-
liopin tuottamien merkkijonojen tunnistaminen?

e Ratkaisu: Cocke- Younger-Kasami- eli CYK-algoritmi

— Toimii ajassa O(n?), missi n on tutkittavan merkkijonon
pituus.

— Kielopin on oltava Chomskyn normaalimuodossa.

e Tarkastellaan ensin, miten mv. kontekstiton kielioppi voidaan
muuntaa Chomskyn normaalimuotoon.

e Huom.: Chomskyn normaalimuoto ei ole kovin havainnollinen
esitystapa ihmisen kannalta; ideana onkin ettd ihminen késit-
telee kontekstittomia kielioppeja muussa, havainnollisemmas-
sa muodossa, mutta CYK-jasennysalgoritmia varten kieliop-
pi muokataan Chomskyn normaalimuotoon. Témé& muokkaus
tapahtuu algoritmisesti.
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Chomskyn normaalimuoto

e Madritelma: Kontekstiton kielioppi G = (V, £, P, S) on Choms-
kyn normaalimuodossa, jos

— Vilikkeistd enintdén S on tyhjentyvé (engl. nullable), toi-
sin sanoen, vain S:114 saa olla e-produktio: S — €

— Muut produktiot ovat muotoa A — BC tai A — a, missi
A, B ja C ovat vilikkeitd ja a on péddtemerkki

— Liséksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd lahtosym-
boli S ei esiinny minkéén produktion oikealla puolella.

e Esim. seuraava kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa:

S — AB e
A — BA|a
B — b

Muunnos Chomskyn normaalimuotoon

o [dea:
1. Poistetaan 1ahtosymboli produktioiden oikealta puolelta
2. Poistetaan e-produktiot
3. Poistetaan yksikképroduktiot A — B
4. Poistetaan p#dtemerkit muiden kuin A — a muotoisten
produktioiden oikealta puolelta
5. Poistetaan produktiot A — X1 Xs... Xy, k > 3.
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e Produktioiden oikealla puolella olevien lahtésymbolien pois-
taminen

— Jos ldhtosymboli S on jonkin produktion oikealla puolella
lisdtaan uusi lahtosymboli S’ ja sille produktio 8" — S

e c-produktioiden poistaminen

—Olkoon G = (V,%, P, S) kontekstiton kielioppi. Vélike
A €V — % on tyhjentyvd (engl. nullable), jos A=G>*e

— Lemma: Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G
voidaan muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa enin-
tadn lahtosymboli on tyhjentyvd. (Huom.! L&htsymbolin
tyhjentymisté ei voida vélttéd, jos € € L(G).)
Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S).

1. Selvitetdéan ensin G tyhjentyvét vélikkeet (NULL-joukko):

Kéaydéadn lapi kaikki produktiot A € V'\ ¥, ja merkitédén

A € NULL jos A =" ¢, eli joko

e A:lla produktio A — €, tai

e A voi tuottaa e:n epésuorasti, esim. A — BC, ja
B — esekid C — e

NULL on siis kieliopin niiden vélikkeiden joukko, joista

voidaan tuottaa tyhja merkkijono.
NULL-joukon muodostamismenetelmé hieman formaa-

limmin esitettyné:
(i) asetetaan aluksi

NULL :={A €V —X| A — e on Gn produktio};
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(i) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon laajennus-
operaatiota, kunnes joukko ei endé kasva:

NULL = NULL U
{A€eV -3 | A— B;...B;on G produktio,
B; € NULL kaikilla i =1,...,k}.

2. Témén jilkeen korvataan kukin G:n produktio A —
X1 ... X}, kaikkien sellaisten produktioiden joukolla, jot-

ka ovat muotoa
A= ap... missd o; = { Xi jos X; ¢ NULL;

X; tai e, jos X; € NULL.
3. Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — € olevat pro-
duktiot. Jos poistettavana on myds produktio S — e,

otetaan muodostettavaan kielioppiin G’ uusi 1dhtésym-
boli S’ ja sille produktiot S’ — S ja S’ e O
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— Esim. Poistetaan e-produktiot seuraavasta kieliopista:

S - A|B
A — aBa e = NULL ={A4, B, S}
B — bAb|e€

Koska B € NULL, joudumme korvaamaan A:n produktion
A — aBa produktioilla A — aBa | aea missé jélkiméinen
siis on sama kuin A — aa.

Koska A € NULL, joudumme korvaamaan produktion
B — bAb produktioilla B — bAb | bb.
Vastaavasti muuttuvat S:n produktiot, ja tuloksena on:

S - A|Ble
A — aBa|aal|e€
B — bAb|bb|e

Poistetaan e-produktiot ja otetaan kdyttoon uusi l1dhto-
symbooli:

S — S|e

S - A|B

A — aBa|aa

B — bAb|bb

— Muokkasimme siis kielioppia hiukan kohti Chomskyn nor-
maalimuotoa: tuloksessamme ei ole endd e-produktioita
muilla kuin 1dhtésymbolilla.
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e Yksikkoproduktioiden poistaminen

— Produktio muotoa A — B, missid A ja B ovat vilikkeit4,
on yksikkoproduktio (engl. unit production)

— Lemma: Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G
voidaan muodostaa ekvivalentti kielioppi G', jossa ei ole
yksikkoéproduktioita.

Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S).

1.

Selvitetddn ensin G:n kunkin vélikkeen "yksikkdseuraa-
jat”.

Vilikkeen A yksiloseuraajat kerdtéén joukkoon F'(A):
Kéaydéadn lapi kaikki produktiot B € V'\ ¥, ja merkitdén
B € F(A) jos A =* B, eli joko

e A:lla produktio A — B, tai

e A voi tuottaa B:n epédsuorasti, esim. A — C,ja C —

B.

Seuraavassa formaalimmin mééritelty menetelmé jouk-
kojen F'(A) laskemiseen:
(i) asetetaan aluksi kullekin A € V — X

F(A):={B eV —X| A— B on Gn produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen laajennusope-
raatiota, kunnes joukot eivit enéé kasva:

F(A) := F(A)U| {F(B)| A — B on G produktio}.
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2. Témaén jilkeen poistetaan G:std kaikki yksikkdproduk-

tiot ja lisdtddn niiden sijaan kaikki mahdolliset pro-
duktiot muotoa A — w, missi B — w on G:n ei-
yksikkoproduktio jollakin B € F(A). g

— Esim. Poistetaan yksikkoproduktiot edelld saadusta kie-
liopista

S — S|e
S - A|B
A — aBa|aa
B — bAb | bb.

S’:n yksikkdseuraajia ovat A, B ja S, silld ensinnékin S —
S jakoska S — Aja S — B, niin 8’ =* Aja S =* B,
eli F(S") = {S,A, B}, muut yksikkdseuraajat F(S) =
{A,B}, F(A) = F(B)=10.

Korvaamalla yksikképroduktiot edelld esitetylld tavalla saa-
daan kielioppi

S" — aBa|aa|bAb|bb|e€
S — aBa|aa|bAb|bb
A — aBa|aa

B — bAb|bb

Eli koska A, B, S € F(S’), saa S kaikki A:n, B ja S:n
ei-yksikképroduktiot ja koska A, B € F(S), saa S kaikki
Am ja Bm ei-yksikkoproduktiot.
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e Edellisten vaiheiden jélkeen kielioppi on jo ldhestulkoon Choms-
kyn normaalimuodossa, enéé ei ole tyhjentyvié vélikkeité eika
yksikkdproduktioita. Ongelmana ovat vield produktiot, jois-
sa on oikealla puolella pédtemerkkejd muussa muodossa kuin
A — a, kuten B — bb, A — aBa, ja produktiot, joiden oikea
puoli koostuu useammasta kuin kahdesta vélikkeestd, kuten

A — BAC.

e Ensimmaéinen néistd ongelmista ratkaistaan seuraavalla taval-
la:

— Lisétédédn kielioppiin kutakin p##dtemerkkid a varten uusi
vilike C, ja sille produktio Cy — a

— Korvataan sitten kussakin (paitsi A — a muotoisissa) pro-
duktiossa kaikki padtemerkit em. uusilla valikkeilla.

e Fdellisen esimerkin kielioppi tulee muokatuksi muotoon

S — CaBCa | CaCa | CbACb | Cbe | €

S — CaBCa | CaCa | CbACb | Cbe
A — C,BC, | C.Cl

B — CyACy | CyC,

C, = a

Cb — b
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e Produktioiden A — Xy ... X}, k > 3 poisto

Ideana seuraavassa on se, ettd lilan pitkd produktio, esim.
A — BCDE voidaan (ottamalla kdytto6n uusia vélikesym-
boleja) pilkkoa seuraavasti:

A— BA1
Al — CA2
AQ — DE

Menetelmé yleisessd muodossa on seuraava:

— Korvataan kukin muotoa A — Xj... X, k > 3, oleva
produktio produktiojoukolla

A — X1A1
A1 — X2A2

Ao — X3 1 X,

missd, Ay, ..., Ag_o ovat jélleen uusia vélikkeité.
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e Viimeistellddn vield esimerkkimme: e Vield kertauksena:

S — C,81 ] C.C, | CpSy| CyCh | € e Lause: Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G voi-
S! — BC, daan muodostaa ekvivalentti Chomskyn normaalimuotoinen
S = AC kie]ipppi G'. ' ' )
S 5 081 | CiCy | Ci | GG rljodis‘cus: O?koon G = (V, ;, P, S). Poistetaan ensin .G:st.a
lahtésymboli produktioiden oikealta puolelta, e-produktiot ja
S1 = BC, yksikkdproduktiot em. lemmojen konstruktioilla sekd korva-
Sy — AG taan muiden kuin A — a produktioiden oikealla puolella ole-
A — CA | CC, vat péédtesymboolit vilikkeilld. Tdmén jilkeen kaikki G:n pro-
A, — BC, duktiot ovat muotoa A — a tai A — X;... Xy, k > 3 (tai
B — CyB; | C,C, S — €). Viimeksi mainitut poistetaan ed. konstruktion mu-
B, — AC, kaisesti. O
C, — a e Huom.: Turhat vilikkeet ja produktiot voidaan aina poistaa.
Cy — b

e Olemme viimein saaneet muokattua kieliopin Chomskyn nor-
maalimuotoon.

e Kuten huomataan, tdmé muoto on ihmisen kannalta epdha-
vainnollisempi kuin alkuperdinen muoto, mutta kuten aiem-
min on todettu, CYK-algoritmilla suoritettava jisennys vaatii
kieliopin muokkaamista Chomskyn normaalimuotoon.
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e Esim. Muunnetaan Chomskyn normaalimuotoon kielioppi

S — aBCd | bbb
B — b
C — ¢

Tuloksena saadaan kielioppi

S — C,S]
Sl — BS,
S1 = Cey
S = CS?
52 — GGy
B — b
C — ¢
C, = a
C, - b
(Ce = ¢
Cd—>d
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Cocke-Younger-Kasami-algoritmi

e Perustuu dynaamiseen ohjelmointiin (eli vélitulosten taulu-
kointiin).

e Ongelma: Olk. G = (V, %, P, S) Chomskyn normaalimuodos-
sa (ellei ole, muutetaan ensin Chomskyn normaalimuotoon).
Onko z € L(G) eli S:G>*x?

e Algoritmi:

1. Jos ¢ = ¢, niin z € L(G) & S — € on G:n produktio.

2. Muuten merk. £ = ay ...a, ja tarkastellaan z:n osajonot
tuottavien vilikkeiden joukkoja

Ni’j:{AeV—Z|Az>*a,-...aj}, 1<i<j5<n

3.2 € L(G) & S € Ny
e Joukkojen N;; laskeminen

— muodostetaan kolmiomainen taulukko:

Ny

Nia Nao

Nig Na3 Nig3

Nig Nogy N3y Nyy
Nis Nas Nzs Nis Nss

— taulukon paikka NV;; ~ joukko vilikesymboleita A, joille
A?*aiaiﬂ <.y
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— jokainen diagonaali vastaa tietyn pituisia x:n osajonoja
x 1. diagonaali ~ vélikkeet, jotka tuottavat yhden mer-
kin osajonot, 2. diagonaali ~ vilikkeet, jotka tuottavat
kahden merkin osajonot jne.

(i) Lasketaan ensin 1. diagonaali, eli for i = 1 to n:
Nii:={A€V —X| A— a; on Gn produktio};
(ii) Sitten seuraavat diagonaalit:

fork=1ton—1
fori=1ton—k:

Niiyx :={A €V =% | jollakin j, i < j < i+ k, on vilikkeet

B e Nij jaC e Nj+1,i+k S.e.
A — BC on G:n produktio}

* Ideana on, ettd zmn osajono y = a;a;41...a; saadaan
yhdistdmélld joko osajonot a; ja a;y1 ... a; tai osajonot
@;a;41 ja ;1o .. a; jne. Ne vilikkeet, joista ndmé osa-
jonot saadaan tuotettua, on jo laskettu, ja ne loytyvét
solupareista (Ni,l" Ni+1,j) ja (Nl‘7i+1, Ni+2,j) jne.

x Jos siis jokin G:n viilike A tuottaa koko osajonon y, téy-
tyy G:ssé olla produktio A = B( siten, ettd B tuottaa
jonkin y:n alkuosan a; . .. a;,; ja C jonkin y:n loppuosan
@iti41 - - - aj jollekin [ < j — 4. Télloin pitee B € Ny
ja C € Nijy41,5. Olkoon 7 = 3 ja j = 7. Jotta tiedettéi-
siin onko téllainen vilike A olemassa, taytyy tarkastella

kaikkia pareja (N33, Na;7), (N34, N57), (N3 5, Ne.7), (N3.6, N7.7).
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e Algoritmin formaali kuvaus saattaa vaikuttaa vaikeaselkoisel-

ta, tarkastellaan siksi seuraavassa algoritmin toimintaa esi-
merkkien kautta.

e Sovelletaan CYK:id Chomskyn normaalimuotoiseen kieliop-

piin
S — AB|BA | e
A — AB|a
B — BA|b

syotemerkkijonolla = abba.

Tavoitteenamme siis on laskea oheisen taulukon N; ; arvot:

l:a 2:b 3:0b 4:a

W N =
=,
[Sv]
=
[Sv]

Niz | Naz | Nsgs
4| Nig Nay4 N34 Nyy

Taulukon alkioon N; ; kerétédn siis ne vélikkeet, joista lahtien
on mahdollista johtaa syStemerkkijonon positiosta 7 positioon
j oleva osa.
— N1, ja Nyg4 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono a,
— N3 ja N33 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono b,
— Ny vélikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono ab,

— Ny 3 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono bb,
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— N34 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono ba,
— N, 3 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono abb,

— Ny 4 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono bba, ja
— Ny 4 vilikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono abba.

Laskenta etenee vaiheittain siten, ettd ensin tdytetdédn alkiot
yhden pituisten merkkijonojen tuottamiseen, tdmén jélkeen
kahden pituiset, ...

Ensimméinen vaiheessa on selked: koska ainoastaan A — a,

Ni1 = Nygg = {A} ja vastaavasti koska ainoastaan B — b,
Ny 5 = N33 = {B}. Eli saadaan:

1

2| N, | {B)
3 Nis Ny {B}
4] Nyg Nay N34 {A}

Seuraavana vuorossa alkioiden Nj g, N2 3 ja N34 arvojen sel-
vittdminen.

Ny arvo saadaan selville alkioiden Ny ja Nao avulla seu-
raavasti:

Nis = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z
missd Y € N171 ja Z € Ngyg}

Koska S — AB ja A — AB saamme siis N1 o = {S, A}.
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Joukon Nj o alkiot vastaavat siis niitd vélikkeitd, joista pys-
tytddn tuottamaan merkkijono ab, eli S =* ab ja A =* ab.
Samalla logiikalla N3 3 arvo saadaan selville alkioiden Ny ja
N3 3 avulla:

Ny3 = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z
missd Y € Ngyg jaZ € N373}

Ny 3 = 0, silld kieliopissa ei ole produktiota, jonka oikeana
puolena olisi BB.

Ja koska joukon N, 3 alkiot vastaavat niitd vilikkeitd, joista
pystytédén tuottamaan merkkijono bb, ja Ny 3 = 0, tarkoittaa
tdmaé sité, ettei kieliopin mistdén vélikkeestd pystytéd johta-
maan merkkijonoa bb.

Vastaavasti, S — BA ja B — BA joten N34 = {S, B}. Eli
S =*ba ja B =" ba.

Toisen vaiheen jilkeen taulukko néyttia seuraavalta:

l:a 2:b 3:b 4:a
{A}
{s,A} | {B}

Nig 0 {B}
4| Nig No 4 {S, B} {A}

Seuraavana vuorossa alkioiden N3 ja N4 arvojen selvitté-

W DN =

minen.
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N 3 arvo lasketaan seuraavasti:

N3 = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z missi,
jokoY € Nij ja Z € Nys
taiY € Nisja Z € N33 }

Koska S =+ AB ja A — AB, ja A € N1y B € N33 saamme
siis N173 = {S, A}

Joukon Nj 3 alkiot vastaavat siis niité vilikkeitd, joista pysty-
tdén tuottamaan merkkijono abb, eli S =* abb ja A =* abb.

Ny 4 arvo:
Ny 4 = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z missd
jOkO Y € N2,2 ja Z e N374
taly € N273 jaZze N474 }

Ny 4 = 0, silld minkdén produktion oikeana puolena ei ole vi-
likkeitd BB tai BS. Kieliopin mistdan vélikkeesté ei pystyta
siis johtamaan merkkijonoa bba.

Kolmannen vaiheen jélkeen taulukko néyttdéd seuraavalta:

1:a 2:b 3:b 4:q
1) {4}

2| {S,A} {B}
3| {S,A} 0 {B}
4| Nig 0 {S,B} | {4}

Lopultakin on vuorossa alkioiden Nj 4 arvon selvittdminen.
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N 4 arvo lasketaan seuraavasti:

Ny 4 = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z missd,
jokoY € Nijja Z € Nay
taiY € Nigja Z € N3y
talY € Nysja Z € Nyy )

Koska S —+ AB ja A — AB, ja A€ Niy B € N34, saamme
siis N14 = {S, A}

Taulukko on valmiina:

H l:a ’ 2:b ‘ 3:b ‘ 4:a
{A}

{s,4} | {B}

{S, A} 0 {B}

{s, A} 0 {5,B} | {A}

Joukon Nj 4 vélikkeet vastaavat kieliopin niité vélikkeit4, jois-
ta pystytddn johtamaan merkkijono abba, ja koska lahtosym-
boli S kuuluu joukkoon N4, kuuluu abba kieliopin tuotta-
maan kieleen.

B~ W DN
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e Toisena esimerkkind sovelletaan CYK:i& Chomskyn normaa-
limuotoiseen kielioppiin

S — AB | BC

A - BA | a
B —- CC|b
C - AB | a

sy6temerkkijonolla = baaba:

Taulukon téyttdminen etenee samoin kuin edellisessé esimer-
kissé, ja lopputuloksena saadaan:

1:b 2:a 3:a 4:b 5:a
1| {B}
2| {S,A} {4,C}
3 0 {B} {4,C}
4 0 {B} {S,C} {B}
51{S,A,C} {S,A,C}| {B} {S, A} |{A,C}

e Lahtosymboli S kuuluu joukkoon Nj 5, joten x kuuluu kielio-
pin tuottamaan kieleen
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3.5. Pinoautomaatit

B

syotenauba: | [n [ o [u |

nauhapdi: 5

Q@ =92 |
hj ksikko:
ohjausyksil @

)

pino
(tybnauha):

7 I o e I -

Kuva 15: Pinoautomaatti.

e Pinoautomaatti on dérellinen automaatti, johon on lisétty yk-
si mielivaltaisen kokoinen pino tyénauhaksi.

e Ts. automaatti voi lukea ja kirjoittaa vain tyonauhan tois-
ta pdatd, ja padstdkseen lukemaan aiemmin kirjoittamiaan
merkkejd sen taytyy pyyhkid viimeisin merkki pois.

e Tyonauha antaa automaatille "muistin”, jonka avulla voidaan
vilttad dérellisen automaatin (joitakin) rajoituksia.
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e Madritelmd: Pinoautomaatti (engl. pushdown automaton) on
kuusikko
M =(Q,%,T,6,q, F),
misséd
— @ on tilojen ddrellinen joukko;
— Y on syéteaakkosto;
— 1" on pinoaakkosto;
—0:Qx (XU{e}) x (TU{e}) = P(Q x (I'U{e})) on
(joukkoarvoinen) siirtymdfunktio;
—qo € Q on alkutila;
— F C Q on (hyvdksyvien) lopputilojen joukko.
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e Siirtymén

8(q,0,7) = {(qi,1)s -+ -5 (> 7) }

tulkinta: Ollessaan tilassa q ja lukiessaan sy6temerkin o ja pi-
nomerkin v automaatti voi siirtyéd johonkin tiloista g, . .., gk
ja korvata pinon padllimmaéisen merkin jollakin merkeisté
Y1y oo o5 Vi
1. Jos 0 = ¢, niin automaatti tekee siirtymén syStemerkkid
lukematta;
2. Jos v = ¢, niin automaatti ei lue pinomerkkié, vaan painaa
uuden merkin pinon péélle (push);
3. Jos v # € ja y; = €, niin ponnautetaan vy eikd paineta
uutta merkkid pinoon (pop)
e Pinoautomaatit ovat siis yleisessé tapauksessa epddeterminis-
tisid.
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e Automaatin tilanne on kolmikko (g, w,a) € @ x ¥* x I'*,
o Alkutilanne syotteelli x on kolmikko (go, z, €).

e Tilanne (g, w, &) ~ automaatti on tilassa g, syétemerkkijonon
kiisittelem&ton osa on w ja pinossa on ylhddltd alas lukien
merkkijono a.

e Tilanne (g, w, ) johtaa suoraan tilanteeseen (¢', w’, '), merk.

(Q’ w’ a) l_ (q” w” a’)’
M
jos w = ow!, a =8, a' = v'8 (|, [1], || < 1), siten etté
(¢',7) € 6(g,0,7).
e Tilanne (g, w, o) johtaa tilanteeseen (¢',w', @), merk.
(q’ w7 a)l_*(ql’ wl’ al)7
M

jos on olemassa tilannejono (qo, wo, ), - - -, (@ny Wn,y @y), M >
0 siten, ettd

(¢ w,a) = (QO,WO,OIU); ;(Qn,wn,an) =(¢,v', o).
e Pinoautomaatti M hyvdksyy merkkijonon x € >*, jos
(qo,x,e);*(qf,e,a) joillakin ¢y € F ja v € I'*
(jos se syGtteen loppuessa on jossakin hyviksyvéssé lopputi-
lassa); muuten M hylkdd z:m.

e Automaatin M tunnistama kieli on

L(M) = {x € ¥*| (qo, , €)-"(gs, €, a) joillakin g5 € F ja o € I}
M
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e BEsim. Ei-sidannollinen kontekstiton kieli {a*b* | k > 0} voi-
daan tunnistaa seuraavanlaisella pinoautomaatilla:

M = ({q()a q1, 92, q3}7 {av b}a {Aaé}a 53 q0, {qﬂa q3})7

missé

(g0, a,¢) = {(@1,4)},

o(q1,a,¢) = {(@1,4)},
6(q1,0,4) = {(q, )},
6(q1,0,4) = {(gs,6)},
6(g2,6,4) = {(q, )},

(q2,b A4) = {(gs, 6}

6(q,o,y) = 0 muilla (g, o,7).

Esimerkiksi sy6tteelld aabb automaatti M toimii seuraavasti:

(0, aabb,€) - (gi,abb,A) F (gi,bb, AA)
F o (g2,0,A4) F (gs,€€).

Koska g3 € F' = {qq, g3}, on siis aabb € L(M).

158



e BEsim. Kielen {a*b* | k > 0} tunnistava pinoautomaatti:

A e
e ———

a,e/A

b4/ lb, Ale
o Op
b, Afe

Kuva 16: Kielen {a*b* | k > 0} tunnistava pinoautomaatti, jossa pinoaakkosto on {4,4}.

e Tisséd on kiytetty tilasiirtymékaaviotyyppisté esitysté:

— Siirtyméehto muotoa a;, /7', missé
* automaatti lukee merkkijonosta merkin a; ja
* pinosta merkin 7y sekd
* kirjoittaa pinoon merkin +'.

— "Push”-operaatio: ei lue pinosta merkkid, mutta kirjoittaa
uuden merkin +' pinon péélle: a;, €/~

— "Pop™-operaatio: lukee pinon pééllimméisen merkin 7, mut-
ta ei kirjoita mitddn pinoon: a;,y/e.

— Jos syotemerkki a; = €, niin siirtymé syotemerkkié luke-
matta - voi silti lukea tai kirjoittaa pinomerkkeja!

e Lause: Kieli on kontekstiton, jos ja vain jos se voidaan tun-
nistaa pinoautomaatilla.
Todistus: Sivuutetaan.
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Deterministiset ja epddeterministiset pinoautomaatit

e Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteel-
la (¢, w, @) on enintddn yksi mahdollinen seuraaja (¢, w’, &),
jolla

(g, w, @) - (¢, ', ).

e Huom.: Epéddeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vah-
vempia kuin deterministiset! (vrt. darelliset automaatit)

e Esim. kieli {ww® | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa epddeter-
ministiselld, mutta ei deterministiselld pinoautomaatilla (to-
distus sivuutetaan).

e Kontekstiton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnis-
taa jollakin deterministiselld pinoautomaatilla.

e Tamé on térked kieliluokka, silld sithen kuuluvat kielet voi-
daan jasentéd oleellisesti tehokkaammin kuin yleiset, mahdol-
lisesti epéddeterministisen pinoautomaatin vaativat konteks-
tittomat kielet.

e Esim. LL(1)-muotoa olevat kontekstittomat kielet ovat tun-
nistettavissa deterministisilla pinoautomaateilla.
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e Kielten keksinédisid suhteita kuvaa seuraava kuva:

kontekstittomat kielet i
tunnistus: |
epadeterministinen

pinoautomaatti

(A& iz tai j=k

kielet, joilla on yksiselitteinen
kontekstiton kielioppi

deterministiset
kontekstittomat kielet
tunnistus: deterministinen
pinQautomaatti

saanndlliset kielet
tunnistus:

&drelliset
kielet L7
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3.6. Kontekstittomien kielten sovelluksia

1. Jasentdjét

e Kuten jo totesimme olpe03:n méaritelmén yhteydessi, oh-
jelmointikielten syntaksi voidaan maéritelld kontekstitto-
mana kielioppina,

e ja kieliopista saadaan muodostettua kielen jésentdja eli
kéadntdjan osa, joka tutkii ohjelman rakenteen ja esittéa
sen jdsennyspuuna.

e aputyokalu: YACC
— generoi jdsentdjin annetusta kontekstittomasta kielio-
pista
2. Dokumentin rakenteen kuvaus

e ns. "mark-up™-kielet, kuten HI'ML ja XML

e kielen merkkijonot dokumentteja, joissa tiettyja kielen se-
mantiikkaa kuvaavia merkkejd (tags)  esim. <OL> ja
</OL> ~ jirjestetty lista

e HTML: laillisen HTML-dokumentin kuvaus ja dokumen-
tin prosessoinnin ohjaus

o XML: kuvaa tekstin semantiikan — esim.
<ADDR>Teollisuuskatu 23</ADDR> kertoo, etté osajo-
no on osoite
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x 3.7. Kontekstittomien kielten rajoituksista

e Kontekstittomille kielille voidaan todistaa samantapainen pump-
pauslemma kuin sdannollisillekin kielille.

e Erona on vain se, ettd nyt merkkijonoa (osat uvwxy) on pum-
pattava samanaikaisesti kahdesta paikasta (osista v ja x).

e Lemma [Kontekstittomien kielten pumppauslemma eli uvwxy-
lemmal|: Olk. L kontekstiton kieli. Talloin on olemassa sellai-
nen n > 1, ettd mikd tahansa z € L, |z| > n, voidaan jakaa
osiin z = uvwaxy siten, etta
(i) Jvz| = 1,

(i) vwz| < n,
(iii) wv'wa'y € L kaikillai = 0,1,2,...

Huom.: Taas vain darettomat kielet ovat kiinnostavia.
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Todistus:

- Olk. G = (V, %, P,S) Chomskyn normaalimuotoinen kie-
lioppi L:lle. Télloin missd tahansa G:n jasennyspuussa,
jonka korkeus (= pisimmén juuresta lehteen kulkevan po-
lun pituus) on h, on enintéiin 2" lehted. Ts. minki tahan-
sa merkkijonon z € L jokaisessa jdsennyspuussa on polku,
jonka pituus on véhintddn log, |2|.

— Olk. k = |V —X]| kieliopin G vélikkeiden mééra. Asetetaan
n = 2M1 Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen
jotakin jisennyspuuta

— = puussa on polku, jonka pituus on > k+1. Tarkastellaan
tdmén polun "alinta” k + 1:n pituista osaa. Talla polulla,
jossa on k + 1 valikettd vastaavaa solmua ja vélikkeitd on
k kappaletta, on siis jonkin vélikkeen toistuttava. Olkoon
A joku polun toistuva vélike (ks. kuva 17).

— Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = wvwzxy, missd w
on A:n alimmasta ilmentymaéstd tuotettu osajono ja vwx
seuraavaksi ylemmaésti A:n ilmentymésta tuotettu osajo-
no; osajonot saadaan johdosta

S =" uly =" wAzy =" wwway
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AN

S
Y . q
vy T
2 53\,”
vow T

Kuva 17: Kontekstittoman kielen merkkijonon pumppaus.

— Koska S =* uAy, A =* vAz ja A =* w, osajonoja v ja
x voidaan "pumpata” w:n ymparilla:
S = udy =% wAzy = wldsly = . =7
w'Az'y = w'wz'y
- = w'wz'y € L kaikilla i =0,1,2,...

— Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja A =*
vAz, on oltava |vz| > 1

— Ylemmaéstd A:n ilmentymésté alkavan jasennyspuun polun
pituus on enintddn k+ 1 = vastaavan alipuun tuotokselle
lowz| < 281 =n. g
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e BEsim. Viite: kieli L = {a*b*c* | k > 0} ei ole kontekstiton.

Tod. Vastaviite: L on kontekstiton. Valitaan parametri n lem-
man mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a"b"c" € L.
Té&lloin z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin

z = uwvwzy, lvz| > 1, lvwz| < n.

Talloin merkkijono vz ei voi siséltdd seké a:ta, b:té ettd c:té.
Merkkijonossa uv’wz’y = uwy on siten ylijidmi jotakin
merkkid muihin merkkeihin ndhden eli uwy ¢ L. Ristiriita.
O
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4. Kontekstittomien kielten tuolla puolen

e Osoitimme luvussa 3.7 kontekstittomien kielten pumppaus-
lemmalla, ettd kieli ABC = {a*b*cF | k > 0} ei ole konteks-
titon. Ei siis ole olemassa kontekstitonta kielioppia G, jolle

L(G) = ABC.
e Sallitaan produktiot muotoa V' x V*, eli produktion vasem-
malla puolella saa olla mielivaltainen merkkijono.
Esim: Aa = aab, CB = A.
e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon
~" € V* kieliopissa G, merk.
= A/
Y pu Y
jos voidaan kirjoittaa v = awpf, v = aw'f (o, f,w,w’ € V*),
ja kieliopissa G on produktio w — w'.
Esim: CBa =G> Aa =G> aab, jos kieliopissa G ylla mainitut pro-
duktiot.

e Kielioppeja joissa on yleistd muotoa omaavia produktioita
kutsutaan rajoittamattomiksi kieliopeiksi.

e Rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavia kielid sanotaan ra-
joittamattomiksi kieliksi.
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Kieli ABC = {a*b*c* | k > 0} voidaan tuottaa seuraavalla
rajoittamattomalla kieliopilla:

S — VT |e
T — ABCT | ABC
BA — AB
CB — BC
CA — AC
VA — a

aA — aa
aB — ab

bB — bb

bC — be

cC — cc

Kielioppi tuottaa lauseen seuraavalla tavalla:

1. ensin johdetaan ldhtésymbolista vilikejono, joka on muotoa
V(ABC)F jollakin k > 1,

2. sitten jérjestetdédn vilikkeet A, B ja C aakkosjérjestykseen,
tuloksena V A* B*CF,

3. lopuksi muutetaan vélikkeet vastaaviksi padtteiksi vasemmal-

ta alkaen, tuloksena a*bFct

Esim. lauseen aabbcc johto:
S = VI = VABCT = VABCABC = VABACBC =
VAABCBC = VAABBCC = aABBCC = aaBBCC =
aabBCC = aabbCC = aabbcC = aabbce
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Rajoittamattomien kielten tunnistaminen

e Turingin kone (1935 36, Alan M. Turing 1912 54) on kuin
adrellinen automaatti, jolla on toiseen suuntaan rajoittamat-
toman pitka tyonauha, jota voi lukea ja kirjoittaa merkki ker-
rallaan.

e Aluksi nauhalla on sy6temerkkijono (ja loppu nauhasta tyh-
jéd), nauhapéd osoittaa ensimmdistd nauhapéén paikkaa ja
kone kdynnistetédén alkutilassa gq.

e Kullakin laskenta-askeleella se lukee nauhapéén kohdalla ole-
van merkin, pa#dttda siirtyméafunktion mukaisesti uuden ti-
lansa, kirjoittaa nauhapéén kohdalla uuden merkin ja siirtéé
nauhapditd yhden askeleen vasemmalle tai oikealle (ensim-
maisen paikan vasemmalle puolelle ei voi kuitenkaan menné).

e Koneella on hyviksyvé lopputila gy, ja hylkdava lopputila gy,
(kun kyseessé on kielen tunnistaminen, jota tassé kisittelem-
me). Kone pyséhtyy, kun se saavuttaa lopputilan.
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e Turingin kone eroaa ddrellisestd automaatista silld, ettd

— tyonauhalle voidaan kirjoittaa
— tyonauhalla voi liikkua sekéd vasemmalle ettéd oikealle
— ty6nauha on rajoittamattoman pitka

— kun lopputila on saavutettu, kone pyséihtyy.

nauha: ‘T‘U‘R‘I‘N‘G‘ ‘ ‘

nauhap@i:

Q Zq

hj ksikko:
ohjausyksikko @

)

Kuva 18: Turingin kone.

o Madritelmd: Turingin kone on seitsikko
M =(Q,%,T,0,q0, Qyes, qno), Missi
— @ on koneen tilojen #érellinen joukko,
— X on koneen sy6teaakkosto,
—I" on koneen nauha-aakkosto, jolle ¥ C T"
—0:Qx (TUu{>,<}) = QxT x{L, R} on koneen siirty-
méfunktio
— qo on koneen alkutila
— @yes On koneen hyviksyvé lopputila

— @no On koneen hylkééva lopputila.
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e Siirtymén
d(q,a) = (¢,b, L)
tulkinta: Ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhapéinsi koh-
dalta syotemerkin a, Turingin kone siirtyy tilaan ¢, kirjottaa
nauhapédnsé kohdalle merkin b ja siirtdd nauhapéita aske-

leen vasemmalle (vastaavasti, R tarkoittaa nauhapéén siirtoa
oikealle).

e Symboli > tarkoittaa syStemerkin vasenta ja < sy6tenauhan
oikeaa reunaa.

e Turingin koneen tilanne on (g, @af) missé g on koneen sen-
hetkinen tila, @ on nauhapéén kohdalla oleva merkki, o nau-
padstd vasemmalle olevat nauhan merkit ja 8 nauhapéésta
oikealle oleva nauhan merkit.

e Koneen alkutilanne sy6tteelld © = 1 ...z, on (go, £122 . . . Tp).

Voidaan ajatella, ettd z1:n vasemmalla puolella on merkki >
ja z,:n oikealla puolella on &&ireton médrd merkkeji <.

e Fi anneta téssd formaalia mééritelmad sille miten Turingin
koneen tila johtaa seuraajatiloihin; asiaa valaisee seuraavan
sivun esimerkKki.

e Jos kone pysdhtyy syottelld z tilaan gyes, ¢ kuuluu koneen
M tunnistamaan kieleen L(M), jos paéttyy tilaan gy, tai jad
ikuiseen silmukkaan, niin « ¢ L(M).

e Huom.: Turingin kone siis pyséhtyy vilittomaésti tilaan gy.es
tai ¢, mennessddn, toisin kuin esim. dérellinen automaatti,

171

joka lukee aina syotteensé loppuun asti.

e Lause: Kieli on rajoittamaton, jos ja vain jos se voidaan tun-
nistaa Turingin koneella.
Todistus: Sivuutetaan.

e Kielen ABC = {a*bFc* | k > 0} tunnistava Turingin kone:

aaR
B/B,R b/b’RC/C’R

_ alAR b/B,R

</<,Ll

(o) =25
B/B,L
ccl
<,<R B/B,R dal
bib,L

B/B,R CICR

aAR c/C,L
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e Esim, syGtteelld aabbec laskenta etenee seuraavasti (g3, AaBbCc
(g3, AaBbCc
(

q3, AaBbCc

(g0, aabbcc)
(q1, Aabbce
(q1, Aabbcc

)

) (g4, AaBbCc
(g2, AaBbcc)

)

)

(q1, AABbCc
(g1, AABbCc
(q2, AABBCc
(q2, AABBCc
q3, AABBCC

)

)

)

)

)

(q2, AaBbcc )
)

c)

)

q3, AABBCCO)
)

)

)

)

)

)

Q)

)

)

(g3, AaBbCc

RTRTRTRTRTZXKT

(

(

(g3, AABBCC
(g3, AABBCC
(¢4, AABBCC
(g5, AABBCC
(g5, AABBCC
(g5, AABBCC
(¢5, AABBC
(g5, AABBCC<
(qyes, AABBCC
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Kielien luokittelua

e Turingin koneella tunnistettavien kielten luokkaa kutsutaan
myos rekursiivisests lueteltaviksi kieliksi.

e Turingin konetta M joka pysidhtyy kaikilla syotteillddn sano-
taan totaaliseksi.

e Totaalisella Turingin koneella tunnistettavien kielten luokkaa
kutsutaan my0s rekursiivisiksi kieliksi.

e Rajoittamattomien kielten luokka on siis sama kuin rekursii-
visesti lueteltavien kielten luokka.

e Paidtosongelma on osittain ratkeava (engl. semidecidable), jos
sitd vastaava formaali kieli on rekursiivisesti numeroituva ja
ratkeava (engl. decidable), jos sitd vastaava formaali kieli on
rekursiivinen.

e Ongelma, joka ei ole ratkeava on ratkeamaton (engl. undeci-
dable).

e Esimerkiksi pysédhtymisongelma on ratkeamaton (mutta osit-
tain ratkeava).

e Kieliopit ja niilld tuotettavat kielet ryhmitellddn usein ns.
Chomskyn luokkiin kuvan mukaisesti (Noam Chomsky 1928-

).
e Oheisessa kuvassa on Chomskyn kielihierarkia tdydennetty-

né rekursiivisten kielten luokalla. Kuvassa nidkyy myos ns.
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kontekstisten kielten luokka, jota ei télla kurssilla kuitenkaan
kisitelty.

luokka 0
rekursiivisesti numeroituvat

tunnistus:
-7 Tl Turing kone
e rekursiiviset N
- kielet tunnistus: "~
totaalinen Turingin kone

luokka 1

kontekstiset kielet
epédeterm.

luokka 2

kontekstittomat kielet
tunnistus:
Juokka 3 pinQautomaatti

saannolliset kielet

{ak} o jll.JlnnIS_IUSZ )

e aarellinen automaatti
/ aarelliset O (rajall.
'\ kielet -
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e Turingin koneesta on olemassa monta eri variaatiota, jotka
tunnistavat samat kielet kuin téssé esitelty "perusmalli”.

o Tirked tillainen variaatio on epddeterministinen Turingin ko-
ne, jossa siirtyméfunktio on joukkoarvoinen, kuten epddeter-
ministisilla dérellisilla automaateilla.

e Turingin koneella voidaan sallia esimerkiksi useampia tyo-
nauhoja ilman ettd koneen ilmaisuvoima muuttuu. Turingin
konetta voidaan myos ajatella péddtosongelmia laajemmassa
kontekstissa. Jonkin koneen nauhoista voidaan ajatella olevan
“tulostusnauha”, jolle kone on pyséhtyessdin laskenut syotet-
tdén vastaavan funktion arvon.

e On olemassa myos joukko muita laskennan formalisointeja,
jotka ovat osoittautuneet laskentavoimaltaan ekvivalenteiksi
(mm. ohjelmointikielet).

e Church-Turingin teest on seuraava hypoteesi: kaikki mekaani-
sesti (siis algoritmilla eli tietokoneella) ratkeavat ongelmat =
Turingin koneella ratkeavat ongelmat (Alonzo Church 1903—
95).

e Eri laskennan mallien tai ohjelmointikielten ekvivalenssi voi-
daan todistaa kirjoittamalle ndiden vélille kd&ntajat/tulkit,
jotka on toteutettu yhta "vahvoilla” ohjelmointikielilla.

e Luvun 4 asioita kasitelladn tarkemmin kurssilla Laskennan
teoria seka matematiikan laitoksen kurssilla Laskettavuuden
teoria.
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