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Malliratkaisuja

1. Tarkastellaan funktiota f : R\ {0} = R,

fz) = T ~|—3.

X

Tutki ja perustele derivaatan avulla, missd funktio on kasvava, missi vihenevé,
ja missé pisteissa funktiolla on dariarvoja.

Ratkaisu. Lasketaan ensin funktion derivaatta. Se on osaméaran derivointi-
saannon mukaan
, D(x?*+3)-z—(2*+3)-Dx  2x-z— (z2+3)-1
fi(z) = 2 = 2
T T
2% —22 -3 2?3

2 T2

Funktio on kasvava sellaisella vililla, jolla derivaatta on positiivinen, ja vihene-
vi sellaisella vililld, jolla derivaatta on negatiivinen. Koska derivaatan nimittaja
on aina positiivinen, merkki riippuu vain osoittajasta. Ratkaistaan osoittajan

nollakohdat:
2?2 —-3=0 < a::i\/g.

Osoittajan kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli, joten se on positiivinen juur-
tensa vilissi eli vililld | — v/3, v/3[. Koska derivaatta ei ole mééritelty nollassa,
on se positiivinen vileilld | — v/3,0[ ja ]0, v/3[. Vastaavasti derivaatta on nega-
tiivinen vileilld ] — oo, —v/3[ ja ]v/3, ool.

Koska funktio f on siis kasvava vileilld | — v/3,0] ja ]0, /3] sekil viihenevi
vileilld | — oo, —v/3[ ja ]v/3, oc[. Téstd voidaan piitelld, ettd derivaatan nol-
lakohdista pistessd z = —v/3 on paikallinen maksimi ja pisteessi z = v/3 on
paikallinen minimi.
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Vasemmanpuoleisessa kuvassa on funktio f, oikealla derivaatta f’.
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2. Radioaktiivisessa hajoamisessa hajoamisnopeus on suoraan verrannollinen jal-

jella olevan aineen maédrdan. Erddssd hajoamisessa aineen maara oli aluksi 100
kg ja kolmen vuoden kuluttua 50 kg. Méarita funktio, joka kuvaa aineen mairaa
ajan funktiona.

Ratkaisu. Olkoon m(t) aineen madra ajanhetkelld ¢. Télloin hajoamista kuvaa
alkuarvotehtéva
m'(t) = km(t), m(0) = 100,
misséd k on verrannollisuuskerroin. Koska aineen méaara m on koko ajan positii-

vinen, yhtalé voidaan ratkaista separoimalla:

ml

— =k.
m

Vasemmalla puolella olevan funktion g(m) = 1/m integraalifunktio on Inm.
Oikealla puolella olevan funktion h(t) = k integraalifunktio on kt. Ndin saadaan

Inm =kt + C,
missd C' on integroimisvakio. Siispa
m(t) = ™ = FHC = ekt
missd on merkitty my = e“. Alkuarvoehdon mukaan
m(0) = mee*? = my = 100,
joten m(t) = 100e**. Lisiksi
m(3) = 100e*3 = 50,

josta
1
3k _ *
er =73
ja
1, 1
k=—-In-= —0,23.
32 ’
Lopulta

m(t) = 100e %%,

Eraalla harjulla maaston korkeus noudattaa osapuilleen funktiota

£la,y) =10 3" — )
Mihin suuntaan pisteeseen (0, 2) satava vesi lihtee valumaan?
Ratkaisu. Ensinnakin
Flrp) =10 = () — 267 +4) = 10— 26 + %y — 5y
Lasketaan funktion f gradientti. Téta varten tarvitaan osittaisderivaatat:

1
Ouf(2,y) = —geh -2+ ye® = —e* + ye?,

1
O,f(2,y) = e — 5 -2y =e —y.

Gradientti on siis
Vf(z,y) = (—€e** +ye®, e* —y).
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Lasketaan gradientti pisteessd (0,2). Tamé kertoo méen jyrkimmén nousun
suunnan, joten vesi valuu vastakkaiseen suuntaan:

V£(0,2) = (—e*?+2e% e —2) = (-1+2,1-2)=(1,-1).

Vesi valuu siis suuntaan —(1, —1) = (-1, 1).

-
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4.a) Laske funktion f(r) = z? ylisumma vililld [0, 1], kun jakovileji on nelji eli
jakovélin pituus on 1/4.

Ratkaisu. Funktion ylisumma lasketaan ottamalla jokaisella osavalilla funk-
tion suurin arvo ja kertomalla se osavilin pituudella. Koska f on kasvava, suurin
arvo saavutetaan aina osavéilin oikeanpuoleisessa paédtepisteessi. Ylasumma on

siis
1 1 1 1 3 1 1
f(z)'z+f<§>'z+f<z)'z+f“)'z

S OEORORY

0,8

0,61

0,44
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4.b) Laske integraali

1 T zyY
/ / / T +y+ zdzdydx.
0 0 0



Ratkaisu. Integraali lasketaan sisimmaésta uloimpaan:

1 T ] 1 z Y 1
/ / </ x+y+zdz> dyd:cz/ / /(xz+yz+—22> dy dx
o Jo 4 2

1
// (ac Ty +y- xy+2(a:y)>—(0+0+0)dydx
1
=/ (/xy-i—xy—i— xydy)dx-//(:vy—k —zyd + xy)d
0 0 6
| 1 1
=/ (—xQ-x2+—x-x3+—x2-x3)—(0+0+0)dx
o \2 3 6

1 1

5, 1., 5 1 5 1 7
= [ 2at 4+ ~a%d /— ) = 2 1504 0= —.
/06m+6$ v <30x+36x) 30 736 T0=35



