1. JOHDANTO

Kurssilla Y101B tutustutaan reaalifunktioiden analysointiin ja dynaamisiin systeemei-
hin. Reaalifunktioiden analyysissa ollaan kiinnostuneita siitd, miten funktion arvot muut-
tuvat muuttujan arvojen muutoksen tuloksena. Téllaista muutosnopeutta kuvaa funk-
tion derivaatta. Kéddntden, jos funktion arvojen muutokset tunnetaan, funktion arvoja
voidaan laskea integraalin avulla. Derivaatan ja integraalin késitteet sekd niihin liittyvét
laskusddnnot ovat hyvin térkeitd monissa sovelluksissa. Niiden avulla voidaan esimerkiksi
laskea suureiden kertymid tai maksimi- ja minimiarvoja sekd ennustaa tulevaa kehitysta.

Dynaamisessa systeemissd systeemin tila riippuu jollain tavoin sen edellisistd tiloista.
Tyypillisesti esimerkiksi jonkin suureen kasvunopeus riippuu sen nykytilasta. Talléin
seuraavat tilat voidaan laskea, jos tunnetaan tdma kasvunopeuden riippuvuus. Téallaisia
vksinkertaisia systeemejd voidaan ratkaista differentiaaliyhtdloiden avulla. Naihin tutus-
tutaan talld kurssilla l&hinné tietyissd erityistapauksissa.

Kurssi jakautuu karkeasti seuraaviin osiin:

derivointi,

integrointi,
differentiaaliyhtalot,

usean muuttujan funktiot.

Kussakin osassa tarvitaan aikaisempien osien tietoja. Uusia késitteitd opittaessa paino-
tetaan sekd kasitteen sisdllon omaksumista ettd siithen liittyvid laskumenetelmis. Sovel-
lettaessa opittua asiaa tdytyy sekd tietdd mistd puhutaan etté osata suorittaa tarvittavat
laskut.

Jos aikaa riittda, tutustutaan kevyesti myds sithen, miten néitd asioita kasitelldén tietoko-
neella. Kiytdnnon soveltavassa matematiikassa tietokoneavusteiseen laskentaan tormaa
joka tapauksessa ennen pitkaé.

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT

2.1. Funktio. Funktio on td&mé&n kurssin térkein kisite. Sen mééritteleminen yksikasit-
teiselld mutta ymmarrettdvilld tavalla ei kuitenkaan ole helppoa. Sovelluksissa funktio
kuvaa usein jonkin suureen kehitystéd ajan tai paikan mukana. Voidaan esimerkiksi il-
moittaa lampotila ajan tai paikan funktiona. Toisinaan funktio ilmoittaa abstraktimpia
riippuvuuksia, kuten aitauksen pinta-alan kiytettdvissé olevan aitamateriaalin funktio-
na. Namé ovat esimerkkejé jatkuvista reaaliarvoisista funktioista. Kun funktiota kési-
tellddn matemaattisesti, ei kuitenkaan ole térkedd, minkatyyppisesté riippuvuudesta on
kysymys. Matemaattisesti funktion mééarittelee kokonaan riippuvuussdanto, joka voidaan
joskus - ei kdytdnnosséd 1laheskddn aina - kirjoittaa laskulausekkeena tai ryhménd lasku-
lausekkeita.

Merkinnéssd f : A — B joukkoa A kutsutaan funktion ldhto- tai mddrittelyjoukoksi
ja joukkoa B funktion maalijoukoksi. Funktio f liittdd jokaiseen joukon A alkioon x
yksikdsitteisen alkion joukosta B. Merkintd f(z) tarkoittaa sitd maalijoukon alkiota,
johon 1dht6joukon alkio x liittyy. Tata sanotaan funktion f arvoksi muuttujan arvolla x.

T4lla kurssilla maalijoukko on aina (reaali)lukujen joukko, jolloin funktiota voidaan kut-
sua reaaliarvoiseksi. Lahtojoukko on yleensé jokin reaalilukusuoran osa, avoin tai suljettu
véli tai ndiden yhdistelmé. Kurssin loppupuolella késitellddn funktioita, joiden 1dhtdjouk-
ko voi olla moniulotteinen, kuten osa tasosta. Olennaista on, etté

i) jokaista lahtojoukon alkiota vastaa jokin funktion arvo, ja
ii) yhtdkddn ldhtojoukon alkiota ei vastaa useampi funktion arvo.
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Esimerkki 2.1. Linja-auto ajaa Kotkasta Helsinkiin kahdessa tunnissa. Merkitdidn au-
ton nopeusmittarin ilmoittamaa nopeutta ajan funktiona v : [0,2] — R, misséd aika on
ilmoitettu tunteina. Auton nopeus ldhtOpisteessd ja médrdnpadssd v(0) = v(2) = 0.
Funktiolla on muitakin nollakohtia (pysdhdyspaikat), mutta kaiken kaikkiaan v(t) > 0
kaikilla ajan arvoilla ¢. Tdmé&n funktion arvojen laskemiseen ei ole mitddn laskulauseket-
ta.

Esimerkki 2.2. Funktioita P : R — R, joiden arvot ovat muotoa
P(z) = apz"™ + ap_ 12" 1+ -+ + a1z + ao,

kutsutaan polynomifunktioiksi. Téllaisia ovat esimerkiksi P (z) = 22 ja Py(z) = —32° +
2z+7. Lukuja a; kutsutaan polynomin kertoimiksi. Suurin n, joka esiintyy z:n potenssissa
on polynomin kertaluku eli aste. Polynomit ovat helpoimpia kasiteltdvid funkioita, jotka
voidaan laskea laskulausekkeesta.

Esimerkki 2.3. Funktiot R: A — R, joiden arvot voidaan ilmoittaa muodossa R(x) =
P(z)/Q(z), missé P ja Q ovat molemmat polynomeja, ovat rationaalifunkioita. Rationaa-
lifunktio ei ole méédritelty nimittajan @ nollakohdissa. Esimerkiksi funktion Ry (z) = 1/z
médrittelyjoukko on R\ {0} (reaaliluvut ilman nollaa), ja funktion Ry(z) = (2z+3)/(z?—
2z) maarittelyjoukko on R\ {0, 2}.

Esimerkki 2.4. Funktiota, jonka arvot lasketaan eri osissa lahtéjoukkoa eri lausekkees-
ta, kutsutaan paloittain mddaritellyksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio méaritelldédn seuraa-
villa lausekkeilla:

2] T, kun z >0
xTr| =
—z, kunz <0.

Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten funktiolla f : R — R:

0, kunz=0
f(z)=< 1 kun z on joku muu kokonaisluku
1, muulloin.

Esimerkki 2.5. Tarkastellaan ldmpotilan vaihtelua metséssé pédivan aikana. Tamé voi-
daan ilmoittaa funktiona 7" : A x [0,24] — R, missd A on (x,y)-koordinaatiston osa.
Lihtojoukko A x [0,24] tarkoittaa, ettd muuttujaksi kelpaa ((z,y),t), missd (z,y) ovat
paikan koordinaatteja metséssi (joukossa A) ja ¢ ajanhetki tunteina valilla [0, 24]. Jonain
paivini voisi olla vaikka T/((2,3),12) = 15 ja T((—1,4),20) = 10.

2.2. Kuvaaja. Reaaliarvoinen funktio voidaan usein esittdéd koordinaatistoon piirretyn
kuvaajan eli graafin avulla. T&lléin funktion erityispiirteet, kuten kasvunopeus, dériarvot
ja epdjatkuvuuskohdat on helppo hahmottaa. On muistettava, ettd tarkkakaan piirros
ei voi tyhjentévisti kuvata funktion kiyttdytymisté, eikd kaikista funktioista edes pysty-
td piirtdmadn havainnollistavaa kuvaa. Siksi kuvaajan perusteella ei koskaan voi sanoa
mitddn varmaa funktion arvoista, vaan aina on osattava perustella arvionsa laskien. Ku-
vaajan piirtdminen on kuitenkin yksi parhaista keinoista oppia ymmartdmé&in funktion
luonnetta.

Kaikki kiyrit eivit kuitenkaan kuvaa funktioita. Koska funktion arvojen taytyy olla yk-
sikésitteisid, el yhtd x-arvoa saa vastata kuvaajassa useampia y-arvoja. Jos siis joku pys-
tysuora leikkaa kuvaajaksi véitetyn kdyran useammassa kuin yhdessé kohdassa, kyseessé
ei ole reaalifunktion kuvaaja.

Esimerkki 2.6. Polynomifunktioiden f(z) = 2 ja g(z) = 2z° — 4z kuvaajat. Ku-
van perusteella nayttéisi, ettd piste £ = 1,4 olisi funktion g nollakohta, mutta oikeasti
g(1,4) = —0,112.



Esimerkki 2.7. Paloittain mééritellyn funktion h: R — R,

h(z) z?, kun z < 1
xr) =
—z+3, kunz >1

kuvaaja. Funktiolla on epajatkuvuuskohta pisteessi x = 1. Kuvaajasta ei nde, onko
h(1) =1 vai h(1) = 2. Funktion lausekkeesta tiedetddn, ettd jalkimméinen pétee.

Esimerkki 2.8. Funktion k : R2 — R, k(z,y) = (22 — 1)(1 — y) kuvaaja. Funktion
1dht6joukko on kaksiulotteinen taso. Kuvaaja muodostaa erdénlaisen satulapinnan origon
1&histolla, mutta funktion kiyttdytymisestd kauempana origosta ei voi kuvan perusteella
sanoa mitaan.



3. RAJA-ARVO JA JATKUVUUS

Monien yleisten reaalifunktioiden kuvaajat ovat katkeamattomia kdyrid. Téallaisilla funk-
tioilla on se ominaisuus, ettd muuttujan arvon muuttuessa pienen méarin myos funk-
tion arvo muuttuu vahén eiké tee hyppéaystd. Tatd ominaisuutta sanotaan jatkuvuudeksi.
Luonnossa on paljon esimerkkejé jatkuvista funktioista, kuten huoneen keskilampotila
ajan funktiona. Lukuunottamatta poikkeavia olosuhteita, lampotila ei tee hyppéayksia
ajan kuluessa. My06s polynomifunktiot, rationaalifunktiot sekd juurifunktiot ovat kaikki
jatkuvia funktioita.

3.1. Raja-arvo. Funktion jatkuvuuden toteaminen jossain pisteessd vaatii, ettd funk-
tion arvoja tarkastellaan tuon pisteen ympéaristossd. Tatd varten méaérittelemme erik-
seen raja-arvon kisitteen. Sitd kiytdmme jatkossa médrittelemédn muitakin kisitteité.
Raja-arvo kuvaa funktion kiyttdytymistd jonkin pisteen 1dhistolla.

Maiéritelma 3.1. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessd zg, jos f(z) saadaan niin
lahelle lukua a kuin halutaan, kun z on riittdvan ldhelld pistettd zo. Talloin merkitdan
lim, ., f(z) = a.

Raja-arvo liittyy siis aina johonkin muuttujan arvoon eika sité valttdmatta ole olemassa.
Esitdmme tassd yhden esimerkin méaritelman kiytosta raja-arvon toteamisessa. Yleensa
talla kurssilla riittd4 raja-arvon kisitteen intuitiivinen ymmaértdminen. On myds olemassa
laskusdéntdjé, joiden avulla raja-arvon voi paatelld tietyissd tilanteissa.

Esimerkki 3.2. Olkoon f : R — R, f(z) = 2z. Todistetaan, ettd lim,_,; = 2. Olkoon
sitd varten y jokin 1dhelld 2:ta oleva luku, kuitenkin ¢ # 2. Kun z:n etdisyys pisteestéd 1
on pienempi kuin %\y — 2|, niin

1
[f(z) 2] =22 = 2| =2]z 1] <2- |y - 2[ = |y — 2],

eli f(x) on ldhempéana pistettd 2 kuin y. Téma pétee kaikilla y, joten funktion f raja-arvo
pisteessi 1 on 2.

Huom. Téytyy muistaa, ettei funktion arvo pisteessi zy vaikuta mitenkddn funktion
raja-arvoon pisteessad .



Esimerkki 3.3. Madritellddn funktio f : R — R seuraavasti (ks. kuva):

z2, kuinz < —1taiz>1

flz) =<2, kinz=—-1taiz=1
—z, kunz=-1<z<l1.
Funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessd ¢ = 1, silld tuon pisteen ymparilla funktion arvot

ovat kaukana toisistaan, oli  miten ldhelld 1:t4 tahansa. Sen sijaan funktion raja-arvo
pisteessid © = —1 on 1, vaikka f(1) = 2.

[ B S S S S B L C 2 LN S R B B B S |

Voidaan myos tutkia, mitd arvoa funktion arvot ldhestyvat muuttujan arvojen kasvaessa
tai vahetessa rajatta. Téllaista arvoa, jos sellainen 10ytyy, kutsutaan joskus raja-arvoksi
aarettomyydesséd, ja merkitddn lim, o f(z) tai limy,_o f(z).

Kaytédnnossé seuraavat sddnnot helpottavat raja-arvojen toteamista.

1. limy ,,,c=c.
2. limg_yq, ¢ = .
3. limy ,00 1/ = 0.
4. Jos limg_,z, f(z) = a ja limgy_,4, g(z) = b, niin
lim (f(z) +g(x)) =a+b ja lim f(z)g(z) = abd.
T—T0 T—>T0
Jos lisdksi b # 0, niin
lim /(z)/g(z) = a/b.

T—>T0
Niista sdaannodista seuraa esimerkiksi, ettd kaikilla polynomeilla P pétee
lim P(z) = P(zo).

T—>T0
Esimerkki 3.4. Laskettava lim,_,5(—2? + 3z — 1). Koska kyseessi on polynomifunktio,
voidaan raja-arvo laskea suoraan sijoittamalla lausekkeeseen:

lim(—2% 43z —1)=-224+3-2—-1=1.
T—2

Esimerkki 3.5. Joskus raja-arvoa tarvitaan, kun funktion arvoa ei voida laskea. Ra-
tionaalifunktiota R(r) = (22 — z)/(z — 1) ei voida miéritelld pisteessi z = 1, mutta
raja-arvo kyseisessi pisteessd madrdytyykin ympérilla olevista pisteistd. Kun siis x # 1,
niin

. 22—z _z(z—1)

R(z) =

-1 z-1 _©

joten limy 1 R(z) = limg_,; x = 1.
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Esimerkki 3.6. Rationaalifunktioiden raja-arvoja darettomyydessé voidaan laskea su-
pistamalla lauseke termilld =", missd r on nimittdjén aste. T4lld tavoin saadaan

—o® 435 _ . -14+2 140 1

xgrc}o 2$2+5 _$i>1202+$%_ 2—|—0 - 2.
Tésséd kiytetdan hyviksi edelld mainittuja laskusédantoja. Toisaalta

i ﬁ+1__r t+2% . z+0 1
zggo2:c2—8_zggc>2_;% 00 2—0 z00

Raja-arvoa ei ole vaan sanotaan, ettd funktion arvot kasvavat rajatta.

3.2. Jatkuvuus. Raja-arvon avulla voidaan mééritelld funktion jatkuvuus.

Maisritelma 3.7. Funktio f on jatkuva pisteessd xg, jos

T—T0

eli funktion raja-arvo pisteessé zy on sama kuin funktion arvo kyseisessa pisteessd. Funk-
tio on jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa médrittelyjoukkonsa pisteissi.

Esimerkki 3.8. Aiemmin on todettu, ettd kaikilla polynomifunktioilla P pétee limg_z, P(z) =
P(zy). Siispé kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia. My6s kaikki rationaalifunktiot ovat
jatkuvia koko méaarittelyjoukossaan.

Esimerkki 3.9. Méaritellddn funktio f : R — R

flo) = {J;, kun z #1

a, kun z = 1.

Funktio f on jatkuva ainakin kaikissa muissa pisteissé paitsi pisteessd x = 1. Koska raja-
arvo pisteessd x = 1 ei riipu funktion arvosta kyseisessé pisteessi, saadaan lim,_,; f(z) =
lim; 3z = 1. Jos nyt a = 1, niin funktion arvo pisteessd 1 on sama kuin raja-arvo
kyseisessd pisteessd, ja funktio on jatkuva koko médrittelyjoukossaan. Jos a # 1, piste
z = 1 on funktion f epdjatkuvuuskohta.

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan rationaalifunktioita f,¢g : R\ {0} — R, f(z) = 1/=,
g(z) = z/z. Molemmat funktiot ovat jatkuvia kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissi.
Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 0, silld tuota pistettd ldhestyttéessd f saa
mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja. Toisaalta

li = li =lim1l=1
2o = /e =t =1

koska raja-arvoon ei vaikuta se, ettei funktiota ole maaritelty kyseisessd pisteessd. Nyt
voitaisiin mééritelld g(0) = 1, jolloin funktio g pysyisi jatkuvana. Toisaalta funktiolle f
ei voi médritelld mitddn arvoa pisteeseen 0 niin, ettd f pysyisi jatkuvana, koska f:114 ei
ollut lainkaan raja-arvoa tuossa pisteessa.



4. DERIVAATTA

Ajatellaan jdlleen linja-autoa reitilldsin Kotkasta Helsinkiin. Olkoon s : [0,2] — R
funktio, joka kertoo kuljetun matkan ajan funktiona. Linja-auton keskinopeus matkan
aikana saadaan luonnollisesti jakamalla kuljettu matka siihen kéytetylld ajalla: v =
(s(2) — s(0))/2 = (130 — 0)/2 = 65 (km/h). Voi olla, ettd matkan loppupuoli sujui hi-
taammin kuin alkuosa, ja s(1) = 80 (km). Télloin loppupuolella keskinopeus on ollut
vain vgo = (s(2) — s(1))/1 = (130 — 80)/1 = 50 (km/h).

Télla tavalla aikavalin pituutta lyhentdmalla saadaan aina tarkempaa tietoa linja-auton
nopeudesta kullakin aikavililld. Hetkellisen nopeuden laskemiseksi pitéisi kuitenkin ai-
kavilin pituuden olla nolla, jolloin nopeuden lauseke ei ole maaritelty. Tamén ongelman
kiertdmiseksi voimme tarkastella raja-arvoa

h) —
lim s(z+h) s(w)
h—0 h
Jos tdmé raja-arvo on olemassa, se kuvaa linja-auton hetkellistdé nopeutta ajanhetkel-

14 z. Ajatus on siis tarkastella yh& lyhempié ja lyhempid aikavileja h, ja toivoa, etté
keskinopeus ldhestyy jotain raja-arvoa.

Tam4 aivan tarkastelu voidaan yleistdd koskemaan mielivaltaisia funktioita. Matematii-
kassa puhutaan keskinopeuden sijasta erotusosamddardstd ja hetkellisen nopeuden sijasta
funktion derivaatasta.

Maiédritelma 4.1. Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos erotusosaméirin raja-arvo

Lo FE+ 1) = f(@)

h—0 h

on olemassa. Tété raja-arvoa merkitdan f'(z), Df(z) tai %(x), ja kutsutaan funktion
f derivaataksi pisteessd x. Funktio on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa méaé-
rittelyjoukon pisteessa.

Derivaatta kuvaa funktion hetkellistd muutosnopeutta. Jos funktio kuvaa kuljettua mat-
kaa, derivaatta kuvaa nopeutta; jos funktio kuvaa nopeutta, derivaatta kuvaa kithtyvyyt-
té; jos funktio kuvaa lampdétilaa, derivaatta kuvaa ldmpenemis- tai jddhtymisnopeutta.
Derivaatan avulla saadaan paljon tietoa funktion kiyttdytymisesta.
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Esimerkki 4.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(x) = 22 pisteessi = = 2. Erotusosa-
madrd tuossa pisteessd on

f@2+h)—f(2) _ (24 h)? — 22 :4+4h+h2—4: 4h + h?

h h h h

=4+ h.

Té&lla on raja-arvo

. f24+h)—f(2) . B
Jimmy 2 = fim (4 +h) = 4.

Funktiolla on siis pisteessd 2 derivaatta f'(2) = 4.

4.1. Derivaatta kuvaajassa.

f(2) - f(1)

-0,5 ( 0,5 1 1,5

25

N —hemmmmmm==

X

Tarkastellaan oheista kuvaa, johon on piirretty erddn derivoituvan funktion f kuvaaja
sekd, suora, joka leikkaa kuvaajaa pisteissd ¢ = 1 ja £ = 2. Tadmén suoran kulmaker-
roin on (f(2) — f(1))/(2 — 1) eli erotusosamadran arvo pisteessd 1, kun A = 1. Luku
h vastaa siis toisen leikkauspisteen x-koordinaatin etdisyyttd ensimmaisen leikkauspis-
teen x-koordinaatista. Pienentdmalld arvoa h saadaan toinen leikkauspiste ldhestyméasn
ensimmaistéd, jolloin suora kddntyy kuvaajan suuntaiseksi kunnes se leikkaa kuvaajaa
lopulta vain yhdessé pisteessa.
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-0,5 0 0,5 1 1.5 2 2,5

Erotusosamaéran raja-arvo eli derivaatta pisteessd x on siis tuohon pisteeseen kuvaajalle
piirretyn sivuajan eli tangentin kulmakerroin.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan funktiota f(z) = |z| (itseisarvo) pisteessd z = 0. Kun
h > 0, erotusosamaérs on
B-lo]_h-0_
[
Toisaalta, kun h < 0, erotusosaméira on
|h| =10  —h—0 _ 4

h h
Erotusosamadrallé ei siis ole raja-arvoa h:n ldhestyessé nollaa, koska nollan vasemmalla
ja oikealla puolella lasketut arvot eivét ldhesty toisiaan. Itseisarvo ei ole derivoituva
pisteessa x = 0.

Tama ndkyy my0s itseisarvon kuvaajasta. Kuvaajalla on origossa terava kérki, eika sithen
voida piirtdd yksikasitteistd sivuajaa kuvaajalle.

-0,5

Jos funktiolla on epéjatkuvuuskohta jossain pisteessd, ei tdhén pisteeseen voida piirtaé
kuvaajalle sivuajaa. Ta&mé havainto kertoo seuraavasta tosiasiasta.

Lause 4.4. Jos funktio on derivoituva pisteessd x, se on myds jatkuva pisteessd x.

Epéjatkuva funktio ei siis voi olla derivoituva.
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4.2. Laskusddnt6jid. Aloitetaan sddnnoisté, joilla voi laskea funktioiden summien, tu-
lojen ja osamadrien derivaattoja.

1 D(fi 9)(z) = f'(z) £ ¢'(z)
D(c )()—cf()josconvakio
D(fg)(z) = ()()+f()()

1 DU o)) - L Sl

9(z

Niita sdantoja sovellettaessa tdytyy ensin varmistaa, ettd funktiot todella ovat derivoi-
tuvia tai ettd ne on edes madritelty kyseisessa pisteessé. Saant6 3 esimerkiksi vaatii, etta

g9(z) #0.

Ennen seuraavia sd&ntoja palautetaan mieleen murto- ja negatiivisten potenssien maé-
ritelmét. Olkoon k kokonaisluku. Talloin

T-x---x, jos k>0,

k__ k
= 1, jos k=0,

w%’“’ jos k < 0.
Olkoon sitten p, ¢ kokonaislukuja, ¢ > 0. T&llin
2P/ = Ygp = (Vx)P.

Esimerkiksi z1/2 = Vz. Huomaa, ettei parillinen juuri ole mééritelty negatiivisille lu-
vuille ja ettd parillinen juuri mééritelldén aina positiiviseksi. (Esimerkiksi v/—4 ei ole
midritelty, ja 4 = 2, vaikka myds (—2)% = 4).

Nyt voidaan méaritellddn potensseja koskevat sdannot.

5. Dc =0, jos c el riipu z:sté (eli on vakio)
6. DzF = kzF=1, jos k # 0.
Esimerkki 4.5. Derivoidaan polynomifunktio:
D(x*+22—-3)=Dz*+2Dr —D3=22'+2-1-0=2z+2.

Derivoidaan rationaalifunktio:
Dz2 —3z D(z%2-3z)(x+1) — (2 — 3z)D(z + 1)

z+1 (z+1)2
(2z —3)(z +1) — (22 — 3z)(1 +0)
(x+1)2
(222 +22—-32—-3)— (2?—32) z?+20-3
B (x+1)? (. +1)2

Derivoidaan vield juurifunktio:

3 3/\—1) _ -1\ _ _
D= =D (W) =D (3%)) = D (3-)

Viimeistd sdantod varten maaritellddn yhdistetyn funktion késite.

Maééiritelmé 4.6. Olkoon f: R — R, g : A — R. Funktioiden f ja g yhdistetty funktio
f o g madritelladn seuraavasti:

(fog)(z) = f(g(=)).
Funktiota f kutsutaan ulkofunktioksi ja funktiota g sisdfunktioksi.
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Esimerkiksi, jos f(z) = 2, g(z) = z + 1, yhdistetty funktio (f o g)(z) = (z + 1)? ja
(go f)(z) = 2% + 1. Viimeinen siiintd koskee yhdistettyi funktiota.

7. (fog)(z) = f'(g(x))g'(x)
Esimerkki 4.7. Olkoon f(z) = 2%, g(x) = 2z + 1. Nyt f'(z) = 62° ja ¢'(z) = 2, joten
yhdistetyn funktion f o g derivaatta on
D(2z+1)% = 6(2z 4+ 1)5 - 2 = 12(2z + 1)°.

4.3. Derivaatan sovelluksia. Derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kasvua seki
funktion saamia ddriarvoja. Méaritellddn ensin néihin liittyvid késitteita.

Maiiritelma 4.8. Funktiolla f on pisteessd xg paikallinen eli lokaali maksimi, jos pétee

f(zo) > f(x) kaikilla pisteilld x pisteen z ldhiympéristossd. Tama arvo on funktion
suurin arvo, jos piatee f(zg) > f(z) kaikilla méaarittelyjoukon pisteilld z.

Vastaavasti méadritelldéin paikallinen minimi ja funktion pienin arvo. Minimejé ja mak-
simeja kutsutaan funktion d@driarvoiksi.

Miiritelma 4.9. Funktio f on kasvava valilld [a,b], jos kaikilla pisteilld z < y vélilld
[a,b] patee f(z) < f(y). Jos liséksi patee f(z) < f(y), sanotaan, ettd funktio on aidosti
kasvava kyseiselld valilla.

Vastaavasti maaritelldan viheneva ja aidosti viheneva funktio.

Esimerkki 4.10. Tarkastellaan funktiota f : R — R

(:z;+2, kun z < —1

1, kun —1<2<0
fz)=¢—z+1, kin0<z<1
2r —2, kun 1<z <2
| —2z + 6, kun z > 2.

Télla funktiolla on paikallinen maksimi pisteessd x = 2 seké jokaisessa pisteessa vililla
[—1,0]. Paikallinen minimi 16ytyy pisteestd z = 1 sekd my0s kaikista pisteistd valilla
]—1,0[. Suurin arvo on f(2) = 2, mutta pienintd arvoa ei ole. Funktio on aidosti kasvava
vileilld | — oo, —1] ja [1,2], ja aidosti vihenevd vileilld [0,1] ja [2,o00[. Valilla [—1,0]
funktio on sekd kasvava ettd viheneva.

159

Jos derivoituvan funktion kuvaajalle piirretdén sivuaja maksimi- tai minimikohtaan, si-
vuaja on vaakasuora eli sen kulmakerroin on nolla. Suoraan derivaatan méaritelméasté
voidaankin johtaa seuraava tatd havaintoa vastaava lause.
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Lause 4.11. Jos derwoituvalla funktiolla on paikallinen ddriarvo pisteessd xg, niin

fl(a}()) = 0.

Huom. Kaikki derivaatan nollakohdat eivdt aina ole dariarvoja.

Esimerkki 4.12. Tarkastellaan 4. asteen polynomia f(z) = 3z*4-423. Tamén derivaatta
on

f'(z) =3 -42® + 4 - 32" = 122° + 122 = 122°(z + 1).
Derivaatan nollakohdat ovat £ = —1 ja x = 0. Tarkempi tutkimus osoittaa, ettéd edellinen
on itse asiassa funktion pienin arvo, mutta jalkimmaéinen ei ole &driarvo ollenkaan.

Seuraavat lauseet seuraavat niin kutsutusta valiarvolauseesta.

Lause 4.13. Jos f'(z) > 0 vililli [a,b], niin funktio f on kasvava kyseiselld vdlillld.
Jos lisiksi f'(x) = 0 vain vdlin yksittdisissd pisteissd, niin f on aidosti kasvava tuolla
vdlilld.

Vastaava patee myos negatiiviselle derivaatalle.

Lause 4.14. Jos f'(z) < 0 vdlilla [a,b], niin funktio f on vihenevi kyseiselld vdlillla.
Jos lisdksi f'(z) = 0 vain vdlin yksittdisissd pisteissi, niin f on aidosti vahenevi tuolla
valilld.

Esimerkki 4.15. Tarkastellaan edelleen edellisen esimerkin polynomifunktiota. Deri-
vaatta oli f/(z) = 12z%(z + 1). Tunnetusti 1222 ei ole koskaan negatiivinen, ja z + 1 on
negatiivinen vain, jos £ < —1. Naiden termien tulo on negatiivinen vain jos ainoastaan
toinen termeistd on negatiivinen. Kerétdan ndma tiedot merkkikaavioon.

r<—-1|-1<zxz<0|0<z
1222 + + +
z+1 - + +
f'(z) — + +

Edellisten lauseiden perusteella f on viheneva vililld |—oo, —1] ja kasvava valilld | — 1, oof.
Viaheneminen ja kasvaminen on aitoa, silld derivaatta on nolla vain yksittéisissé pisteis-
sd. Nyt voidaan my0s péatelld, mitkd edellisessd esimerkissd lasketuista derivaatan nol-
lakohdista ovat ddriarvokohtia. Pisteen £ = 0 ympérilld f on aidosti kasvava, joten se ei
voi olla ddriarvokohta. Toisaalta pisteen x = —1 vasemmalla puolella f on vdhenevi ja
oikealla puolella kasvava, joten kyseessé on lokaali minimikohta.
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Niilld tiedoilla voidaan jo hyvin tarkasti méarittdd derivoituvan funktion kulku. Erds
lisdtieto auttaa dariarvojen loytamisessa.

Lause 4.16. Suljetulla valilla mdaritelty jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pie-
nimmdn arvonsa tuolla valilla. Jos funktio on lisdksi derivoituva, suurin ja pienin arvo
loytyvdt joko valin pddatepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

Esimerkki 4.17. Tarkastellaan nyt funktiota f(z) = 3z* + 423 suljetulla valilla [—2, 1].
Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa sekd vilin paitepisteissa.

f(=1)=-1, f(0)=0, f(-2)=16, f(1)=T.

Edellisen lauseen perusteella funktion suurin ja pienin arvo valilla [—2, 1] 16ytyvét ndiden
arvojen joukosta. Suurin arvo on selvésti f(—2) = 16 ja pienin f(—1) = —1.

Monet arkielamén optimointiongelmat voidaan edelléd opittujen seikkojen avulla késitella
derivaatan avulla.

Esimerkki 4.18. Maanviljelijélla on 20 metrid verkkoaitaa. Han haluaa rakentaa kanoil-
le suorakulmaisen aitauksen. Aitatarpeita sddstédkseen hin paattdd rakentaa aitauksen
ladon viereen niin, ettéd ladon seiné korvaa toisen aitauksen pitkisté sivuista. Miten pitkét
on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-ala olisi mahdollisimman iso?

Ratkaisun 16ytdmiseksi muodostetaan funktio, joka kuvaa maksimoitavaa suuretta jonkin
muuttujan funktiona. Maksimoitava suure on aitauksen pinta-ala, joka lasketaan pitkin
ja lyhyen sivun tulona. Merkitdén lyhyen sivun pituutta z. Pitkélle sivuille jaa talloin
20 — 2z metrid verkkoaitaa. Niin saadaan aitauksen pinta-ala lyhyen sivun pituuden
funktiona:

A(z) =z - (20 — 2z) = —22% + 20z.

Lyhyt sivu on vdhintddn 0 ja enintddn 10 metrid pitkd. Funktio A on siis mé&iritelty
suljetulla vililld [0, 10]. Se on derivoituva, joten suurin arvo l6ytyy méadrittelyvalin pas-
tepisteestd tai derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

A'(z) = —4z + 20.
Derivaatta on nolla vain jos £ = 5. Suurin arvo 10ytyy siis seuraavien arvojen joukosta:
A(5) =—2-52+20-5=150, A(0)=0, A(10)=0.

Suurin pinta-ala saadaan siis, kun lyhyen sivun pituus on 5 metrié, jolloin pitkdn sivun
pituudeksi tulee 10 metria.

Esimerkki 4.19. Suorakulmio sijaitsee koordinaatiston ensimmaéisessd neljdnneksessé
siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja vastakkainen kulma suoralla y = —2x + 3 (ks.
kuva). Laske téllaisen suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

Merkitédan suorakulmion alareunan pituutta z. Téll6in suorakulmion korkeus on —2z+3,
joten ala on

A(z) = z(—2z + 3) = —22° + 3.

Tehtdvinannon mukaan tdytyy olla 0 < z < 3/2. Méadrittelyvilin péédtepisteissd ala on
0, joten suurin arvo 16ytyy derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 3,
ja tdmén ainoa nollakohta on z = 3/4. Alan suurin arvo on siis

A(3/4) = —2 G)Z&Z: g
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==2x+ ]

4.4. Korkeammat derivaatat. Funktion f derivaatta f’ on my0s erds funktio, jo-
ten erityisesti se voi olla derivoituva. Tamé pétee myds derivaatan derivaatalle ja niin
edelleen. Jos f voidaan derivoida n kertaa, tulosta kutsutaan n:nneksi derivaataksi ja
merkitddn jollain seuraavista tavoista:

drf
(n) (n) > J
fo, ooy, T
Jos n on pieni, kuten 2 tai 3, voidaan myds merkitd f” tai f™”.

Toinen derivaatta kertoo funktion derivaatan kasvusta. Jos esimerkiksi s kuvaa kuljettua
matkaa, kuvaa s’ nopeutta ja s” vastaavasti kiihtyvyytta.

Seuraava toisen derivaatan ominaisuus voi olla hyddyksi.

Lause 4.20. Oletetaan, etti f on kahdesti derivoituva ja f':lla on nollakohta pisteessi
xo. Tdllgin pdtee:

a) jos f"(zg) <0, niin zo on f:n paikallinen maksimikohta,
b) jos f"(zg) > 0, niin xy on f:n paikallinen minimikohta.

Sen sijaan, jos f"(zo) = 0, niin kohdassa xy voi olla paikallinen ddriarvo tai olla ole-
matta.

Esimerkki 4.21. Olkoon jilleen f(z) = 3z* + 4z®. Ensimmiinen derivaatta on
f(z) = 122 + 1222,
ja toinen derivaatta
f"(z) =12 - 3z + 12 - 2z = 3622 + 24z.

Derivaatan nollakohdat olivat £ = —1 ja x = 0. Toisen derivaatan arvot néissi pisteissa
ovat

f"(=1)=36-1+24(-1) =12, f(0)=0.
Kohdassa z = —1 on siis lokaali minimi, mutta kohdasta £ = 0 ei osata t&lla perusteella
sanoa mitdan.

5. JATKUVAN FUNKTION INTEGRAALI

Tarkastellaan yh# linja-autoa matkalla Kotkasta Helsinkiin. Olkoon t&lld kertaa v :
[0,2] — R linja-auton nopeus ajan funktiona. Yritetdén arvioida nopeuden funktion
perusteella kuljettua matkaa aikavalilla [0, 1].

Oletetaan, ettd maksiminopeus valilld [0, 1] on ollut 110 km/h, ja miniminopeus 0 km/h
(bussi seisoi asemalla). Koska tasaisella nopeudella kuljettu matka on nopeus kerrottu-
na matkaan kiytetylld ajalla, voimme erittdin karkeasti arvioida linja-auton kulkeman
matkan olleen enintddn 110 -1 = 110 km, ja véhintddn 0 -1 =0 km.

Jaetaan sitten aikavéli kahteen osaan. Olkoon maksiminopeus vélilld [0,1/2] ollut 100
km /h ja valilld [1/2,1] 110 km/h. Miniminopeudet olivat vastaavasti 0 km/h ja 40 km /h.
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Nyt voimme arvioida, ettd ensimmaiselld osalla edettiin enintddn 100 - 1/2 = 50 km ja
vahintdén 0-1/2 = 0 km, seké toisella osalla enintdén 110 - 1/2 = 55 km ja vahint&én
40-1/2 = 20 km. Todetaan, ettd ensimmaéisen tunnin aikana edettiin yhteensé enintdin
50 + 55 = 105 km ja vdhintddn 0 + 20 = 20 km, miki alkaa varmasti olla jo ldhempéané
totuutta kuin ensimmaéinen arvio.

L e LR

100

/./\

% 1 % 1

Talla tavoin voimme jatkaa aikavilin pilkkomista ja matkan arvioimista maksimi- ja mi-
niminopeuksien avulla. Mitd lyhyemmaét vilit, sitd tarkemmaksi arvio tulee. Tarkimman
arvion saamiseksi voitaisiin tarkastella raja-arvoa vélin pituuden ldhestyessé nollaa.

Tam4 tarkastelu voidaan yleistdd koskemaan mitd tahansa jatkuvia funktioita. Y1a- ja
ala-arvioita kutsutaan funktion yld- ja alasummiksi ja naiden raja-arvoa funktion inte-
graaliksi. Integraali kuvaa funktion kertymdd tietylld valilld. Jos funktio kuvaa jonkin
suureen muutosnopeutta, integraali kertoo suureen arvon kokonaismuutoksen.

Miiritelma 5.1. Olkoon f vililld [a,b] mééritelty jatkuva funktio. Jaetaan vili ta-
saisesti korkeintaan h:n pituisiin suljettuihin osavéleihin. Valitaan jokaisella osavililla
funktion suurin arvo, kerrotaan se vilin pituudella ja lasketaan niin saadut arvot yh-
teen. Kutsutaan saatua summaa funktion ylisummaksi vdlilla [a,b] ja merkitddn tétd
Sp. (Funktion suurin arvo 16ytyy lauseen 4.16 nojalla.)

Valitaan samoin jokaisella osavélilla pienin arvo, kerrotaan se vélin pituudella ja lasketaan
tulokset yhteen. Kutsutaan tatd summaa funktion alasummaksi valilld [a, b] ja merkitdan

Sh-

Funktion f integraali vililld [a,b] on yldsumman ja alasumman raja-arvo osavilin pituu-
den h ldhestyessd nollaa:

b
dr = lim Sp, = li .
/a f(z) dz = lim 5, = lim 5,
Té&mé raja-arvo on aina olemassa, kun f on jatkuva valilla [a, b].

Kaikki jatkuvat funktiot ovat integroituvia milld tahansa suljetulla valilld, eikd mé&a-
ritelméssé tarvitsisi tarkastella erikseen sekd yld- ettd alasummia. Integraali voidaan
kuitenkin méaritelld muillekin kuin jatkuville funktioille. Jos funktio ei ole jatkuva, voi
kdyda niin, etteivit yla- ja alasummat ldhesty toisiaan h:n pienetessd. Talloin funktio ei
ole integroituva.

5.1. Integraali kuvaajassa. Ajatellaan integroimisvali jaetuksi tasaisesti osavéleihin.
Funktion ylasumma on sellaisten suorakulmioiden pinta-alojen summa, joiden korkeus
on jokaisella osavalilld funktion suurin arvo. Alasumma taas koostuu sellaisten suorakul-
mioiden pinta-aloista, joiden korkeus on joka osavililld funktion pienin arvo.
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Kun osavélin pituutta lyhennetédn, ldhestyvéit funktion suurin ja pienin arvo tuolla vé-
1ill4 toisiaan (koska funktio on jatkuva). Siispd myos ylé- ja alasuorakulmioiden huiput
kullakin vélillg 18hestyvat toisiaan ja funktion kuvaajaa, joka on niiden vilissd. Lopulta
suorakulmioiden huiput kohtaavat ja puristavat funktion arvon véliinséd. Téalléin niiden
yhteenlaskettu pinta-ala, funktion integraali, vastaa kuvaajan ja z-akselin vdliin jadvan
alueen pinta-alaa.

On kuitenkin huomioitava, ettd mikili funktio on jollain vililld negatiivinen, on myos
integraali negatiivinen.

5.2. Integraalin laskeminen. Integraalin laskeminen suoraan mééritelmésta on yleen-
sé erittdin vaikeaa. Siksi integroitaessa yleensd kdytetddnkin niin kutsuttua integraali-
funktiota.

Maiééritelmé 5.2. Funktio F on funktion f integraalifunktio, jos F' = f.

Funktion integraalifunktion derivaatta on siis funktio itse. Integraalifunktio ei ole yksika-
sitteinen. Jos esimerkiksi f(x) = 2, niin integraalifunktioksi kelpaa yhta hyvin F(z) = 2z
kuin G(z) = 2z + 1. Funktion eri integraalifunktiot ovat kuitenkin hyvin samankaltaisia.

Lause 5.3. (Integraalilaskennan peruslause) Olkoon F' = G' = f, eli seki F ettd G ovat
funktion f integraalifunktioita. Talloin F = G + C jollain luvulla C.
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Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis vakion lis&ysté vaille samoja. Usein merki-
taankin

/f(w) dz = F(z) + C,

missd F' on jokin funktion f integraalifunktio. Tamé integraalimerkintd ilman integroi-
misvélid tarkoittaa juuri integraalifunktiota. Vakio C' on niin sanottu integroimisvakio,
joka kuvaa sité, ettei integraalifunktio ole yksikésitteinen.

Esimerkki 5.4. Funktion f(z) = z erdis integraalifunktio on F(z) = 3z%. Voidaan siis
merkitd

1
/xdx:§x2+0.

Koska derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta, ja integraali taas muutoksen aiheutta-
maa kertymdii, ovat integraali ja derivaatta erédssi mielessd toistensa vastakohtia. Kul-
jetun matkan derivaatta on kulkunopeus, kun taas kulkunopeuden integraalina saadaan
kuljettu matka. Tdhén perustuu seuraava lause.

Lause 5.5. (Analyysin peruslause) Olkoon f wvdlilli [a,b] mddritelty jatkuva funktio, ja
F jokin sen integraalifunktio (eli F' = f.) Tdlloin

b
/ (@) dz = F(b) — Fla).

Usein merkitaan

Esimerkki 5.6. Olkoon f(z) = 2z. Eriis integraalifunktio on F(z) = z?. T&lléin

1

1
/ 2mdw=/m2=12—02=1.
0

0

Tama ndhdaidn myos kuvaajasta. Integraali on varjostetun kolmion pinta-ala.

-y
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-1 -0,5 4 0,5 1 1,5 2
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5.3. Laskusdintsja.

/abf(x)+g(w)dx:/abf(a:)dx—l—/abg(a:)dx
2 /abcf(x)d:v:c/abf(x)dm
/abf(a:)d:c:/acf(a:)dm+/cbf(:v)da:

Esimerkki 5.7. Olkoon f(r) = 2z — 1/z%. Funktion fi(z) = 2z eriis integraalifunktio
on Fi(z) = z? ja funktion fo(z) = —1/2? eriis integraalifunktio on Fy(z) = 1/z. Nyt
voidaan integroida

Esimerkki 5.8. Olkoon f(z) = |z|. Lasketaan integraali osissa. Valilla [—1,0] f(z) =
—z, joten integraalifunktioksi voidaan valita F (z) = —322. Toisaalta vililla [0, 1] f(z) =
z, joten integraalifunktioksi kily Fo(z) = 1z?. T4lléin

1 0

0 1 L
_ _ 12 1
/_1|w|dx—/_l—:vd:v+/0xd:v—/ 5% /2
-1 0
1, 1 ) 1, 1 1 1
=(=2.02—(—=.(=1 i A — S+ 0=
(20 (2( ))>+(2 20 0+2+2 0

Potenssin derivoimisséinndstd saadaan suoraan vastaava integroimisséénto. Olkoon k # —1.

Talloin
b 5
4. / z* dz :/ zhtL,
a / k+1

Integroiminen on yleensé vaikeampaa kuin derivoiminen, koska tulon, osaméirén tai yh-
distetyn funktion integroimiseen ei ole olemassa laskusédintoji. Vastaavista derivoimis-
sddnndistd on kuitenkin usein hyotya.

Yhdistetyn funktion derivoimissdénnon mukaan (fog)'(z) = f'(g(x))g’ (), joten funktio
f o g on funktion (f' o g)g' integraalifunktio. Siispé
b

5. [ £o@nd @ e = /(09

a

Esimerkki 5.9. Tarkastellaan lauseketta z(z? + 1)3. Lausekkeessa esiintyy yhdistetty
funktio, jonka sisidfunktio g(z) = 22 + 1. Sisifunktion derivaatta on ¢'(z) = 2z. Voim-
me saada lausekkeen sdannon vaatimaan muotoon, kun tulkitsemme ulkofunktion erdén
funktion f derivaataksi: f'(z) = 23, jolloin f(z) = 1z*. Tilldin nimittdin

1 1 1
/0 z(z? +1)3 dz = %/ 2z(z® 4+ 1)3 dz = %/0 g (z)f'(g9(x)) dz
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5.4. Sovelluksia. Integraalilla voidaan laskea jonkin suureen kertyméé.

Esimerkki 5.10. Metsén kasvit kiyttdvat auringonpaisteesta saamaansa energiaa. Ener-
gian mittausta varten metsédan on asetettu mittalaitteita, jotka mittaavat auringonpais-
teen tehoa eli energiavuota. Mita kirkkaampi paiste, sitd suurempi mittalaitteen lukema.
Erdén téllaisen mittalaitteen lukema noudatti aikavélilla [12,13] melko tarkasti funktio-
ta P(t) = —3,6t% + 94t — 500 (kJ/h). Tilld aikavélilli laitteen vastaanottama energia on
energiavuon kertymé, joten se saadaan integroimalla

13 13
E = / —3,6t2 + 94t — 500 dt = / (—1,2¢% + 47¢* — 500t)
12 19
= (—1,2-13% +47-13* — 500 - 13) — (—1,2- 12° +47-12° — 500 - 12) ~ 110 (kJ).

Integraalia voidaan myos kiyttdd geometrisend tyokaluna, koska se kertoo kuvaajan ja
x-akselin vélisen pinta-alan.

Esimerkki 5.11. Tarkastellaan funktiota f(z) = x3. Mikil on timén funktion kuvaajan
ja x-akselin valiin jé&vin alueen pinta-ala vélilla [—1,1]7

Ensinndkin on muistettava, ettd jos funktio on negatiivinen jollain vililld, my0s sen
integraali on negatiivinen kyseiselld vélilld. Funktio f on negatiivinen vililla [—1,0].
Pinta-alan laskemiseksi on siis jaettava vili kahteen osaan: [0,1] ja [—1,0]. Néiden alat
voidaan nyt laskea integroimalla:

1 1
1 1 1
1 /0:1: T 04:6 1 7

ja

Niam4 alat yhdistdmélls saadaan lopulta kysytyksi pinta-alaksi

1 1 1
A_A1+A2_Z+Z_§'

0,5

A,

0,5 1
X

q"|||¢‘>||||

'
—
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5.5. Epdjatkuvan funktion integraalista. Integraali voidaan helposti yleistda koske-
maan my0s epdjatkuvia funktioita. Madritelméissa kiytettyd arviointia tdytyy kuitenkin
hieman muuttaa, sillé epédjatkuva funktio ei valttdméatta saavuta pienintd tai suurinta ar-
voa suljetulla valilld. Lisaksi voi kéyd& niin, etteiviat ylasumma ja alasumma ldhestykaan
samaa lukua osavilid lyhennettdessd. Télloin funktio ei ole integroituva.

Useimmilla epéjatkuvilla funktioilla ei ole integraalifunktiota, joten integraalit on las-
kettava muulla tapaa. Toisaalta voi my0s kdyd& niin, ettd integraalifunktio on olemassa,
mutta funktio ei esimerkiksi ole rajoitettu, jolloin se ei ole integroituva. Epdjatkuvien
funktioiden kanssa téytyy siis olla joka suhteessa tarkkana, mutta usein integrointi kui-
tenkin onnistuu.

Esimerkki 5.12. Ennen kuin auringonpaistetta mittaavat laitteet vietiin metsdén, niita
testattiin laboratoriossa. Laite asetettiin kirkkaan lampun alle kymmeneksi sekunniksi,
ja viiden sekunnin kohdalla valo katkaistiin. Mittalaite kuitenkin rekisteroi vield huoneen
ikkunoista tulevan valon.

Olkoon mittalaitteen P : [0,10] — R mittalaitteen lukema ajan funktiona. T&ll6in

100, kun 0 <t <5
P(t) = (J/s).
20, kun 5 <t <10

Funktio P on epéjatkuva eikd se ole minkddn funktion derivaatta. Silla ei siis ole inte-
graalifunktiota. Se on kuitenkin integroituva, joten voimme integroida sen osissa. Kum-
mallakin osalla funktiolla on integraalifunktio, joten

10 5 10 5 10
/ P(1) dt:/ P(t)dt+/ P(1) dt:/ 100dt+/ 20 dt
0 0 5 0 5

5 10
= / 100 + / 20t = (500 — 0) + (200 — 100) = 600 (kJ).
0 5

[0 e e s s e e s s e e s e e s e e e |

0 2 4 6 8 10

6. EKSPONENTTI- JA LOGARITMIFUNKTIOT

6.1. Eksponenttifunktio. Eksponenttifunktio on funktio, jonka kasvunopeus jokaises-
sa pisteessd on sama kuin funktion arvo.

Maiidritelma 6.1. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa yksikésitteinen derivoituva funktio
exp : R — R, jolle pétee

exp’(r) = exp(z) ja exp(0)=1.

Téatd funktiota kutsutaan eksponenttifunktioksi.
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Eksponenttifunktion arvot voidaan ilmoittaa erdén reaaliluvun potensseina. TAm4 niin
kutsuttu Neperin luku on

n

e = lim (1 + l) = 2,71828.
n—oo n

Luvulle e pétee siis exp(z) = €®. (Kun potenssin mééritelméé laajennetaan koskemaan

muitakin kuin murtolukuja.) Jatkossa kdytetddn eksponenttifunktiosta yleensi tata mer-

kintdd. Sen avulla voidaan johtaa potenssien laskusddnnoistd eksponenttifunktion las-

kusadntoja:

1. e%e¥ = 1Y
2. (e*)¥ =™
3.e®=1/e"

Eksponenttifunktio on aina aidosti positiivinen. Koska sen derivaatta on sama kuin funk-
tio itse, myds derivaatta on aina positiivinen. Siksi eksponenttifunktio on aidosti kasvava.
Samalla tavoin myos derivaatta on aidosti kasvava, ja derivaatan derivaatta, jne. Tamén
vuoksi eksponenttifunktio kasvaa hyvin nopeasti, nopeammin kuin mikdén polynomi-
funktio. Tamé tarkoittaa sitd, ettd kaikilla polynomeilla P pétee

P
lim £&) _ .
z—oo e¥
Erityisesti
1
lim €= lime * = lim — =0.
T——00 T—00 T—o00 el

6.2. Logaritmifunktio. Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kddnteisfunktio.

Maiiritelmi 6.2. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa yksikésitteinen funktio In : ]0, oo[ —
R, jolle péatee
e = Ine® = 2.

Téata funktiota kutsutaan logaritmifunktioksi.

Logaritmi luvusta z kertoo siis, mihin potenssiin e tdytyy korottaa, jotta saataisiin z.
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Eksponenttifunktion laskusdénnoistd voidaan johtaa logaritmin laskusdantoja.

1. Inzy =Inz +1Iny
2. Inz¥ =ylnzx
3. —Inz =In(1/x)

Koska eksponenttifunktio on aina positiivinen, logaritmi on méaaritelty vain positiivisilla
luvuilla. Se on aidosti kasvava ja derivoituva koko madrittelyjoukossaan. Logaritmifunk-
tion derivaatta on

1
Dlng = —
z

Vastaavasti funktio f(z) = In(—z) on mééritelty vain negatiivisilla luvuilla. Myos
1
Din(—z) = ~.
n(-z) =

Esimerkki 6.3. Integroidaan funktiota f(z) = 1/z valilld [1,e]. Kun = > 0, funktiolla
f on integraalifunktio Inz.

61 €
/—dac: Inz=Ine—Inl=1-0=1.
1 T 1

Integroidaan sitten samaa funktiota vélilld [—2, —1]. Koska nyt = < 0, integraalifunktio
on In(—zx).

1
/ —dw—/ln ln1—1n2:0—1n2:—ln2:1n§.

Esimerkki 6.4. Johdetaan funktion f : ]0,00[ = R, f(z) = z* derivaatta. Logaritmin
médritelmén sekd laskusdantojen avulla voidaan kirjoittaa

f(.’L') — % = lnz® — prlnz
Nyt voidaan laskea funktion f derivaatta yhdistetyn funktion derivointisdannolla. Ulko-

funktio on eksponenttifunktio, jonka derivaatta on funktio itse. Sisdfunktion derivaatta
on

1
D(zlnz)=Dz-lnz+z-Dlnz=1-Inz+2z-—=Inz+1.
z
Funktion f derivaatta on siten
f'(z) = D "% = "% . D(zInz) = "% . (Inz + 1) = 2%(Inz + 1).
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6.3. Yleiset eksponentti- ja logaritmifunktiot. Olkoon a > 0. T&lloin voidaan maa-
ritelld funktio exp, : R = R,

erpy(z) = a”.

Tata kutsutaan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi, ja sen yhteys eksponenttifunktioon

on seuraavanlainen:
x
a® = elna — ea:lna — (ez)lna'

Yleisen a-kantaisen eksponenttifunktion arvot ovat saadaan siis korottamalla eksponent-
tifunktion arvo potenssiin Ina.

Esimerkki 6.5. Johdetaan a-kantaisen eksponenttifunktion derivointikaava kayttadmalla
yhdistetyn funktion derivointisdantod sekéd eksponenttifunktion laskusdint6ja. Merkitdan
f(z) = z'"¢ ja g(z) = €%, jolloin f/(z) =1Ina -z ! ja ¢'(z) = €. Nyt pitee

a® = (e")"* = (f o g)(x),
joten
D a® = f'(g(z))g' (z) = Ina(e®)™7 . e = Ina(e®)" 1! = Ina(e”)® = a® Ina.
Kaikille eksponenttifunktioille pateviat samat laskusdénnot kuin mité lueteltiin tavalli-

selle eksponenttifunktiolle. Yleinen eksponenttifunktio on aidosti kasvava, jos a > 1. Jos
a < 1, eksponenttifunktio on aidosti vahenevi.

Yleisen a-kantaisen eksponenttifunktion kdanteisfunktio on vastaavasti a-kantainen lo-
garitmifunktio log, : ]0,00[ — R, jolle pétee

'8 = log, a® = .
Joillekin kantaluvuille kéiytetddn téssé yhteydessd omia merkintéjd. Esimerkiksi
logipx =gz, log,z=1Inz, logyx=1bz.

Usein e-kantaista logaritmifunktiota In nimitetdan luonnolliseksi logaritmiksi. Monissa
laskimissa luonnollista logaritmia merkitdan yksinkertaisesti log.

Esimerkki 6.6. Logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin kantaluku taytyy korottaa,
jotta saataisiin . Siispé

logo 16 =4, logz9 =2, logs125=3.
Liséksi kaikilla kantaluvuilla a péatee
log,1=0, ja log,a=1.

Esimerkki 6.7. Kymmenkantainen logaritmi kertoo suunnilleen, kuinka monta numeroa
luvussa on:

Ig10=1, Igl20~2 Igl0000 =4, 1g987654321 ~ 9.

Yleiselle logaritmille pétevit samat laskusddnnot kuin luonnolliselle logaritmille. Yleisen
logaritmifunktion yhteys luonnolliseen logaritmiin voidaan paételld seuraavasta:

Inz = Ina'%® =log, z - Ina.

Tésta seuraa, ettd
1 _Inz
08 T = —-
Luonnollisesta logaritmista saadaan siis mikd tahansa a-kantainen logaritmi jakamalla

luvulla Ina.
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Esimerkki 6.8. Lasketaan, mihin potenssiin 4 tdytyy korottaa, jotta saataisiin 5. Rat-
kaisu on tietenkin 4-kantainen logaritmi luvusta 5, eli

In5 1,609
In4 " 1,386
Derivoidaan vield kyseinen 4-kantainen logaritmi:

Inz 1 1
Dlogyz =D (m) = lenx— nd- 2

log, 5 = ~ 1,16.

6.4. Osittaisintegrointi. Tulon derivointisaannén mukaan (fg¢)'(z) = f'(z)g(z)+f(z)¢' (z),

joten funktio fg on funktion f’g + fg’ integraalifunktio. Siispa

b b b
| f@@ s+ [ s@i@)ds= [ @) + @ (@) da = ] @)

josta edelleen saadaan

b
/ab f(z)g(x)dx = /f(a:)g(:v) — /abf(iL‘)g’(a:) dx.

Tatéd integroimismenetelmdéd kutsutaan osittaisintegroinniksi. Osittaisintegrointi sovel-
tuu erityisen hyvin sellaisten funktioiden integrointiin, joissa kertoimena on eksponent-
tifunktio.

Esimerkki 6.9. Olkoon h(z) = e®*z. Merkitddn f(z) = €® ja g(z) = z. Talléin f'(z) =
e” ja ¢'(z) = 1, joten osittaisintegroimalla saadaan

1 L 1
/ez xd:z:z/ez :1:—/ e 1 dz
0 S~ N~ 0~~~
A 0 f 9 ! g
1
S0 e W=t
0
Osittaisintegrointi auttaa, koska eksponenttifunktion derivaatta on sama kuin funktio
itse, jolloin kaavan oikealle puolelle tulee helpompi funktio integroitavaksi.

Esimerkki 6.10. Osittaisintegroimalla voidaan periaatteessa integroida miki tahansa
polynomin ja eksponenttifunktion tulo. Olkoon h(z) = e®(x? — 1). Osittaisintegroimalla
kahdesti saadaan

1 L 1
/ (2 — 1) dz = /e‘”(ac2 -1) —/ e’2z dx
0 5 0

L 1
=(0— (=€) — e"2r — | ¥ -2dx
— (0= (=€) 0/2 /0 2d
1
—1- (2e1—0)—/2e$ =1 (2e— (2¢—2)) = 1.
0
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7. DIFFERENTIAALIYHTALOT

Dynaamisessa systeemissd funktion arvo tietyssd pisteessi vaikuttaa sen arvoihin ympé-
roivissa pisteissa. Tyypillisid ovat ajassa kehittyvat dynaamiset systeemit, joissa jonkin
suureen arvo tietylld ajanhetkelld vaikuttaa sen arvoihin tulevaisuudessa. Suureen arvo
voi esimerkiksi vaikuttaa sen muutosnopeuteen. Téllaista systeemid voidaan kuvata dif-
ferentiaaliyhtdlolld. Differentiaaliyhtélo kertoo, miten funktio ja sen derivaatat riippuvat
toisistaan.

Ajatellaan uunissa ldmmitettavid paistia. Olkoon paistin ldmpé6tila ajan funktiona T'(t).
Mita lampimammaksi paisti tulee uunissa, sitd enemman se siteilee lampoa pois, jol-
loin ldmpeneminen hidastuu. Paistin ldmmittdmisessd on kyse dynaamisesta systeemis-
td. Oletetaan hieman yksinkertaistaen, ettd paistin limpenemisnopeus on suoraan ver-
rannollinen uunin ja paistin ldmpétilojen erotukseen. (Mitd ldhempéané uunin lampaotilaa
paistin ldmpé6tila on, sitd hitaammin se lampenee.) Téllaista riippuvuutta kuvaa seuraa-
va differentiaaliyht&lo:
T'(t) = k(200 — T(t)).

Yhtélossa esiintyvda k on verrannollisuuskerroin. Ratkaistava tuntematon ei nyt ole mi-
kdan luku, vaan lampdotilaa kuvaava funktio T'.

Differentiaaliyht&lon ratkaisu ei ole yleensd yksikésitteinen, vaan moni funktio voi toteut-
taa saman yhtélon. Talloin tarvitaan jotain lisdtietoa, jotta funktio voitaisiin ratkaista
vksikasitteisesti. Tyypillinen lisdtieto on alkuarvoehto. Ennen uuniin laittamista paisti
oli huoneenlampdéinen, eli 7°(0) = 21 °C. Taméi lisdtieto riittdd ratkaisemaan paistin
lampdotilaa kuvaavan funktion yksikésitteisesti.

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessd kdytetddn usein tiettyjd vakiintuneita merkintoja.
Tuntematonta funktiota merkitdin yleensd y ja sen derivaattoja y', y” jne. Funktion
muuttujana voi olla z, mutta hyvin usein myos ¢, varsinkin jos funktio kuvaa jotain ajasta
riippuvaa suuretta. T&ll6in voi olla jopa niin, ettd funktiota merkitdén z:118, esimerkiksi
z(t) = 2. Yhtildissd jitetdiin usein merkitsemiitti funktion muuttuja, ei siis merkits
y(z) vaan yksinkertaisesti y.

Maidritelma 7.1. Yhtéloé, jossa esiintyy tuntemattoman funktion y derivaatta tai kor-
keampi derivaatta, kutsutaan differentiaaliyhtiloksi (DY). Differentiaaliyhtalon ratkaisu
on mikd tahansa funktio, joka y:n paikalle sijoitettuna toteuttaa yhtélon. Yhtalon ker-
taluku eli aste on korkeimman siind esiintyvén derivaatan kertaluku.

Esimerkki 7.2. Differentiaaliyhtaloita:

y' =0,
y' +2zy = Vx,
n z

VYT

Differentiaaliyht&loité ratkaistaessa joudutaan etsiméin funktioiden integraalifunktioita.
Tamén vuoksi ratkaisemista kutsutaan joskus yhtélon integroimiseksi. Integraalifunktio-
ta etsittdessd on muistettava, ettd integraalifunktio ei ole koskaan yksikésitteinen. Eri in-
tegraalifunktiot voivat poiketa toisistaan integroimisvakiolla, joka on otettava huomioon.

Esimerkki 7.3. Yksinkertainen esimerkki differentiaaliyhtdlostd on
!
y = 2.

Tama yht&ls voidaan heti ratkaista etsimélld funktion 2z integraalifunktio. Erds ratkaisu
on y(z) = x2. Lisiiksi integraalilaskennan peruslauseen mukaan kaikki ratkaisut saadaan
tastd lisdamalla jokin vakio. Yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa seuraavasti:

y(x) =/2xdx =z’ +C.
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Integraalimerkintd ilman integrointivilia tarkoittaa integraalifunktiota. Luku C on in-
tegroimisvakio, ja jokaisella eri C':n arvolla saadaan uusi ratkaisu.

Esimerkki 7.4. Tarkastellaan yhtaloa
y' =2 +y=uz

Tamé on toisen asteen differentiaaliyhtald. Yhtélon erds ratkaisu on y(z) = e* + z + 2,
silld sen derivaatat ovat

y'(z)=e"+1 ja y'(z) =",
joten
y' =2y +ty=¢€e"-2("+1)+ (" +z+2) =z

Esimerkki 7.5. Tarkastellaan toisen kertaluvun yhtaloa
", 1

y"y =

Yhtélén erds ratkaisu on y(z) = 322, silld timéin derivaatat ovat
y(@) =z ja y'(z)=1,

joten

Usein systeemid kuvaavasta funktiosta tiedetddn sen toteuttaman differentiaaliyht&lon
lisdksi joitakin yksittdisid arvoja. Namé auttavat funktion méarittdmisessa.

Miidritelmi 7.6. Ongelmaa, jossa yritetddn ratkaista tuntematon funktio, kutsutaan
alkuarvo-ongelmaksi eli alkuarvotehtaviksi (AAT), jos tiedetddn

1) jokin y:m toteuttama differentiaaliyhtdlo, seké
2) ym sekd sen derivaattojen arvot jossain (samassa) pisteessd (n — 1):nteen deri-
vaattaan asti, missd n on yhtélon kertaluku.

Esimerkki 7.7. Eksponenttifunktion maéritelma oli esimerkki alkuarvo-ongelmasta:
y' =y, y(0)=1
Tuon mééritelmén mukaan alkuarvotehtévidn ainoa ratkaisu on y(z) = e®. Tehtévin

differentiaaliyhtélon toteuttaa kuitenkin mikd hyvéinsa funktio y(z) = Ce®, missd C on
vakio. Naista funktioista ainoa, joka toteuttaa alkuarvoehdon, on se jossa C = 1, silld

y0)=1 < Ce’ =1 <<= C-1=1 < C=1.

Esimerkki 7.8. Kappale liikkuu z-akselilla. Merkitdsn kappaleen sijaintia ajan funk-
tiona z(t). Oletetaan, ettd kappaleen kiihtyvyys on koko ajan 1, eli

2" (t) = 1.

Tama3 toisen asteen yhtdlé on helppo ratkaista. Koska z’ on z”:n integraalifunktio, néih-
déan ettd

z'(t) = /a:"(t) dt = /1dt =t+V,
misséd V' on integroimisvakio. Toisaalta = on z'mn integraalifunktio, joten

w(t):/a:’(t)dt:/t+th:%tQ—I—Vt—i—S,

missd S on toinen integroimisvakio. Mikd&n muu funktio ei toteuta kyseistd yhtaloa.
Oletetaan sitten lisdksi, ettd kappale 1dhti pisteestd 2 nopeudella 3 oikealle pain, eli
z(0) =2 ja 2'(0) =3.

Nyt ratkaistavana on alkuarvotehtédva. Ensimmaéisen alkuarvoehdon mukaan

1
w(0)=§-02+V-O+S=2,
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josta saadaan S = 2. Toisen alkuarvoehdon mukaan
£'(0)=0+V =3,
joten V' = 3. Alkuarvotehtdvan yksikésitteinen ratkaisu on siis
1
z(t) = 5t? + 3t + 2.

Esimerkki 7.9. Aina alkuarvoehtokaan ei riitd yhtdlon yksikisitteiseen ratkaisemiseen.
Tarkastellaan alkuarvotehtévaa

y' =y, y(0)=0.
Heti ndhdaéan, ettd yi () = 0 toteuttaa yhtdlon ja alkuarvoehdon, joten se on erés ratkai-
su. Toisaalta myds y2(z) = z2/4 on ratkaisu. Témén derivaatta on nimittiin y(z) = z/2,

joten
[ 2
T T
yé:iz —4 :‘/yZa

Seuraava lause kertoo, milloin alkuarvotehtévilld on tésmailleen yksi ratkaisu.

ja liséksi y2(0) = 0.

Lause 7.10. (Olemassaolo- ja yksikdsitteisyyslause) Olkoon annettu ensimmdisen ker-
taluvun alkuarvotehtdva
!
y(z) = fly,3), ylwo) = yo-
Oletetaan, ettd lauseke f on jatkuva ja ettd sen derivaatta y:n suhteen on olemassa ja
jatkuva alkuarvoehdon ympdristéssa. Talloin alkuarvotehtdvalld on yksikdsitteinen rat-
kaisu.

Esimerkki 7.11. Tarkastellaan eksponenttifunktion méarittelyyn liittyvaa alkuarvoteh-
tavas,

y' =y, y0) =1
Téssd f(y,z) = y on jatkuva, ja derivaatta y:n suhteen on 1. Tdma on myos kaikkialla
jatkuva, joten alkuarvotehtévalld on yksikdsitteinen ratkaisu.

Esimerkki 7.12. Tarkastellaan aikaisemman esimerkin alkuarvotehtiviad

v =y, y(0)=0.

Téssd f(z,y) = \/y. Témén derivaatta y:n suhteen on ﬁ Derivaattaa ei ole maaritelty,
kun y = 0, vaikka alkuarvoehdossa y = 0. Lause ei siis takaa ratkaisun yksikésitteisyytté.

7.1. Separoituvat differentiaaliyhtélot. Separoituvia differentiaaliyhtél6ité esiintyy
kiytdnnon tilanteissa melko usein, ja niiden ratkaisumenetelmé on yksinkertainen.

Maisritelma 7.13. Ensimmiéisen kertaluvun differentiaaliyhtéléd kutsutaan separoitu-
vaksi, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

9(y)y' = h(x),

missd ¢:ssd el esiinny muuttujaa z (paitsi funktion y muuttujana) ja h:ssa ei esiinny
tuntematonta funktiota .

Esimerkki 7.14.

a) Yhtilo

2yy’ = o

on separoituva. Téssi g(y) = 2y ja h(z) = z2.



28

b) Myos yhtélo

y = (z+2)y’°
on separoituva, jos y # 0, silld se voidaan tilléin jakaa puolittain y2:lla, jolloin
saadaan
/!
y_z =z + 2.

Y
Téssd g(y) = 1/y? ja h(z) =z + 2.
c) Yhtalo
y+2y=uz
ei ole separoituva, silld se ei ole vaadittua muotoa, eikd sitd voi muuttaa vaadit-
tuun muotoon.

Separoituvan differentiaaliyhtdlon ratkaiseminen perustuu yhdistetyn funktion integroin-
tisdantoon. Tarkoituksena on 16ytdd integraalifunktiot yhtélon molemmilla puolilla esiin-
tyville lausekkeille. Merkitdin funktion g integraalifunktiota G. Vasemmalla puolella on
nyt yhdistetty funktio G'(y(z)) kerrottuna siséfunktion derivaatalla y'(z). Yhdistetyn
funktion integroimissdéinnén mukaan

/ G'(y(2)y (z) dz = G(y(z)) +C,

missé C on integroimisvakio. (Huomaa, ettei sisafunktiosta tarvitse valittda, tdytyy vain
16ytaa ulkofunktion integraalifunktio.) Jos merkitdén samoin h:n erdstd integraalifunk-
tiota H, niin saadaan separoituvan yht&lén yleinen ratkaisu

G(y) = H(z) + C.
Toista integroimisvakiota ei tarvita, koska se voidaan ajatella sisdllytetyksi ensimmaéi-
seen. Tésta tuloksesta ratkaistaan vield yleensd y, jos se on mahdollista.

Esimerkki 7.15. Ratkaistaan yhtélo

2uy’ = 2.

Tissd g(y) = 2y, ja gm erdis integraalifunktio on G(y) = y?. Vasemman puolen integraa-
lifunktio 16ytyy siis yhdistetyn funktion integroimissdanndolla

/ 2y dz = / G'(y(x))y' () d = Gy(x) + C = + C.

Oikean puolen integraalifunktio on puolestaan
1
/xzda} = §$3+C.

Saadaan siis
1
2 3
=~ + C.
v =3

Téstd voidaan vield ratkaista ¢. Neliojuuren takia téytyy ottaa huomioon positiiviset ja

negatiiviset ratkaisut.
1
y(z) = +4/ 5373 +C.

Usein yhtélon muuttaminen separoituvaan muotoon vaatii lisdoletuksia, joista voi 16ytya
lisdratkaisuja. Téllaisia ratkaisuja, jotka 10ytyvéit ennen kuin yhtélo on separoituvassa
muodossa, kutsutaan erillisratkaisuiksi.
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Esimerkki 7.16. Ratkaistaan yht&lo
Y =y
Jotta yht#lo saataisiin separoituvaan muotoon, tdytyy se jakaa puolittain y?:1la. Tal-

16in ei saa olla y = 0. Toisaalta myos funktio y(z) = 0 toteuttaa yhtilon, joten se on
erillisratkaisu.

Oletetaan sitten, ettd y # 0. T4lloin saadaan
y_zy' = 1.

Etsitddn molemmille puolille integraalifunktiot:

/y_Qy'da::/lda:

= —yl=z4+C.
Ratkaistaan vield y:
_ 1
y(z) = z+C’
Tamé ratkaisu ei saa koskaan arvoa 0, niin kuin oletettiinkin. Yhtdlon ratkaisuja ovat
siis erillisratkaisun lisdksi kaikki separoimalla saadut ratkaisut:

1
z+C’

y(z) =0 tai y(z)=

Separoimismenetelmalld voidaan ratkaista eksponentiaalisen kasvun malliin liittyvat yh-
talot. Eksponentiaalisen kasvun malleissa suureen kasvunopeus on suoraan verrannolli-
nen suureen arvoon, ja ratkaisu on aina eksponenttifunktio. Verrannollisuuskerroin on
usein tuntematon, joten sen ratkaisemiseen tarvitaan jokin lisétieto.

Esimerkki 7.17. Radioaktiivisen hajoamisen nopeus on suoraan verrannollinen hajoa-
van aineen maardan. Oletetaan, ettd hajoavaa ainetta on alussa 100 kg, ja vuoden padsta
endd 50 kg. Muodostetaan systeemia kuvaava alkuarvotehtévé.:

m(t)' = km(t), m(0) = 100.

Yhtélo on separoituva, jos m # 0. Erillisratkaisu m(t) = 0 ei toteuta alkuarvoehtoa,
joten se hyldtdan. Voidaan siis olettaa, ettd m # 0, jolloin saadaan

— =k.
m

Vasemmalla puolella ulkofunktiona on 1/m. Koska m on aina positiivinen (aineen mii-
ra), integraalifunktioksi tulee Inm. Oikean puolen integraalifunktio on kt. Siis

Inm(t) =kt + C.
Téstd saadaan ratkaistua m eksponenttifunktion avulla:
m(t) = () = ht+C — Okt
Merkitidn vield vakiota e¢ = mg. Alkuarvoehdon mukaan
m(0) = moe® = 100,

joten mg = 100. Alkuarvotehtévan ratkaisu on siis

m(t) = 100er?.
Verrannollisuuskerroin k£ on vield tuntematon. Tdm& saadaan ratkaistuksi annetun lisé-

tiedon avulla. Sen mukaan

m(1) = 100e*! = 100e* = 50,
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josta
50 1 1
k
=—==- <= k=In-~ —0,693.
© T 100 2 b ’
Aineen maarad kuvaava funktio on siis
m(t) = 100e~0,
1005
80;
605
205
C- T T
0 1 2 3 4 5 6

Esimerkki 7.18. Ratkaistaan paistin paistamiseen liittyvd alkuarvotehtdvi. Paistin
ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin lampoétilojen erotukseen.
Liséksi alussa paisti oli huoneenldmpdinen. Niin saadaan alkuarvotehtavas:

T' = k(200 —T), T(0) = 21.

Muutetaan yhtalo separoituvaan muotoon. Koska alkuhetkelld T' = 21, erillisratkaisu
T = 200 ei tule kyseeseen. Saadaan

TI
200 — T
Vasemman puolen ulkofunktio on 1/(200 — 7T'). Tamékin on yhdistetty funktio, jonka
sisdfunktion derivaatta on —1. Saadaan siis

! !
/ T dt:—/ T dt = —1n(200 — T') + C.

= k.

200 - T S 200-T
Koska paisti on uunia kylmempi, logaritmi on valittu oikein. Qikean puolen integraali-
funktio on puolestaan kt. Saadaan siis

In(200 —T') = —kt + C.
Téasté voidaan ratkaista T' eksponenttifunktion avulla:
200 _ T — eln(QOO—T) — e—kt—|—C — ece—kt.
Korvataan vakio e¢ vakiolla Ty, jolloin
T = 200 — Tpe "
Alkuarvoehdon mukaan
T(0) = 200 — Tye® = 21,
josta
To = 200 — 21 = 179.
Alkuarvotehtévin ratkaisu on siis
T(t) = 200 — 179e*¢.

Verrannollisuuskerroin voitaisiin ratkaista jostain lisdtiedosta.



31

Kerrataan vield separoituvan yhtalon ratkaisumenetelmén vaiheet.

1) Muutetaan yht#lo separoituvaan muotoon g(y)y' = h(z). Tassi vaiheessa saattaa
16ytyé erillisratkaisuja.

2) Etsitddn vasemman puolen ulkofunktiolle g integraalifunktio G.

3) Etsitdén funktion h integraalifunktio H.

4) Tuloksesta G(y) = H(x) + C ratkaistaan y.

7.2. Ensimmadisen asteen lineaariset differentiaaliyht&l6t. Lineaariset differenti-
aaliyhtdlét muodostavat toisen tdrkedn differentiaaliyhtéléiden ryhmén. Lineaariset ja
separoituvat yhtélot eivit ole erillisid luokkia. Jotkut lineaariset yhtalot ovat separoitu-
via ja vastaavasti jotkut separoituvat yhtilot ovat lineaarisia.

Maisritelma 7.19. Kertalukua n oleva differentiaaliyhtalo on lineaarinen, jos se voidaan
kirjoittaa seuraavassa muodossa (vrt. polynomi):

y™ +pp 1 (2)y D - 4 pi(2)y + po(x)y = g(x).

Funktio g(z) sekd kaikki funktiot p;(z) ovat sellaisia, joissa ei esiinny tuntematonta
funktiota y.

Esimerkki 7.20. Seuraavat differentiaaliyhtdlot ovat lineaarisia:
y" + 22y = V',
y(5) _ %ym + 23:\/5?/// _ y/ + ewy =z,
y' —y=0.

Joskus differentiaaliyht&l6d pitdd hieman muokata, jotta se saadaan lineaariseen muo-
toon.

Esimerkki 7.21. Yht&lo

.CE3y" —x2y'+wy — 323
on lineaarinen, jos z # 0, silld talldin yhtild voidaan jakaa puolittain termilld 23, jolloin
saadaan

1 1
y//_ _y/_|_ —y = 1.
A KA
Lineaaristen differentiaaliyhtéléiden ratkaisemiseksi on olemassa hyvin tunnettuja me-

netelmid. Talla kurssilla tarkastellaan vain ensimmadisen kertaluvun lineaarisia differen-
tiaaliyhtaloité, jotka ovat siis muotoa

y' +p(z)y = q(2).
Esimerkki 7.22. Ensimmaiisen asteen lineaarisia yht&loita:
y' +zy =0,
Yy — Vdy = 2ze”.
Joissakin erikoistapauksissa, funktioista p ja ¢ riippuen, ensimméisen asteen lineaari-

nen yhtilo voidaan ratkaista jo tuntemillamme menetelmilld. Tarkastellaan ensin n&itéa
erikoistapauksia.

Jos p(x) = 0, yhtél6 on hyvin yksinkertainen:
y' = q(z).
Tamén ratkaisu 16ytyy etsimélld ¢:n integraalifunktio @, jolloin

y(@) = Q) + C.
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Esimerkki 7.23. Yhtélo

y =142
on ensimméisen asteen lineaarinen yhtdls. Téssi ¢(z) = = + 2, ja tdmén erds integraali-
funktio on Q(z) = £%/2 + 2x. Yhtiilén kaikki ratkaisut ovat siis muotoa

1
y(z) = 5:132 +2z+4+C,

missd C on integroimisvakio.

Jos q(x) = 0, yhtéload kutsutaan homogeeniseksi:

y' +p(z)y =0.
Homogeenisella yhtalolla on aina erityisratkaisu y(z) = 0. Jos oletetaan, ettd y(z) # 0,
yhtéld on separoituva:

Vasemman puolen integraalifunktio on In|y| (itseisarvomerkit tarvitaan, jos ei tiedetd,
onko y positiivinen vai negatiivinen). Merkitsemé&lld funktion p integraalifunktiota P,
saadaan
Inly| = —P(z) + C1,

Téastd saadaan eksponenttifunktion avulla ratkaisu

\y($)| _ e—P($)+C1 — eCleP(x).
Vakio €“! on aina positiivinen, koska eksponenttifunktio saa vain positiivisia arvoja.
Funktio y voi kuitenkin olla myds negatiivinen. Korvataan vakio e“! vakiolla C, joka voi
olla positiivinen tai negatiivinen (mutta ei C = 0), niin voimme luopua itseisarvomer-
keisté, ja saamme homogeenisen yhtalon separoidun ratkaisun:

y(z) = CeP@  C #£0.
Jos vield sallitaan, ettd C' = 0, saadaan myo0s erillisratkaisu y = 0 sisdllytetyksi samaan
ratkaisuun:
y(z) = Ce P,

Esimerkki 7.24. Ratkaistaan homogeeninen yht&lo

Y + (e +8)y =0.
Erillisratkaisu on aina y = 0. Oletetaan sitten, ettd y # 0, jolloin voidaan separoida
yhtalo:

= —e% — 8.

@ s

Oikean puolen erds integraalifunktio on P(z) = —e® — 8z. Ratkaisuksi saadaan siis
In|y| = —e* — 8z + 4,
josta
y(z) = Ce ¢ 8,
Jos C =0, tdmi ratkaisu on sama kuin erillisratkaisu.
Esimerkki 7.25. Tarkastellaan alkuarvotehtévia
4z
—y =0, 0) =2.
211V y(0)
Tehtévin differentiaaliyhtdlé on homogeeninen yhtals, jonka erillisratkaisu on y = 0.

Tamai ei toteuta alkuarvoehtoa, joten voimme olettaa, ettd y # 0. T&lloin yhtdld voidaan
separoida:

Y —
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Oikealla puolella on yhdistetty funktio 1/(z? 4+ 1) kerrottuna sisifunktion derivaatalla

2z seké vakiolla 2:
2z

2241
Yhdistetyn funktion integraalisdinnén mukaan tdmén integraalifunktio on

P(z) = 2In(z® + 1).

p(z) =2

Tuloksen voi tarkistaa helposti derivoimalla:

D P(z) =D 2In(z? +1) = 2.

o 2z = p(x).

Yhtélon ratkaisu on siis
y(z) = Ce M@ ) = Cen@+1)* — (52 4 1)2,
Alkuarvoehdon mukaan
y(0) = C(0* +1)> =C =2,
joten lopullinen ratkaisu on
y(z) = 2(z? +1)2

Téydellisen lineaarisen yhtélon (p(x) # 0, g(z) # 0) ratkaiseminen perustuu tulon deri-
vointisddntdon ja homogeenisen yhtdlon ratkaisuun. Tarkastellaan ensin erikoistapausta
p = u'/p, missi p (lausutaan “myy”) on jokin positiivinen funktio:

!

7
Y + —y = q(z).
7

Tamé yhtalo voidaan kertoa puolittain u:114, jolloin saadaan:

py' + u'y = pq(z).
Tulon derivointisaannon nojalla D(uy) = py’ + 'y, joten yhtélé voidaan kirjoittaa muo-
dossa

D(py) = pq(z).
Nyt taytyy vain etsid oikean puolen integraalifunktio:

py = /uq(w) dz + C.

Koska p on positiivinen, voidaan jakaa yhtalo lopuksi puolittain p:lld, jolloin saadaan
ratkaisuksi

o) = ([ uhata) s + ).

(Huomaa, ettd integroimisvakio j&& sulkeiden sisdén.)

Tamé ratkaisu siis onnistuu, jos voimme 10ytda sellaisen positiivisen funktion u, jolle
pétee p = p'/p, eli

p' —p(z)p = 0.
Tallaista funktiota u kutsutaan integroimistekijiksi, koska silla kertominen mahdollistaa
yhtélon ratkaisemisen eli integroimisen. Integroimistekijé 10ytyy ratkaisemalla ylla oleva
yhtalo. Tamé yhtdlo on homogeeninen ensimméisen asteen lineaarinen yht&ls, jonka
ratkaisu jo tunnetaan. Se on

p(z) = Ce’),
missd P on funktion p integraalifunktio. Valitaan integroimisvakioksi C' = 1, jolloin
saadaan yksinkertainen positiivinen ratkaisu:

p(z) = @,

Kun integroimistekija on 16ydetty, voidaan yhtdlo ratkaista edelld kuvatulla tavalla.
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Esimerkki 7.26. Ratkaistaan ensimmaéisen asteen lineaarinen yht&lo

Y + 2y = €.
Lasketaan ensin integroimistekija. Funktiolla p(z) = 2 on integraalifunktio P(z) = 2z,
joten

plz) = e
Kerrotaan yhtidlé puolittain integroimistekijélla:

eZmyl T 2xe2zy — erez.

Tulon derivointis#innén mukaan D(e??y) = e?®y + 2ze¢?y, ja eksponenttifunktion las-
kusdantdjen mukaan e?Te® = e3*. Yht#lo voidaan siis kirjoittaa muotoon

D(e**y) = 3%,

Oikean puolen integraalifunktio on €3* (koska D(3€3?) = €37

%e -3 = €%%). Saadaan siis

1
ey = 563;6 + C,
josta

1 1
y(z) =e %® (5635” + C’) = gew +Ce 2,
Esimerkki 7.27. Tarkastellaan alkuarvotehtdvaa

zy —y=3z, y(l)=-3, z>0.

Koska z > 0, voidaan yhtdlo muuttaa lineaariseksi:

1
y —~y=3.
x
Nyt kerroinfunktio on p(z) = —1/z, ja tdmén integraalifunktio on P(z) = —Inz. In-
tegroimistekijiksi saadaan
M(l_) — eP(:c) — e—lnw — (elnw)—l — $—1 — 1
x

Kerrotaan yhtdlén molemmat puolet integroimistekijélla, jolloin yhtaloé tulee muotoon

1 3
D <_y> T
z x
Koska oletettiin, ettd £ > 0, niin oikean puolen integraalifunktio on 31nz, jolloin

1
—y=3lnz+C.
x

Téstd saadaan yhtélon ratkaisu
y(z) =3zlnz + Cxz.
Alkuarvoehdon mukaan
y(1)=3-1-In14+C-1=C = -3,
joten alkuarvotehtdvén ratkaisu on

y(z) =3zInz — 3z = 3z(lnz — 1).

Kerrataan vield ensimmaisen asteen lineaarisen yhtdlon ratkaisumenetelma.
1) Jos p(x) = 0, ratkaisu on ¢:n integraalifunktio.
2) Jos ¢g(z) = 0, yht&lo on separoituva.

Muuten
3) Etsitdén integroimistekija p = ef(®).
4) Kerrotaan yhtélo p:lld ja kirjoitetaan vasen puoli muotoon D(uy).
5) Etsitddn oikean puolen integraalifunktio, ja jaetaan se p:lla.
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7.3. Korkeamman kertaluvun differentiaaliyht&léistd. Korkeamman kertaluvun
differentiaaliyhtdlot ovat yleensé vaikeita ratkaista. Joskus kuitenkin ratkaisun voi 16ytaa
yvhtélon muotoa tarkastelemalla.

Esimerkki 7.28. Tarkastellaan yht&loa
yl/ly — O.
Yht#lostd nahdéddn heti, ettd joko y = 0 tai sitten ¢/ = 0. Jialkimmaisessd tapauksessa

y" = A, jolloin 3y = Az + B ja

1
y(z) = §A$2 + Bz + C.

Jos A= B = (C =0, saadaan jo 16ydetty ratkaisu y = 0.
Esimerkki 7.29. Tarkastellaan alkuarvotehtdvas
y"y" =2, 4"(0)=0, ¢'(0)=1, y(0)=2

Tulon derivointisd&énnon nojalla
n,n mn, 1

D(y"y") =y"y" +y"y" = 2"y
Siispé tehtévan yhtéld voidaan kirjoittaa muotoon

1
5 PW"") =2,

eli
D((y")?) = 4.
Oikean puolen erds integraalifunktio on 4z, joten
(y")? = 4z + C.
Ottamalla neliGjuuret molemmilta puolilta saadaan

y"(z) = +V4z + C.

Oikean puolen integraalifunktio on vaikea 16ytéd. Kéytetddn sen sijaan alkuarvoehtoa:
y"(0) =+vV4-0+C = +VC =0,
josta saadaan C = 0, eli

y'(z) = £V4z = £2z'/2.

3/2

Nyt oikean puolen integraalifunktio on %ac , joten

4
y'(z) = i§x3/2 + D.
Kayttamalla toista alkuarvoehtoa saadaan

4
ﬂ®:i§0+D:L

Tamén mukaan D = 1, jolloin
4
y'(z) = :|:§ac?’/2 + 1.
Nyt oikean puolen integraalifunktio on %mw 2 4z, joten

y(z) = :t18—5:1:5/2 +z+E.
Viimeisestd alkuarvoehdosta saadaan vield
y(0) ::|:18—5-O+0—|—E:2,
josta E = 2, ja lopulta

8
y(z) = iﬁ$5/2 +z+2.
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Joskus yhtédlossa esiintyy vain tuntemattoman funktion derivaattoja eiké lainkaan ky-
seistd funktiota sellaisenaan. T&ll6in voidaan ajatella alinta esiintyvéd kertalukua oleva
derivaatta tuntemattomaksi funktioksi, jolloin saadaan alempaa kertalukua oleva yhtalo.

Esimerkki 7.30. Tarkastellaan toisen asteen yht&lod
oy +2y =z, (z>0).

Yhtélossd esiintyy vain tuntemattoman funktion derivaattoja. Ajatellaan nyt, ettd tun-
tematon funktio onkin v(z) =%/, jolloin yht#lo voidaan kirjoittaa muodossa

v+ 2v = z.

Tamé on ensimmaéisen asteen lineaarinen yhtalo, joka osataan jo ratkaista:
2
v+ Zu=1.
T
Koska z > 0, funktion p(z) = 2/z integraalifunktio on P(z) = 2Inz. Integroimistekijé
on siis
P(z) _ eZlnz In 22 2

u=e =e =z°.

Kerrotaan yhtdlo puolittain integroimistekijélla, jolloin se tulee muotoon
D(z*v) = z°.

Oikean puolen integraalifunktio on %x?’. Téaten

1
z?v = §£L‘3 +C,

josta
1 C
v(z) = 3% + pox
Koska funktio v on y:n derivaatta, on y v:n integraalifunktio:
=—z°“— — 4+ D.
ylz) =gz° = —+

Joskus yhtélossa ei esiinny lainkaan muuttujaa £ muuten kuin tuntemattoman funktion
y muuttujana. Talloin voidaan ajatella kuten edelld, ettd tuntematon funktio on v = 1/,
mutta talld kertaa muuttujana toimiikin !

Esimerkki 7.31. Tarkastellaan toisen asteen yhtaloa
y' =2y

Ajatellaan, ettd tuntematon funktio onkin v(y) = ', muuttujana y. Koska v(y) on itse
asiassa yhdistetty funktio, saadaan yhdistetyn funktion derivointisédnnén perusteella

y" =D(y) = D(v(y)) =v'(y)y = v'v.
Nyt yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon
v'v = 2vy.
Funktio v = 0 toteuttaa yhtdlon. Oletetaan, ettd v # 0, jolloin yhtdlé voidaan jakaa
puolittain wv:11&:
v = 2y.
Oikean puolen integraalifunktio on 2, joten
v(y) =y* +C.
Tésté pitéisi vield ratkaista y. Koska itse asiassa v = ¢/, niin
y' =y*+C.

Tama yhtalo on separoituvas:
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Vasemman puolen integraalifunktiota ei késitelld talld kurssilla, joten jatdmme ratkaisun
tdhén vaiheeseen. Kyseinen integraalifunktio 16ytyy kylld taulukkokirjoista.

Toisen asteen wvakiokertoiminen homogeeninen lineaarinen yhtélé on muotoa

y" +p1y’ +pay =0,
missé p1 ja pe ovat vakioita. Téllainen yhtélo ratkaistaan tarkastelemalla ns. karakteris-
tista polynomia

k% + pik + po.
Erityisesti, jos télld polynomilla on kaksi (eri) positiivista juurta k1 ja kg, yhtélon yleinen
ratkaisu on
y(z) = Cref® + Cyeh2®,

missd C] ja Co ovat integroimisvakioita.
Esimerkki 7.32. Tarkastellaan homogeenista vakiokertoimista yht&loa

y" =3y + 2y =0.
Tamén yhtalon karakteristinen polynomi on

k? — 3k + 2.

Ratkaistaan karakteristisen polynomin juuret:

3+v9—-4-1-2 341

kio= = .

’ 2-1 2
Juuret ovat siis k1 = 2 ja ko = 1. Yhtdlon ratkaisu on

y(z) = C1e** + Cae®.

Jollei vakiokertoiminen yht&lo ole homogeeninen, se on muotoa

y" +p1y’ +pay = q(a).
Jos téllaiselle yhtélolle 16ytdd jonkin yksittédisen ratkaisun y,, saadaan loput ratkaisut

lisdamélla vastaavan homogeenisen yhtilon ratkaisu yp, l0ydettyyn yksittaisratkaisuun.
Yksittaisratkaisut 16ytyvét yleenséd helpoimmin kokeilemalla.

Esimerkki 7.33. Tarkastellaan epdhomogeenista vakiokertoimista yht&aloa
y" — 3y + 2y =2z — 2.
Yritetddn 16ytda yhtalolle yksittdisratkaisu kokeilemalla. Koska yhtélon oikealla puolel-
la on ensimmadisen asteen polynomi, kannattaa kokeilla myos ratkaisuksi ensimmaéisen
asteen polynomia:
yp(z) = Az + B.
Témin derivaatat ovat y,(z) = A, ja y,(z) = 0. Sijoittamalla ndmi ratkaistavaan yhté-
166n saadaan
0-3A+2(Az+ B) =24z —3A+ B =2z —2.
Jotta polynomit olisivat samat, taytyy kaikkien termien kertoimien olla samat. Tamén
vuoksi taytyy olla
2A=2 ja —3A+B=-2
Téstéd voidaan helposti ratkaista A =1 ja B = 1/2. Siispa
1
yp(z) =2 + 7"
Vastaava homogeeninen yhtélo ratkaistiin jo edellisessid esimerkissd. Epdhomogeenisen
yhtalon kaikki ratkaisut ovat siis muotoa

1
y@)=ypt+yp=z+ 3 + C1e%® + Che®,

missd C7 ja Cy ovat vakioita. Jos C; = Cy = 0, saadaan 10ydetty yksittaisratkaisu.
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8. USEAN MUUTTUJAN FUNKTIOT

Monet suureet riippuvat useammasta kuin yhdestd muuttujasta. Jos ndmé muuttujat
eivit riipu suoraan toisistaan, ei riippuvuutta voi taydellisesti kuvata yhden muuttujan
funktiolla. Ajatellaan esimerkiksi suorakulmion pinta-alaa. Pinta-ala riippuu suorakul-
mion leveydestéd ja korkeudesta, mutta ndmé& ovat yleensd riippumattomia toisistaan.
Toinen esimerkki voisi olla jo aiemmin mainittu ldmpdotila metsissa. Lampotila riippuu
paitsi mittaushetkestd myos mittauspaikasta, eikd nailla - ajalla ja paikalla - ole selvis-
tikdan mitdan keskindistéd riippuvuutta.

Usean muuttujan funktioissa ei periaatteessa ole mitdén poikkeuksellista verrattuna yh-
den muuttujan funktioihin. Jokaista muuttujien arvoa vastaa edelleen tdsmélleen yksi
funktion arvo. My0s raja-arvo ja jatkuvuus voidaan méaritelld samaan tapaan kuin yh-
den muuttujan funktioilla. Kéytdnnossa usean muuttujan funktioiden hahmottaminen on
kuitenkin usein hankalampaa jo senkin takia, ettd kuvaajien piirtdminen tulee helposti
ldhes mahdottomaksi.

Esimerkki 8.1. Suorakulmion pinta-ala on funktio A : [0, 00[Xx [0, 00[ — R,
Az, y) = zy.
Maarittelyjoukon merkintd X X Y tarkoittaa sitd, ettd ensimméinen muuttuja z on

ensimmaiselld valilla X, ja toinen muuttuja y toisella. Jos suorakulmion leveys on 3 ja
pituus 4, sen ala on A(3,4) =3-4 =12.

Esimerkki 8.2. Tarkastellaan funktion
1
flz,y) = y—1 + In(y — )

madrittelyjoukkoa xy-tason osajoukkona. Jotta nimittdjéksi ei tulisi nolla, taytyy olla
y # 1. Madrittelyjoukosta tdytyy siis poistaa suora, jolla y = 1. Lisdksi, koska logaritmi
on madritelty vain positiivisilla luvuilla, tdytyy olla y > z. Tamé toteutuu suoran y = x
ylapuolella. Funktio voidaan siis méaaritelld kuvan viivoitetussa alueessa, lukuunottamat-

tasuoriay =1jay ==z.
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Esimerkki 8.3. Ajatellaan mainittua ldmpdétilaa metséssd. Tdma voidaan ajatella kol-
men muuttujan funktiona, silld ldmpdtila riippuu mittauspaikan x- ja y-koordinaateista
sekd mittaushetkestd. Téallainen funktio voitaisiin méaritelld vaikkapa T : Ax[0,24] — R,
missd A on jokin xy-koordinaatiston alue, jossa metsi sijaitsee. Ajanyksikk6énd on tun-
nit, ja mittauksia suoritetaan yhden vuorokauden ajan. Jos piste (—1,2) sijaitsee met-
séssd, niin lampotila téssd pisteessid keskipdivalla on T'(—1,2,12). Tamé voi olla vaikka
T(~1,2,12) = 20°C.
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Esimerkki 8.4. Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

y' =Vvy+az, y1)=0.

Jos médritellisn kahden muuttujan funktio f : Rx[0,00[ = R, f(z,y) = \/y+z, voidaan
yhtéls kirjoittaa 3y’ = f(z,y). Alkuarvokohdassa z =1,y =0 ja

y' = f(1,00=v0+1=1.

Usean muuttujan funktion hahmottamista auttaa usein, jos valitsee yhden muuttujan
kerrallaan tarkasteltavaksi ja ajattelee muut muuttujat vakioiksi. Néin voi tutkia sita,
miten kukin muuttujista erikseen vaikuttaa funktion kdyttdytymiseen. Talloin téaytyy
kuitenkin olla varovainen, koska usean muuttujan yhteisvaikutus voi olla erilainen kuin
kunkin muuttujan vaikutus yksindén.

Esimerkki 8.5. Tasapaksu metallitanko on asetettu koordinaatistoon siten, ettd sen
keskikohta on origossa ja paét pisteissd £ = —1 ja £ = 1. Tankoa ldmmitetdan 10 se-
kuntia siten, ettd kohdassa z ldmpdotila Celsius-asteina ¢ sekunnin kuluttua lammityksen
alkamisesta on

T(x,t) = 1000(1 — e ) (1 — z?).

Tarkastellaan ensin 1dmpétilan riippuvuutta ajasta. Olkoon siis x-koordinaatti vakio x =
C, jolloin funktio niyttda talta:

T(t) = 1000(1 — e %) (1 — C?).

Jos viels merkitisn selvyyden vuoksi 1000(1 — C?) = D, joka siis on vakio ajan suhteen,
lauseke on

T(t) = D(1—e™").
N&hdaén, ettd ajan suhteen ldmpenemisessd on kyse 1dhinné eksponenttifunktiosta.

Tarkastellaan sitten lampdtilan riippuvuutta paikasta. Olkoon ajanhetki vakio ¢t = C,
jolloin funktio tulee muotoon

T(z) = 1000(1 — e~%)(1 — z?).
Merkitéin téssd taas selvyyden vuoksi 1000(1 — e~¢) = D, jolloin
T(x) = D(1 — z?).

Nyt ndhdaén, ettd paikan suhteen ldmpdtila on toisen asteen polynomi, jonka huippu on
tangon keskelld.

8.1. Usean muuttujan funktioiden kuvia. Helpoin tapa piirtdd kuvia usean muut-
tujan funktiosta perustuu edelld mainittuun ajattelutapaan. Valitaan yksi muuttuja,
sijoitetaan muiden paikalle eri vakioita, ja piirretdan kustakin néin syntyvéstd yhden
muuttujan funktiosta tavallinen kuvaaja. Jos vakioksi asetettu muuttuja kuvaa esimer-
kiksi aikaa, saadaan talld tavoin erdfnlaisia pysdytyskuvia siitd, miltd funktio néyttaa
tietyllad ajanhetkelld.

Esimerkki 8.6. Tarkastellaan edelleen 1ammitettdvad metallitankoa. Tutkitaan ensin
lampdtilan riippuvuutta paikasta eri ajanhetkind. Tatd varten asetetaan t vakioksi C,
jolloin funktion lauseke tulee (kuten edelld) muotoon

T(x) = D(1 — z?),

missd D = 1000(1 — e~¢). Olkoot tarkasteltavat ajanhetket ¢ = 0,1,5,10 s. Sijoitetaan
ndmé luvut vakion C paikalle (joka siis kuvasi ajanhetked), jolloin saadaan vakion D
arvoiksi 0, 632, 993 ja 1000. Piirretddn funktion 7'(z) kuvaaja niilla D:m arvoilla.
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Nihdaén, ettd lampdotilan huippu on koko ajan keskelld tankoa ja tangon padt ovat koko
ajan nollan asteen lampotilassa.

Tutkitaan vield ldmpotilan riippuvuutta ajasta eri kohdissa tankoa. Asetetaan siis z
vakioksi C, jolloin funktio on

T(t)=D(1—e?),

missd D = 1000(1 — C?). Tutkitaan limpenemisti kohdissa z = 0,0,2,0,5, 1. Sijoitetaan
néma vakion C paikalle, jolloin D saa arvot 1000, 960, 750 ja 0. (Negatiivisilla z:n arvoilla
saadaan samat D:n arvot.) Piirretdén kuvaaja 7T'(t) néilld D:m arvoilla.

100 1000
800 800
600 600
T T
400 400
200 200
[0 s e e s e L N L [ s o e L N L L L N N
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1000: 1000:
800; 800;
600; 600;
400; 400;

200 2001

Kuvaajista ndhdéédn, ettd lampdotila on alussa joka pisteessd 0, ja ldhestyy ajan myo6ta
kullekin pisteelle ominaista D:n arvoa. Tangon paassd lampdtila on vakio.

Varsinaisia kuvaajia, eli koordinaatistoon piirrettyja kiyrid, voi oikeastaan piirtdd vain
korkeintaan kahden muuttujan funktioista. Kahden muuttujan funktion kuvaaja on zyz-
koordinaatistoon sijoittuva pinta. Kussakin pinnan pisteessa x- ja y-koordinaatit kertovat
muuttujien arvot, ja z-koordinaatti kertoo funktion arvon. Kuten funktioilla yleensé, ku-
takin muuttujien arvoja voi vastata vain yksi funktion arvo, joten kutakin paria (z,y)
voi kuvaajan pisteissd vastata vain yksi z:n arvo. Tama tarkoittaa sitd, ettd mikadn pys-
tysuora ei voi leikata funktion kuvaajaa useammin kuin kerran. Kuvaajien piirtdmisessé
taytyy yleensd kiyttdd apuna tietokoneita, vaikka yksinkertaisten funktioiden kuvaajia
pystyy itsekin hahmottelemaan.

Esimerkki 8.7. Seuraavassa kuvassa on edelld kisitellyn metallitangon ldmpoétilan ku-
vaaja ajan ja paikan funktiona.

aof ,,,;‘ O] \
it Ae'-‘i\\\\\\\\\\\\
i M‘ b
_0,5 .éll /X ‘ ‘ “‘I“\‘\\\\““\\

X

Esimerkki 8.8. Tarkastellaan funktiota f(z,y) = z + 2. Témin kuvaaja voidaan hah-

motella seuraavasti. Piirretdan ensin muutamilla eri z:n arvoilla kuvaajia xyz-koordinaatistoon.

Ni#mi kuvaajat ovat paraabeleja, esim. z = 14 y2. Témén jilkeen piirretiiin muutamilla
eri y:n arvoilla vastaavat kuvaajat samaan koordinaatistoon. Namé kuvaajat ovat suoria,
esim. z = x + 4. Lopuksi kuvaa voi varjostaa maun mukaan.
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Kahden muuttujan funktioista voi my0s piirtdd tavalliseen xy-koordinaatistoon niin sa-
nottuja tasa-arvo- eli korkeuskayrakuvia. Téllaisessa kuvassa xy-koordinaatistoon piir-
retddn sellaisia kdyrié, joilla funktion arvo on vakio. Kéyrdn yhteyteen merkitdin usein
my06s funktion kasvusuunta "veden virtauksen” mukaan.

Esimerkki 8.9. Piirretddn funktion
flz,y) =

tasa-arvokayrakuva. Merkitdén funktion arvoa z = f(z,y). Tarkoituksena on piirtdéd xy-
tasoon kdyrid, joilla z on vakio. Ratkaistaan sitd varten z:n lausekkeesta y.

1
er? 4y

2
=T =1/z

— 2+ zy =In|1/z]

1
er?+ay

= zy=In|1/z| — *
In|1
_mlysl

Téaméan jélkeen sijoitetaan z:n paikalle eri lukuja, ja piirretdén syntyvien funktioiden
kuvaajat xy-koordinaatistoon.

9 0’0-;5 s,

Wi i
SOSERGADN)

ottt

Jos funktio riippuu useammasta kuin yhdestd muuttujasta, edelld mainittuja keinoja voi
vapaasti yhdistelld. Voidaan esimerkiksi valita kaksi muuttujaa, asettaa muut muuttujat
vakioiksi, ja piirtdd kahden muuttujan kuvaajia eri vakioiden arvoilla. Toisaalta voidaan
piirt&a tasa-arvokdyria kolmiulotteiseen koordinaatistoon.
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Esimerkki 8.10. Seuraavissa kuvissa on hahmoteltu funktiota f(z,y,z) = zyz. En-
simméisessd kuvassa on valittu kolme eri C:n arvoa (1, 2 ja 4) ja piirretty niiden mu-
kaan funktion f(z,y) = Czy kuvaajat samaan koordinaatistoon. Toisessa kuvassa on
funktion f tasa-arvokdyrdkuva. Tasa-arvokdyrdt ovat nyt kolmiulotteisessa avaruudessa
olevia pintoja, joiden kaikissa pisteissé (z,y, z) funktio f saa vakioarvon.

T

<z
<t
)

0,5

8.2. Osittaisderivaatat ja gradientti. Usean muuttujan funktiolle ei voida méaritelld
mitddn lukua, joka kertoisi funktion kasvunopeuden tietyssd pisteessd. Tamé on luon-
nollista, silld muuttuja voi kiyttdytyd hyvin eri tavalla eri muuttujiensa suhteen. Kas-
vunopeus ajan suhteen voi olla erilainen kuin kasvunopeus paikan suhteen, joten néité
taytyy tarkastella erikseen.

Maisritelma 8.11. Olkoon f funktio, joka riippuu n:std muuttujasta x1,...,z,. Tar-
kastellaan jotain muuttujaa z; ja ajatellaan muut vakioiksi. Télloin saadaan funktio
fi(z;) = f(z1,...,zy,), joka riippuu vain muuttujasta z;. Funktion f osittaisderivaatta
muuttujan x; suhteen on tdman funktion f; derivaatta. Osittaisderivaattoja merkitdan
yleensd 0;f, Oy, f, (% f tal fg,. (Merkki 0 lausutaan "doo”.)

Osittaisderivaatan médritelmé voi tuntua monimutkaiselta, mutta kyse on vain siité, etta
funktio derivoidaan tietyn muuttujan suhteen. Muut muuttujat ajatellaan vakioiksi.

Esimerkki 8.12. Lasketaan funktioiden f(z,t) = tz? + 2t ja g(z,vy,2) = zyz? + ™
osittaisderivaatat. Laskettaessa funktion f ensimmdéistd osittaisderivaattaa ajatellaan ¢
vakioksi, jolloin

O f(z,t) =t 224+ 0 = 2tz.
Laskettaessa toista osittaisderivaattaa ajatellaan puolestaan z vakioksi:
Of(z,t)=1-22+2-1=2>+2.

Funktion g osittaisderivaatat lasketaan samalla tavoin. Myds yhdistetyssd funktiossa
sisdfunktion derivaatta riippuu siitd, minkd muuttujan suhteen derivoidaan. Saadaan
siis

Og(z,y,2) = 1-y2® + e -y = y2* + ye™,

Oog(z,y,2) =x-1-2° + % -z = 2% + ze™,

O39(x,y,2) = xy - 22 + 0 = 2zy=.

Osittaisderivaatassa z:n suhteen ei esiinny eksponenttifunktiotermié, koska kyseinen ter-
mi ei alkuperéisessa funktiossa lainkaan riipu z:sta.
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Esimerkki 8.13. Tarkastellaan erisin aikaisemman esimerkin funktion f(z,y) = = + 32
osittaisderivaattoja. Nama ovat

Oif(z,y) =1 ja Oaf(z,y) = 2y.

Tam4 tarkoittaa sitéd, ettd z:n suhteen funktio kasvaa vakionopeudella, kun taas y:n suh-
teen sen kasvunopeus riippuu tarkasteltavan pisteen g:n arvosta. Kuvaajan kannalta se
merkitsee, ettd x-akselin suunnassa funktio kasvaa kaikkialla tasaisesti eli "rinteen jyrk-
kyys” on vakio, kun taas y-akselin suunnassa kasvu on sitd nopeampaa, mitd kauempana
ollaan x-akselista.

Esimerkki 8.14. Tarkastellaan edelld kisiteltyd alkuarvotehtdvad

v =\y+z, y(1)=0.
Maédéritellddn kahden muuttujan funktio f(z,y) = \/y+2z. Tdmén osittaisderivaatat ovat
1
m.
Osittaisderivaatta y:n suhteen ei ole méaritelty, kun y = 0. Alkuarvoehdossa kuitenkin

y = 0, joten olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen ehdot eivit toteudu. Alkuarvotehté-
valla voi siis olla useita tai ei yhtdén ratkaisua.

8$f(x,y) =1 ja Byf(m,y) =

Funktion osittaisderivaatat kertovat funktion kasvunopeuden tietyn muuttujan suhteen.
Niita voidaan siten kdyttda samanlaiseen analyysiin kuin tavallistakin derivaattaa, jos ol-
laan kiinnostuneita vain tietyn muuttujan vaikutuksesta. Tésséd yhteydessd on kuitenkin
edelleen muistettava, ettd monen muuttujan yhteisvaikutus voi olla monimutkaisempi
kuin muuttujien vaikutukset erikseen. Esimerkiksi osittaisderivaattojen olemassaolo ei
takaa funktion jatkuvuutta kuten yhden muuttujan funktioiden tapauksessa.

Esimerkki 8.15. Tarkastellaan jélleen metallitankoa, jonka ldmpenemistd kuvaa funktio
T(x,t) = 1000(1 — e ) (1 — z?).
Tamén osittaisderivaatat ovat
0, T (x,t) = 1000(1 — e *)(0 — 2z) = —2000(1 — e ¥)z,
T (z,t) = 1000(0 — e *)(—1)(1 — z?) = 1000e *(1 — z?).

Jalkimmainen osittaisderivaatta kuvaa metallitangon lampenemisnopeutta ajan suhteen.
Esimerkiksi ldampenemisnopeus kohdassa z = —0,2 hetkelld ¢ = 2 s on

oT(—0,2,2) = 1000e~2(1 — (—0,2)%) = 130 (°C/s).

Ensimméinen osittaisderivaatta kuvaa metallitangon ldmpenemisnopeutta paikan funk-
tiona. Ratkaisemalla tdmé&n nollakohdat ajanhetkelld ¢ = 1 s saadaan selville, missé
kohtaa tankoa lampdtila saavuttaa huippunsa kyseiselld ajanhetkelld. Selvisti

0, T(2,1) = —2000(1 —e )z =0 < z=0.
Lampdtilan huippukohta hetkelld £ = 1 s on siis tangon keskellé.

Funktioille voidaan my&s laskea korkeampia osittaisderivaattoja. Tutkitaan esimerkiksi,
miks tangon kohta ldmpenee nopeimmin. Lidmpenemisnopeutta kuvaa osittaisderivaat-
ta 0;T. Tangon kohta, jossa tdmé& nopeus saavuttaa huippuarvonsa, on paikan suhteen
lasketun derivaatan nollakohta. Kyseinen derivaatta on

00T (2, 1) = 8;(1000e™t (1 — z2)) = 1000e (0 — 22) = —2000e " z.

Koska eksponenttifunktio on aina positiivinen, ainoa nollakohta on z = 0. Tangon kes-
kikohta siis lampenee nopeimmin.
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Palautetaan seuraavaksi mieleen wvektorin kisite. Jos avaruuden dimensio on m, siiné
oleva vektori on muotoa

T = (.'131,.’1,'2,. .- 7~Tn)7
missé z1, ..., Ty ovat vektorin komponentit. Naméa voivat olla mitd tahansa reaalilukuja.
Vektoreita merkitddn yleensd jollain seuraavista tavoista: Z, Z tai x. Saman avaruuden
vektoreita voi laskea yhteen:

($17""xn) + (yl"" 7yn) = ("L.1 +y17"' ,xn +yn)'
Liséksi mink4 tahansa vektorin voi kertoa jollain reaaliluvulla komponenteittain:

a(z1,...,zp) = (az1,...,0zy).

Vektorilla on suunta ja pituus, joten vektoria voidaan kuvata nuolella. Vektorin pituus

on
[ = ot + - +af.

Merkintd on sama kuin itseisarvolla, mutta niin on méairitelmékin, silld V22 = |z|. Jos
vektori kerrotaan jollain positiivisella luvulla a, sen pituus muuttuu a-kertaiseksi, mutta
suunta sailyy samana.

Esimerkki 8.16. Tarkastellaan vektoreita @ = (1,2), b = (3,—4) ja ¢ = (1,—1,4).
Vektorit a ja b ovat kaksiulotteisen avaruuden eli tason vektoreita, ¢ on kolmiulotteisen
avaruuden vektori. Lasketaan vektorien pituudet:

jal = 1(1,2)] = V12 +22 = V1 +4 = V5,
bl = (3, —4)| = /32 + (—4)2 = VO + 16 = V25 = 5,
el = 1(1,—1,4)| = V12 + (=12 + 422 = VI + 1+ 16 = V18.
Lasketaan sitten yhteen kaksi ensimmaisté vektoria:
a+b=(1,2) +(3,—4) = (1+3,2—4) = (4,-2),
ja kerrotaan toinen vektori kahdella:

2b = 2(3,—4) = (6,—8).

Kertomalla saadun uuden vektorin pituus on

(6, —8)| = /62 + (—8)2 = v/36 + 64 = /100 = 10,

eli vektori 2a on kaksi kertaa niin pitkéd kuin a.

. /

N\ te.. | atb
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Tason vektori i = (1,0) on x-akselin suuntainen, ja sen pituus on 1. Toisaalta vektori
j=(0,1) on y-akselin suuntainen ja myos yhden pituinen. N#itd vektoreita nimitetdén
tason kantavektoreiksi. Mika tahansa tason vektori voidaan ilmoittaa niiden avulla:

(a,b) = a(1,0) + b(0,1) = ai+ bj.
Esimerkki 8.17. Kirjoitetaan edellisen esimerkin tasovektorit kantavektoreiden avulla:

a = (152) = (1,0) +2(071) :i+2j,
b= (3,—4) =3(1,0) + (—4)(0,1) = 3i — 4j.

Kahden saman avaruuden vektorin pistetulo on komponenttien tulojen summa:
(T15-- -, %n) (Y1, -+ Yn) = T1Y1 + *+* + TnYn-
Esimerkki 8.18. Lasketaan edellisten esimerkkien tasovektorien pistetulo:
a-b=1(1,2)-(3,-4)=1-3+2-(-4) =3 —-8=—5.

Osittaisderivaatat sisdltdvit tietoa funktion kasvunopeudesta eri muuttujien suhteen.
Téama tieto voidaan koota vektoriksi, joka sisdltédd komponentteinaan osittaisderivaatat.

Miiritelmi 8.19. Olkoon f funktio, joka riippuu n:std muuttujasta z1, ..., z,. Funk-
tion f gradientti on vektori, jonka komponentteina ovat kaikki funktion osittaisderivaa-
tat. Gradienttia merkitddn V f (V lausutaan "nabla”). Siispé

Vf=(0f 0f,...,0nf)-

Funktion gradientti on maarittelyjoukon vektori, jonka suunta on se suunta, jossa funk-
tio kasvaa mopeimmin. Gradientin pituus taas kertoo funktion kasvunopeuden tuossa
suunnassa. Jos eri muuttujat kuvaavat eri suureita, kuten paikkaa ja aikaa, ei gradientin
merkitys ole aina ilmeinen.

Esimerkki 8.20. Tarkastellaan funktiota

2 2

flo,y) =e &2,
Tamén osittaisderivaatat ovat
81f($ay) = €_$2_2y2(_2x) = _2$6_z2_2y2a
Oof(wy) = * ' (-2 29) = ~dye * .
Funktion gradientti on siis
_p2_9,2 _r2_9,2
Vf(x,y) = (alf(may)aan(a:ay)) = (_2'776 T ,—4y€ S )
= 267562723’2(—:1:, —2y).
Kohdassa (1,1) gradientti on
VF(1,1) =272 (21, -2 1) = 2¢73(—1, -2).

Funktio kasvaa siis nopeimmin suunnassa (—1, —2) = —i — 2j (positiivisella luvulla 2e~3
kertominen ei vaikuta vektorin suuntaan). Kasvunopeus tuossa suunnassa on

2¢73|(—1,-2)| = 2¢73/(—1)2 + (=2)2 = 2¢>V/5.

Jos funktio f kuvaisi maaston korkeutta, gradientti kertoisi, missd suunnassa maasto
kohoaisi jyrkimmin.
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-2

-3

Oheisessa korkeuskdyrakuvassa gradientin pituutta on liioiteltu selvyyden vuoksi.
Esimerkki 8.21. Oletetaan, ettd ilman ldmpdtilaa jollain pienelld alueella kuvaa funktio
T(z,y,2) = —z2°Iny + 20.

Mehildinen lentdd talla alueella pisteessd (2,1,1). Se yrittad padstd mahdollisimman
nopeasti viileimpéaén. Mihin suuntaan sen olisi lennettava?

Lasketaan funktion T osittaisderivaatat:

alT(IE, Y, Z) = _22 lny7
2

—Iz
82T(J;,y,z) = y )

BT (z,y,2) = —z-2zIny = —2zz1ny.

Funktion gradientti on siis

9 —x2?
VT (z,y,2z) = | —2°Iny, ,—2xzlny | .
Y

Pisteessd (2,1,1) gradientti on

2

VT(2,1,1) = (—12 In1, ,—2-2. 1ln1) = (0,—2,0).

Gradientti kertoo, missé suunnassa lampétila kasvaa nopeimmin. Mehildisen on siis len-
nettdvéd vastakkaiseen suuntaan, joka on —(0,—2,0) = (0,—(-2),0) = (0,2,0) = 2j.
Tama on y-akselin suunta.

Gradientti ilmoittaa siis nopeimman kasvun suunnan, mutta sen avulla voidaan laskea
my06s kasvunopeus missd tahansa halutussa suunnassa.

Maisritelma 8.22. Olkoon ¥ vektori funktion f médrittelyjoukossa. Funktion f suun-
nattu derivaatta vektorin v suunnassa on

1
Vaf(z1,...,2,) = me(xl,...,mn)-ﬁ.

Suunnattu derivaatta kertoo funktion kasvunopeuden vektorin v méarddmassd suunnas-
sa.



48
Esimerkki 8.23. Tarkastellaan jilleen funktiota
fa,y) = e,
Tamén funktion gradientti oli
Vf(z,y) = 26_””2_23/2(—:5, —2y).

Tutkitaan nyt, miten nopeasti funktio kasvaa pisteesséi (1,1) vektorin ¥ = (—2,1) suun-
nassa. Gradientti pisteessd (1,1) on

VF(1,1) =2 V21 (—1,-2.1) = 2¢3(—1,-2).
Suunnattu derivaatta on siis

Vﬁf(la 1) = %

2
- LD+ D
— 2 (2-9)=0.

V/5e3

Kasvunopeus tdssd suunnassa on nolla. Vektorin ¢ tdytyy siis olla tdmén pisteen kautta
kulkevan korkeuskdyrdn suuntainen.

A WS 3

8.3. Usean muuttujan integraali. Kuten yhden muuttujan tapauksessa, rajoitumme
jélleen jatkuviin funktioihin. Usean muuttujan funktion integraalia merkitdan sisikkéi-

silla integraaleilla:
b1 bo bn
/ / flz1, ..., zp) doy ... drodry.
ai a2 a

n

Usean muuttujan integraalissa kullakin muuttujalla on oma integroimisvilinsa. Muuttu-
jan z; integroimisvéli on [a1, b], muuttujan ze integroimisvili on [ag, bs] jne. Integraalit
lasketaan yksi kerrallaan sisimmésta alkaen.

Esimerkki 8.24. Lasketaan kahden muuttujan integraali

1yl
/ / z+ydydz.
-1Jo
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Laskeminen aloitetaan sisimmaésté integraalista. Integrointi suoritetaan muuttujan y suh-
teen ja x ajatellaan vakioksi:

1 1
1

T +ydy= (wy-l— —y2>
J [ (av+3

0

1 1
= <$-1+§-12)—(m-0+§-02>

Sisemmaén integraalin tulos sijoitetaan sitten ulompaan integraaliin ja integroidaan x:n

suhteen:
1 1 1 1
1 1, 1
/_1 (/0 x+ydy> dw—/_1$+§d$—_/1 (535 +§w>

(k) (et
=1-0=1.

Integroimisvilit voivat myos riippua toisista muuttujista. Talloin tdytyy olla erityisen
tarkkana, kun sijoittaa vilin paatepisteitd integraalifunktioon. Kuten yhden muuttujan
tapauksessa, lopputulokseen ei saa jadda integroimismuuttujia.

Esimerkki 8.25. Lasketaan integraali

1 pzx 1z
//x+2ydydm=//(wy+y2)d:c
o Jo 04
1

:/ (z-z+22) — (z-0+0?))dzx

0
1 1
2

2/ 2x2dac:/—x3

0 03

2 2 2
=213 2.0 =",

3 3 3

Integraalin tulkinta on samanlainen kuin yhden muuttujan tapauksessa. Integraali il-
moittaa funktion kertymén integroimisalueella. Integroimisalue muodostuu integroimis-
valeistéd. Oletetaan, ettd kahden muuttujan integraalissa muuttujan z integroimisvéli on
[@,b] ja muuttujan y integroimisvéli on [c, d]. Tallin integroimisalue on tason suorakul-
mio, jonka nurkat ovat pisteissé (a,c), (b,c), (a,c) ja (b,d).

y

(a,d) (b,d)

. (a,c) 1 (be)

v
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Esimerkki 8.26. Erdin matolajin esiintyminen tietylld suorakulmion muotoisella maa-
alueella noudattaa funktiota

M(z,y) = 10e ® +2y (matoa/m?).

Maa-alue sijaitsee koordinaatistossa siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja sivut ovat
koordinaattiakselien suuntaiset. Sivujen pituudet ovat x-suunnassa 3 m ja y-suunnassa
2 m. Montako matoa maa-alueella on yhteens&?

Matojen maéra on esiintymistiheyden integraali. Integroidaan funktiota M sellaisen alu-
een yli, jossa0 <z <3jal0<y<2:

3 2 2
/ / 10e™ + 2y dy dz = / /(106_zy +y%) dz
0 Jo 04

:/ (10e™* -2+ 2%) — (0+0) d=

3
3

3 3
= / 20" +4dz = /(—206_$ + 4z)
0 0
= (—20e™3 +4-3) — (—20e7" +4-.0)

~ 31 (matoa).

Yhden muuttujan integraali ilmoitti kuvaajan ja x-akselin véliin jadvan pinta-alan. Kah-
den muuttujan funktion integraali ilmoittaa vastaavasti kuvaajan ja zy-tason vdliin jid-
van alueen tilavuuden.

Esimerkki 8.27. Tarkastellaan funktiota

f(@y) =2+

Téamaéan funktion kuvaaja on oheisen kuvan kouru. Lasketaan kourun ja xy-tason véliin
jaava tilavuus suorakulmiossa, jossa 0 <z <2 ja -1 <y <1.
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Koska kuvaaja on koko suorakulmion alueella xy-tason yldpuolella, tilavuus on funktion
integraali kyseisen suorakulmion yli. Siispd

//w-i—y dyda:—//(:vy+3y>dx
:/O (:v—i-;) ($—§>da:—/022:v+§d$
:Z(w2+§x):(4+§>—(0+0):2—6.

Useammalla kuin kahdella muuttujalla kuvaajan piirtdminen ei endé onnistu. Kuitenkin
vield kolmen muuttujan tapauksessa integroimisalueen voi hahmottaa.

Esimerkki 8.28. Olkoon f kolmen muuttujan funktio. Tarkastellaan integraalia

[ [ [ reunaa

Téssé integraalissa muuttujan z integroimisvali on [0, 1], muuttujan y [1, 3] ja muuttu-
jan z [1,2]. Integroimisalue on siis suorakulmainen sdrmid, jonka nurkat ovat pisteissi

(0,1,1), (0,1,2), (0,3,1), (0,3,2), (1,1,1), (1,1,2), (1,3,1) ja (1,3,2).

Z AN

i 0,1,2) (0.3.2)

(1,3,2)

0,1,1) (0,3,1)

(AR (1,3.1)

il e |
v

N
[
[

Jos integroimisalue ei ole suorakulmio (tai kolmen muuttujan tapauksessa suorakulmai-
nen sirmio), tdytyy integroimisvélien riippua toisistaan.

Esimerkki 8.29. Integroidaan funktiota f(z,y) = z — y sellaisen kolmion yli, jonka
nurkat ovat pisteissd (0,0), (1,0) ja (1,1). Integraali on siis muotoa

b pd
/ / T —ydydz.
a C

Sisempi integraali lasketaan muuttujan y suhteen. Muuttujan y integroimisvéli riippuu
kuitenkin siitd, miten kaukana y-akselista ollaan. Kuvasta ndhddin, ettd y-suuntaisen
integroimisvélin toinen paitepiste on kuitenkin koko ajan suoralla y = z. Asetetaan siis
sisemmaksi integroimisvéliksi [0, z]. Ulompi integraali lasketaan sitten koko vélin [0, 1]
yli.
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1

(0,0) (1,0

Integroimisalue muodostuu siis niisté pisteista (z,y), joissa 0 < z < 1ja 0 <y < z.
Integraali on

1 12 1 1 1
/ / x—ydydx:/ /(a:y—in) dwz/ (:BQ—EJUQ) —(0—0)dz
0o Jo 0 4 0

1 1
1, 1, 1 1
= [ sr7dz=/2°=_-1"-0=_.
/02‘””” /6" "6 6

Olennaista integroimisrajojen méardamisessd on, ettd ulomman integraalin rajat eivit
saa riippua sisemmain integraalin integroimismuuttujasta.

Integraalilla voidaan laskea jatkuvalle funktiolla erdénlainen keskiarvo. T&mé on yhden
muuttujan funktion tapauksessa

b
|bia| / f(x)dx.

Kun muistaa, ettd integraali on oikeastaan tietyn summan raja-arvo, tdtd voi verrata
tavalliseen keskiarvoon:
n
1
- E ZLi-
n
i=1

Tamén ominaisuuden vuoksi integraalia kiytetdan usein, kun halutaan tarkastella monen
muuttujan funktiota vain joidenkin muuttujien suhteen. T&lldin integraalilla lasketaan
keskiarvo niiden muuttujien yli, joista ei olla kiinnostuneita. Ndin saadaan uusi funktio,
johon jadvat jaljelle ne muuttujat, joiden suhteen funktiota halutaan tarkastella. Uusi
funktio saa néilla muuttujilla arvoikseen hylatyistd muuttujista laskettuja keskiarvoja.
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Esimerkki 8.30. Tarkastellaan vield metallitankoa, jonka 1ampdétila noudattaa funktio-
ta

T(x,t) = 1000(1 — e *)(1 — z?).
Maédéritelladn uusi funktio Ty : [0,10] — R, jonka arvo ajanhetkelld ¢ on tangon keski-
lampdtila tuolla hetkelld, eli

1
Ti(t) = 1%(_1)/_1T(x,t) dx

1 1
= 5/ 1000(1 — e ) (1 — z?) dx
-1

1
= 500(1 — et)/ 1—2z?dx
-1

Niin saadaan yhden muuttujan funktio, joka kuvaa tangon keskildmpoétilaa ajan funk-
tiona.

1000

8001

6001
400

2001

LOPPU



