Y01B/Harj.teht.  1/1
1
Y101B/Harj.teht.  8/1

HY/mmtdk/Metsävarojen käytön laitos/Pirinen & Kuusela                         

Y101B:Diff.- ja int.lask. ja dyn. syst., kl 2003

OPINTOJAKSO  Y101B:  DIFFERENTIAALI- JA 

INTEGRAALILASKENTA JA DYNAAMISET SYSTEEMIT.   

HARJOITUSTEHTÄVIÄ

Alkeelliset derivomissäännöt

1.
Määrää käyrän 
[image: image1.wmf]x

y

=

tangentin kulmakerroin pisteessä 
[image: image2.wmf]4

=

x

.

2.
Derivoi funktiot   
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Minkä arvon lauseke 
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Ketjusääntö

4.
Derivoi funktiot 
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Derivoi funktio  
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6.
Derivoi funktiot  
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Olkoon  
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 Mikä on funktion 
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Korkeampia derivaattoja

8.
Määritä  y’,   y”  ja   y’’’,  kun  
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Olkoon   
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Todista tulos matemaattisella induktiolla. (Tätä varten totea ensin, että kaava pätee arvolla  n = 1.  Oleta sitten, että kaava pätee mielivaltaisella  n:n arvolla  k ( 1. Sen jälkeen oletuk-seen perustuen näytä, että että kaava pätee myös arvolla  n = k +1.)
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Määritä  
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Vastaus:  a)    
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Implisiittinen derivointi

11.
Määritä  
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12.
Määritä  y”  x:n  ja  y:n lausekkeena, kun  a)  xy = x + y,  b)  
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Vastaus:  a)   
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13.
Määritä käyrälle  
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  sen pisteeseen  (-1, 2)  asetetun tangenttisuoran yhtälö.  Totea ensin, että piste on käyrällä.

Integraalifunktio, määrämätön integraali ja alkuarvotehtävä

14.
Määritä   
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Määritä   
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Määritä   
[image: image41.wmf]ò

+

dx

x

1

4


17.
Määritä   
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18. Ratkaise alkuarvotehtävät
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19. Ratkaise alkuarvotehtävät

a)         
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20.
Osoita, että millä hyvänsä vakioiden  A  ja  B  arvoilla funktio  
[image: image48.wmf]x

B

Ax

x

y

y

+

=

=

)

(

  toteuttaa 2. kertaluvun differentiaaliyhtälön  
[image: image49.wmf]0

'

"

2

=

-

+

y

xy

y

x

, kun  x ( 0.  Määritä funktio  y, joka toteuttaa alkuarvotehtävän
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Derivaatan sovelluksia

21.
Neliön pinta-ala kasvaa nopeudella  2 
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.  Kuinka nopeasti on neliön sivu muuttumas-sa silloin, kun sivun pituus on 8 m?

22.
Kuution tilavuus vähenee nopeudella  2 
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Erään alueen lämpötila hetkellä t (t tuntia puolenpäivän jälkeen) on (oC)
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]10
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Kuinka nopeasti lämpötila nousee tai laskee  a)   klo  13.00,  b)   klo 14.00,  c)   klo 15.00?


Milloin lämpötila laskee? Mikä on maksimilämpötila kello 12 -17?

24.
Partikkeli liikkuu pitkin x-akselia.  Sen paikan ajan  t  (sekunteja) funktiona ilmoittaa lauseke
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a) Missä partikkeli sijaitsee, kun  t  =  0,  t  =  1,  t  =  2  ja  t  =  4 ?

b) Määritä nopeuden ja kiihtyvyyden lausekkeet ajan  t  funktioina.

c) Mikä on kappaleen nopeus, kun t  =  2 ?  Mihin suuntaan kappale liikkuu tällöin?  Selvitä myös, onko kappale tällöin kiihtyvässä vai hidastuvassa liikkeessä.

d)
Milloin kappale on kauimpana lähtöpisteestä aikavälillä [0,3]?

(Huom:  Tehtävä on tärkeä, kun ajatellaan mitä hyvänsä suuretta, jonka arvot voivat vaih-della  vaikkapa ajan, lämpötilan, paineen, kosteuden, happamuuden jne mukaan.)

25.
Mikrotaloudessa suureen marginaalilla tarkoitetaan suureen muuttumisnopeutta muuttu-jansa suhteen.  Esim. tuotannossa marginaalikustannut on kustannusten muuttumisnopeus tuotettujen tuotteiden lukumäärän suhteen.  Laveasti sanoen tämä tarkoittaa lisäkustannus-ta, jonka lisäyksikön tuottaminen aiheuttaa. Tehdas valmistaa hilavitkuttimia n kpl/kk.  Tarkastellaan kahta kustannusfunktiomallia:
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Laske aivan yleisesti mallilla 
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),  mitä lisätuote mak-saisi, kun tuotantoa nostetaan  m  kappaleesta  m + 1  kappaleeseen.  Laske myös mallilla  
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Eksponentti- ja logaritmifunktio
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Sievennä   
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Ratkaise     
[image: image66.wmf]2

1

)

1

(

log

2

)

4

(

log

4

4

=

+

-

+

x

x

.

28.
Sievennä    
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Derivoi ja sievennä vastaus, kun   
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Derivoi ja sievennä vastaus, kun    
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Derivoi ja sievennä vastaus, kun    
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Derivoi ja sievennä vastaus, kun    
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Käänteisfunktio

33.
Osoita, että funktiolla
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Osoita, että funktiolla
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35.
Osoita, että funktiolla
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36.
Hyperbolinen sini ja kosini määritellään asettamalla
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Osoita, että funktioilla  sinh x: R ( R  ja   cosh x:(0, 
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Logaritminen differentiointi

37.
Laske  y’  logaritmisellä differentioinnilla, kun  
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Laske  y’  logaritmisellä differentioinnilla, kun  
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Laske  
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40.
Laske  y’(0),  kun   
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Separoituvat differentiaaliyhtälöt

41.
Ratkaise differentiaaliyhtälöt   a) 
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Ratkaise differentiaaliyhtälöt   a) 
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Ratkaise differentiaaliyhtälöt a) 
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44.
Ratkaise differentiaaliyhtälö 
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Ratkaise differentiaaliyhtälöt.
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Ratkaise differentiaaliyhtälö 
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47.
Muodosta funktioperheitä   a) 
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  (c mieli-valtainen vakio) esittävät differentiaaliyhtälöt. Opastus: Derivoi yhtälö, tarvittaessa implisiittisesti, ja eliminoi vakio c pois, mikäli se on jäänyt mukaan. Yritä kääntäen ratkaista saamasi differentiaaliyhtälö. Pääsitkö alkuperäiseen funktioperheeseen?

48.
Määritä funktioperheiden  a) 
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Kasvuyhtälöitä dynaamisina malleina (systeemeinä)

49.
Kasvavan puun massalle ajan  t funktiona esitetään mallia
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missä  k  on vakio.  Mikä tämän mallin mukaan on puun massa, kun puu on täysi-ikäinen (massa raja-arvona kun  t ( ()?  Mitkä ovat puun kasvunopeuden ja suhteellinen kasvu-nopeuden lausekkeet ajan t funktioina? Hae myös kasvunopeuden ja suhteellisen kasvuno-peuden arvot täysi-ikäiselle puulle.

50.
Kasvavan puun massalle ajan  t funktiona esitetään mallia
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missä  k ( 0  ja  ( ( 0  ovat vakioita.  Mikä tämän mallin mukaan on puun massa, kun puu on täysi-ikäinen (massa raja-arvona kun  t ( ()?  Minkä ajan kuluttua puun massa saavuttaa puolet täysi-ikäisen puun massasta?  Minkä ajan kuluttua (kasvun alusta lukien) puun massa saavuttaa 90 % täysi-ikäisen puun massasta, kun puu saavuttaa 30 vuodessa puolet täysi-ikäisen puun massasta?

51.
Eläimen elopaino ajan  t  funktiona noudattaa kasvumallia
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missä  k  (  0  ja  (  (  0  ovat vakioita.  Millä ajanhetkellä  t  elopainon kasvunopeus on nolla?  Mikä silloin on elopaino ja elopainon suhteellinen kasvunopeus?

(Vastaus:  t
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52.
Jatketaan edellistä tehtävää 43. Määritä puun kasvunopeuden ja suhteellisen kasvuno-peuden lausekkeet ajan t ja parametrin ( funktiona. Mitkä kasvunopeus ja suhteellinen kasvunopeus ovat, kun puu on saavuttanut puolet täysi-ikäisen puun massasta? Edelleen, mitkä nämä nopeudet ovat, kun puu on saavuttanut 90% täysi-ikäisen puun massasta ta-pauksessa, että puu on ensin saavuttanut 40 % täysi-ikäisen puun massasta 30 vuodessa?

53.
Tarkastellaan kasvunopeuteen liittyviä kasvuyhtälöitä
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Näistä edellinen on malli, jossa suureen 
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54.
Radioaktiivinen aine hajoaa nopeudella, joka on suoraan verrannollinen hajoamattoman aineen määrään. Mikä on aineen puoliintumisaika, kun 30% aineesta hajoaa 15 vuodessa?  (Vastaus:  29.15 vuotta)

55.
Tavallinen suola hajoaa vedessä  (Na+(- ja  (Cl((-ioneiksi nopeudella, joka on suoraan verrannollinen vielä hajoamattoman suolan määrään.  Alussa suolaa oli 24 kg ja 10 tuntia myöhemmin 15 kg.  Kuinka kauan kestää ennen kuin suolaa on jäljellä ½ kg tai vä-hemmän?

56.
Hyötykasvin solumassa kasvaa siten, että sen kasvunopeus on suoraan verrannollinen läsnäolevan solumassan määrään (esim. yksiköissä kg tai solujen lukumäärä). Havaitaan, 

että solumassa kaksinkertaistuu kolmessa päivässä (eli 72 tunnissa). Kuinka monta solua oli alussa, jos seitsemässä päivässä (eli 168 tunnissä) massa kasvoi 10 miljoonan solun määrään? (Vastaus: n. 770400 eli n. 770000)

57.
Radiumin puoliintumisaika on 1690 vuotta. Kuinka monta prosenttia alkuperäisestä radiumista (ja siten myös alkuperäisestä radioaktiivisuudesta) on jäljellä  a) 100 vuoden,  b)  1000 vuoden kuluttua? (Vastaus:  a) 95.98%, b) 66.36%)

58.
Saastuneessa järvivedessä on myrkyllistä ainetta 1200 kertaa puhtaassa vedessä sallittu määrä.  Myrkyllisen aineen ajatellaan luontaisesti vähenevän siten, että sen suhteellinen vähenemisnopeus on vakio. Minkä ajan kuluessa järviveden voidaan odottaa puhdistuvan, kun mittausten mukaan myrkyllisen aineen pitoisuus 18 kuukaudessa laskee yhteen neljäsosaan alkuperäisestä? (Vastaus:  92 kk)

59.
Newton’in jäähtymislain mukaan kappaleen ja ympäristön lämpötilaeron muuttumis-nopeus on suoraan verrannollinen kappaleen ja ympäristön lämpötilaeroon. Ruoka läm-mitetään mikroaaltouunissa 72 oC lämpötilaan ja otetaan 20 oC huoneenlämpötilaan. Mi-kä ruoan lämpötila on 5 minuutin kuluttua, kun sen lämpötila on pudonnut ensimmäisen minuutin aikana 48 oC lämpötilaan? (Vastaus: 22.35 oC)

60.
Sähköuuni kuumenee 20 minuutissa 320 oC lämpötilaan huoneenlämpötilasta 20 oC. Kuinka kauan kestää, että uuni lämpenee samasta huoneenlämpötilasta 200 oC läm-pötilaan? Ratkaise tehtävä olettaen, että uunin lämpenemisessä Newton’in jäähtymislaki toimii kääntäen.

61.
Tarkastellaan logistista kasvumallia


[image: image131.wmf])

1

(

'

L

y

y

k

y

-

=

,

missä  y  =  y(t)  on populaation koko hetkellä  t  ja  L  populaation koko, jonka ympäristö pystyy elättämään.  Olkoon  0 (  y(0) (  L.  Millä populaation määrällä popu-laatio kasvaa nopeimmin?

Hypeboliset funktiot

62.
Hyperbolinen sini ja kosini määriteltiin edellä asettamalla
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a) Osoita nyt, että  cosh2 x – sinh2 x  =  1  ja  että cosh2 x + sinh2 x  =  cosh(2x).

b) Laske suoraan määritelmästä derivaatat funktioille  cosh x  ja  sinh x.  Muunna vas-taukset hyperbolisiksi funktioiksi.

63.
a)   Laske   D(arsinh x)  ja  D(arcosh x)  edellisen kohdan tulosten perusteella.


Vastaus:  
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b)   Laske määrämättömät integraalit  (Ilmoita vastaukset hyperbolisten funktioiden avulla)
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64.
Hyperbolinen tangentti, tanh x, asetetaan osamääränä   tanh x =  (sinh x)/(cosh x).

a) Laske, mitä tämä funktio on eksponenttifunktioiden avulla lausuttuna.

b) Totea raja-arvoilla (kun  x ( ( (),  että   tanh x: R ( (-1, 1). 

c) Funktio  tanh x  on injektio, eli sillä on käänteisfunktio.  Se on nimeltään artanh x. Laske tälle lauseke logaritmifunktion avulla lausuttuna.
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Vastaus:  artanh x  =  
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d) Laske  D(tanh x)  ja määritä tuloksen avulla määrämätön integraali 

I(x)   =   
[image: image140.wmf]ò
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(Ilmoita vastaus integraalille sekä  hyperbolisten  funktioiden että  logaritmi-funktion avulla.)

e) Logaritminen vastaus edellisen kohdan integraalille on mielenkiintoinen seuraavalla tavalla.  Integrandille nimittäin pätee, että 
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jolloin se voidaan hajottaa osamurtokehitelmällä osiin ja itse integraaliksi kirjoittaa
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Laske tämän avulla  integraali  I(x)  ja totea, että vastaus yhtyy aiemmin löydettyyn.

1. kertaluvun lineaariset differentiaaliyhtälöt

65.
Palautamme mieleen, että 1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö on muotoa




y’  +  p(x)y  =  r(x).


Yhtälölle on annettu luennolla yleinen ratkaisukaava. Jos  r(x)  (  0, yhtälöä sanotan ho-mogeeniseksi,. Homogeeninen yhtälö on mahdollista ratkaista yleisellä ratkaisukaavalla tai separoimalla.

a) Ratkaise homogeeninen yhtälö  y’  +  x2y  =  0  yleisellä ratkaisukaavalla

b) Ratkaise yhtälö  y’  +  x2y  =  0 myös separoimalla.

c) Hae separoimalla yhtälölle y’  +  p(x)y  =  0  yleinen ratkaisukaava .

66.
Ratkaise differentiaaliyhtälö   y’  +  3y  =  x  

a) yleisellä ratkaisukaavalla

b) siten, että yleistä ratkaisua 
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 varten ensin haetaan vastaavan homogeenisen yhtälön y’ + 3y = 0  ratkaisu 
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 ja sitten täydellisen yhtälön  y’ + 3y = x yksit-täisratkaisu 
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67.
Ratkaise   y’ - 
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68.
Ratkaise   y’ – 2
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69.
Kaupungin väkiluku vuoden 1995 alussa oli  32000.  Väkiluvun  p(t)  ennustamiseen käytetään mallia p’  =  0.016 p(t) + 150. Malli perustuu oletukseen, että väkiluvun kasvu muodostuu kahdesta tekijästä: luontaisesta kasvusta, joka on  suoraan verrannollinen väes-tön suuruuteen (verrannollisuuskerroin 0.016) ja 150 hengen vuotuisesta muuttovoitosta. Ennusta mallin avulla väkiluku vuonna 2005 ja vuonna 2015. 


Vastaus:  39000 ja 48000.

70.
Säiliössä on 100 litraa suolaliuosta, jossa on veteen liuotettuna 12 kg suolaa. Säiliöstä ryh-dytään pumppaamaan pois liuosta nopeudella 10 l/min. Poistuvan liuoksen tilalle sekoi-tetaan liuosta, jota valutetaan toisesta säiliöstä nopeudella 10 l/min. Korvaavan liuoksen suolapitoisuus on  0.20 kg/l. Muodosta differentiaaliyhtälö säiliössä t minuutin kuluttua olevan suolan massalle m(t) ja ratkaise yhtälö. Kuinka paljon säiliösä on suolaa 10 mi-nuutin kuluttua? Mitä raja-arvoa säiliössä olevan suolan määrä lähenee? 


Vastaus:  m’(t)  =  2 – 0.1 m(t),   m(0) = 12;  m(t)  =  20 - 8
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2. kertaluvun differentiaaliyhtälöt
71.
2. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö on muotoa


[image: image155.wmf]y”  +  p(x) y’  +  q(x) y   =   r(x),


missä  p, q  ja  r  ovat jatkuvia funktioita tarkasteluvälillä I.  Jos r(x)  (  0, differentiaali-yhtälö on homogeeninen, ja jos funktiot p ja q ovat vakioita tarkasteluvälillä I, diffe-rentialiyhtälö on vakiokertoiminen. Tässä tehtävässä tarkastelemme homogeenisia vakio-kertoimisia 2. kertaluvun lineaarisia differentiaaliyhtälöitä, joilla on siis esitysmuoto



y”  +  a y’  +  b y   =   0,


missä  a  ja  b  ovat vakioita.  Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtälöt


a)   y”  +  7 y’  +  10 y   =   0


b)   y”  +  8 y’  +  16 y   =   0


c)   y”  +  2 y’  + (1/2) y   =   0.

72.
Ratkaise alkuarvotehtävä
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73.
Myös 2. kertaluvun lineaarisia epähomogeenisia differentiaaliyhtälöitä voidaan ratkaista siten, että yleistä ratkaisua haetaan summamuodossa 
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 on vastaavan homogeenisen yhtälön ratkaisu ja 
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 täydellisen yhtälön yksittäisratkaisu. Yksittäisratkai-sua usein haetaan ns. määrämättömien kertoimien menetelmällä, mikäli epähomogeeni-suusosa  r(x) on sopivaa muotoa, esim. polynomi, eksponenttifunktio tai sini-kosini-yh-distelmä tai sopiva yhdistelmä kaikista mainituista funktioista. Ratkaise seuraavat differen-tiaaliyhtälöt

a)  
y”  +  y’  (  2y   =   1

b)    y”  +  y’  (  2y   =   
[image: image160.wmf]x

e

-


74.
Ratkaise differentiaaliyhtälöt

a) 
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b)    
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75.
Ratkaise differentiaaliyhtälöt mahdollisimman monella menetelmällä


a)  
y”   =   k        (k  vakio)


b) 
y”   =   kx      (k  vakio)


c)  
y”   =   ky’     (k  vakio)

76.
Ratkaise 2. kertaluvun epälineaarinen differentiaaliyhtälö  y”  = 
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77.
Ratkaise differentiaaliyhtälö  yy”  =  
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Taylorin sarjat ja polynomit

78.
Muodosta funktioiden  sinh x  ja cosh x  Maclaurin’in sarjat, ts. Taylorin sarjat kehitet-tyinä origossa, lähtien funktioiden 
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 Maclaurin’in sarjaesityksistä.

Vastaus:  sinh x  =  
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79.
Määritä Maclaurin’in sarjat funktioille  

 a)  
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Millä muuttujan  x  arvoilla sarjat suppenevat?

Vastaus:  a) 
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80.
Määritä funktion  
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 Taylorin sarja  (x ( 2):n potensseina. Millä  x:n arvoil-la sarjaesitys pätee?

Vastaus:  
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81.
Mitkä ovat  4. ja 5. asteen  Maclaurin’in polynomit, (so. origossa kehitetyt Taylorin poly-nomit) funktioille  sinh x  ja  cosh x.  Käytä hyväksesi tehtävää 78.

82.
Mitkä ovat  funktioiden 
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    1., 2. ja 3. asteen   Maclaurin’in polynomit.  Käytä hyväksesi tehtävää 79.
83.
Funktion  f  linearisaatio eli lineaarinen approksimaatio  L(x)  =  f(a) + f’(a)(x – a) 


saadaan  välittömasti funktion  f  Taylorin sarjasta  1. asteen  Taylorin polynomina. Funk-tion  

f(x) = 
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Maclaurin’in sarja on 

 
[image: image183.wmf]å

¥

=

-

´

´

´

´

-

+

1

!

2

)

1

2

(

5

3

1

)

1

(

1

n

n

n

n

x

n

n

L

.

Mikä tämän perusteella on annetun funktion linearisaatio? Minkä arvion linearisaatio an-taa funktiolle origon lähellä olevassa pisteessä  x  =  (x.  Jos  x  =  0.2, niin minkä arvon li-nearisaatio antaa funktiolle?  Kuinka paljon tämä arvo poikkeaa oikeasta funktion arvosta, eli mikä on arviointivirhe? (Huomaa, että arviointivirhe on oikean arvon ja arvion erotus.)

84.
Määritä sopivalla lineaarisella approksimaatiolla likiarvo lausekkeelle  
[image: image184.wmf]47
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85.
Arvioi, kuinka suuri suhteellinen enimmäisvirhe (prosenteissa) tehdään laskettaessa kuu-tion tilavuutta, kun kuution särmässä on enintään  2 %:n virhe.

86.
Arvioi 2. kertaluvun Taylorin polynomissa lauseketta  
[image: image185.wmf]3
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 ja kehityskeskusta  a  =  8.  Miten suuri arviointivirhe tehdään?

Usean muuttujan funktiot

87.
Kahden muuttujan funktion   z  =  f(x, y)  kuvaajan eli graafin esittäminen tasossa on-nistuu usein ns. aksonometrisen kuvan avulla, eli sellaisella tavanomaisella kuvalla,  jon-


ka piirtämiseen käytetään kaikkia kolmea koordinaattiakselia. Hahmottele seuraavien funktioiden kuvaajat:


a)
f(x, y)   =   x


b)
f(x, y)   =  
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c)
f(x, y)   =  
[image: image188.wmf]y
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88.
Kahden muuttujan funktio  z  =  f(x, y) esittää pintaa avaruudessa. Pintoja voidaan graa-fisesti havainnollistaa korkeuskäyrillä, eli sellaisilla xy-tason käyrillä, jotka saadaan pro-jisioimalla (ottamalla ns. topografiprojektio) xy-tasolle pinnan ja vakiokorkeuksille asetettujen tasojen leikkauskäyriä. Lopputulos on kartoista tuttu korkeuskäyrien joukko. Niinpä ilmeisesti esimerkiksi pallopinnan korkeuskäyrät muodostavat samakeskisten ym-pyräviivojen joukon.  Hahmottele seuraavien funktioiden korkeuskäyriä:

a)
f(x, y)   =   x (  y

b)
f(x, y)   =   xy

c)
f(x, y)   =   
[image: image189.wmf]y

xe

-


89.
Mitkä ovat funktioiden  
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  määrittelyjoukot?

90.
Määritä funktioiden   f(x, y)  =  x (  y + 3,   g(x, y)  =  xy + 
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ja  h(x, y)  =  
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91.
Määritä pinnalle  f(x, y)  =  
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  pisteeseen  (-2, 1)  asetetun tangenttitason ja nor-maalisuoran yhtälöt.

92.
Laske   
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93.
Osoita, että  z   =  
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94.
Olkoon  z = 
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95.
Määritä funktion  
[image: image202.wmf]3
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 osittaisderivaatat pisteessä  (1, 2).

96.
Määritä funktion  
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97.
Määritä funktion  
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98.
Määritä funktion  
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Osoita, että funktiot  
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Laske tämän avulla  derivaatta  
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Tarkista vastaus sijoittamalla ensin  x  ja  y  ja sitten derivoi.
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Laske tämän avulla  derivaatat  
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Määritä derivaatat 
[image: image227.wmf])

3

,

2

(

y

x

f

x

¶

¶

,  
[image: image228.wmf])

3

,

2

(

x

y

f

x

¶

¶

  ja  
[image: image229.wmf])

,

(

2

2

x

y

f

x

¶

¶

.  Huomaa, että vastauk-siin jää mukaan  f:n osittaisderivaattoja.  Totea funktiolla  f(x, y)  =  x + y, että derivoinnit on suoritettu oikein.

103.
Arvioi funktion 
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Muodosta funktion  
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Muodosta funktion  
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Gradientti yleistyy useamman kuin kahden, yleisesti  n  monen muuttujan funktioille 
seuraavasti:
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Funktion  f  suunnatun derivaatan  
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Yleistys useampiulotteisiin avaruuksiin on välitön: kaikki tarvittavat suureet vain muute-taan oikeaan dimensioon.  Määritä funktioiden
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suunnatut derivaatat annetussa suunnassa ja annetussa pisteessä. Tulkitse tulokset suureen 
muuttumisnopeutena , ottaen huomioon myös etumerkit.


Vastaus:  a)  
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Lämpötila xy-tasolla on annettu funktiona  
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109. Erästä mäkeä kuvaa yhtälö 
[image: image259.wmf]2

2

)

00007

,

0

(

)

00003

,

0

(

1

1000

y

x

z

+

+

=

. Mihin suuntaan vuorikiipeilijän on lähdettävä pisteestä (100,100,500), kun hän haluaa kiivetä mahdollisimman jyrkkää rinnettä? 

Integraalit

110.
Laske 
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Määritä käyrien   
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Auto aloittaa lukkojaruutuksen nopeudesta 37,4 m/s. Kauanko kestää, ennen kuin auto on kokonaan pysähtynyt, kun autolla on jarrutuksen aikana vakiohidastuvuus 6,8 m/s
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Määritä integraalit
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Määritä  
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Määritä, 
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Olkoon D epäyhtälöiden 
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Mikä on sylintereiden  
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Määritä
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120.
Määritä   
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Määritä   
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Laplace- eli  L-muunnos
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L-muunna funktiot 
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123.
Yksikköaskelfunktio  u(t)  ja pulssifunktio  f(t)  asetetaan seuraavasti:
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Määritä yksikköaskelfunktion avulla seuraava  K-korkuinen pulssi
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(Vihje: Huomaa, etta funktioita voidaan myös kertoa vakioilla.)  Millainen on funktio 
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124.
Hae suoraan L-muunnoksen määritelmällä Laplace-muunnokset sekä yksikköaskelfunk-tiolle   u(t ( a) että  pulssifunktiolle 
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125.
L-muunna pulssifunktio
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Piirrä myös funktion kuvaaja.

126.
L-käänteismuunna taulukoiden avulla funktiot 
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L-käänteismuunna funktiot  
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128.
Ratkaise seuraavat alkuarvotehtävät  L-muunnoksen avulla
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129.
L-käänteismuunna 
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130.
L-muunna s-siirtokaavalla (s-Shifting Theorem) funktiot
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131.
Kirjoita yksikköaskelfunktion avulla pulssifunktio
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sarjaksi ja  L-muunna sarja termeittäin.  Muodosta  L-muunnetusta sarjasta funktio geo-metrisen sarjan avulla.  Piirä pussifunktiosta myös kuvaaja.


Vastaus:  
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132.
Kirjoita pulssifunktio
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yksikköaskelfunktion avulla ja  L-muunna se  t-siirtokaavalla (t-Shifting Theorem)


Vastaus:  
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133.
L-käänteismuunna  t-siirtokaavalla funktiot 
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Vastaus:  a)   
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134.
Ratkaise seuraavat alkuarvotehtävät  L-muunnoksen avulla
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Vastaus: a) 
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