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Johdanto

Kurssin Y100 tavoite on oppia analysoimaan matemaattisia riippuvuuksia derivaattaa
ja integraalia hyviksi kédyttden sekd tutustua matriiseihin ja niiden kayttoon yhtéalo-
ryhmien ratkaisussa. Kurssilla harjoitellaan seké laskutekniikkaa, kuten funktioiden de-
rivointia ja integrointia ja matriisien laskutoimituksia, ettd tekniikoiden sovellutuksia
yksinkertaisissa kdytdnnon tilanteissa.

Kurssi jakautuu seuraaviin osiin:

e Funktiot ja niiden perusominaisuudet

— tutustutaan tdrkeimpiin funktioihin liittyviin késitteisiin, opitaan ndkemé&én
funktio suureiden vélisené riippuvuutena, kiyttaméaédn funktion kuvaajaa apu-
na funktiota tutkittaessa sekd muodostamaan yhdistettyja funktioita

Funktioiden kasvun tutkiminen

— opitaan derivoimaan erilaisia funktioita, tutustutaan derivaatan ja funktion
kasvunopeuden véliseen yhteyteen ja opitaan soveltamaan derivaattaa funk-
tion kayttaytymisen tutkimisessa sekd kdytdnnon optimointitilanteissa

e Integraali
— opitaan integroimaan polynomifunktioita ja kdyttdméén integraalia annetun
suureen kertymaén selvittdmiseksi
e Eksponentti- logaritmi- ja trigonometriset funktiot
— tutustutaan mainittujen erityisfunktioiden perusominaisuuksiin, opitaan de-
rivoimaan ja integroimaan niitéd sisdltdvid lausekkeita sekd kéayttdméan niité
apuna joissakin kaytdnnon sovelluksissa
e Yhtaloryhmét ja matriisilaskenta

— opitaan ratkaisemaan lineaarisia yhtdléryhmid Gaussin—Jordanin eliminoin-
timenetelmalld, tutustutaan matriiseihin ja niiden laskutoimituksiin, mé&ari-
tellidn kadnteismatriisi ja opitaan kayttaméan sitd hyvaksi yhtaloryhmien
ratkaisemisessa



1 Reaaliarvoiset funktiot

1.1 Funktio

Karkeasti ottaen funktio on sdanto, joka liittéaé olioihin toisia olioita. Esimerkiksi voidaan
ajatella funktiota, joka liittd4 jokaiseen James Bondia esittdneeseen nédyttelijaédn niiden

elokuvien méérin, joissa hédn on esiintynyt (vuoteen 2012 mennessi). Téllainen funktio
1

voidaan esittda alla olevan kuvan muodossa.

Sean Connery
George Lazenby

Roger Moore
Timothy Dalton

Pierce Brosnan

Daniel Craig

Jokaiseen nayttelijaan liitetdén siis jokin positiivinen kokonaisluku. Naitd kokonaislukuja
nimitetddn funktion arvoiksi. Voidaan esimerkiksi sanoa, ettd lahtéarvolla Daniel Craig
funktion arvo on 3.

ldan kuitenkin jatkossa vain funktioita, jotka liittdvat reaalilukuihin toisia reaalilukuja.
Seké ldhtoarvot ettd funktioiden arvot ovat siis tavallisia lukusuoran lukuja. Téllaisia
funktioita ovat esimerkiksi seuraavat:

ajanhetkeen liittyva ulkoldmpomittarin lukema
e nelién sivun pituuteen liittyvé nelion pinta-ala

lukuun z liittyvd polynomilausekkeen z2 + 2z + 1 arvo

kéytettavissa olevan kakunkuorrutteen méaraén liittyva kakun maksimipinta-ala

e tililla olevaan saldoon liittyvé opiskelijan veren stressihormonin pitoisuus.

Funktioita merkitdan matematiikassa yleensé kirjaimilla f, g ja h. Jos x on jokin 1dh-
toarvo, funktion f arvoa merkitdén f(x). Esimerkiksi funktion arvoa lahtoarvolla 2 mer-
kitddn f(2). Koska reaaliluvut voidaan esittdd lukusuoran pisteiné, arvoa f(2) kutsutaan
my6s funktion arvoksi kohdassa 2 tai pisteessd 2.

Silloin kun funktion arvot ovat jonkin konkreettisen suureen arvoja, voidaan kayttas
myo6s tuon suureen yhteydessi vakiintunutta kirjainta. Esimerkiksi funktiota, joka liittaa
nelién sivun pituuteen sen pinta-alan, voidaan merkité kirjaimella A. Koska sivun pi-
tuutta 2 vastaa pinta-ala 4, merkitdén A(2) = 4 ja sanotaan, etté lahtoarvolla 2 funktion
A arvo on 4.

Funktioista voidaan myo6s ajatella, ettd ne kuvaavat arvojensa riippuvuutta ladhtoar-
voista. Téstd on useimmiten kyse kiytdnnon esimerkeissé. Esimerkiksi funktio, joka liit-
tda jokaiseen ajanhetkeen ulkoldmpdtilan arvon, kuvaa ldmpétilan riippuvuutta ajan-

! Vuonna 1967 ilmestynyt Casino Royale -parodia on jétetty pois tarkastelusta.



hetkesta. Sanotaan myos, ettd ulkoldmpdétila on ilmaistu ajanhetken funktiona. Muut
ylla luetellut esimerkkifunktiot voidaan ilmaista riippuvuuksina seuraavasti:

e nelién pinta-alan riippuvuus sivun pituudesta

e polynomilausekkeen 22 4+ 2z + 1 arvon riippuvuus muuttujasta

e kakun maksimipinta-alan riippuvuus kaytettavisséd olevasta kakunkuorrutteen
maarasta

e opiskelijan veren stressihormonin pitoisuuden riippuvuus tilin saldosta.

Kun funktion arvot tai lahtéarvot kuvaavat konkreettisia suureita, tdytyy myos pitda
huolta yksikoéistd. Tamé voidaan tehda esimerkiksi sanomalla, ettd funktio 7' ilmaisee
ulkoldmpomittarin arvon Celsius-asteina kunakin ajanhetkené, joka puolestaan ilmoite-
taan sekunteina vuorokauden alusta lukien. Lyhyemmin voidaan myo6s ilmaista yksikot
esimerkiksi sulkeissa sanomalla, ettd funktion arvo T'(¢) (°C) kertoo ulkoldmpomittarin
lukeman ajanhetkelld ¢ (s).

1.2 Funktion lauseke

Funktio voi kuvata mité tahansa olemassaolevaa riippuvuutta. Toisinaan téllainen riip-
puvuus tunnetaan vain mittaustulosten perusteella. Esimerkiksi ulkolampétila voidaan
tarkistaa ainoastaan katsomalla lampomittarin lukema. Téll& kurssilla kuitenkin keskity-
tdan funktioihin, joiden riippuvuussddnnon ilmaisee jokin laskulauseke. Vain lausekkeilla
ilmaistuja funktioita voidaan kéasitelld algebrallisesti eli symbolisesti. Esimerkiksi nelion
pinta-alalle sivun pituuden funktiona voidaan kirjoittaa lauseke

Az) = 22

Lauseke tulkitaan niin, ettd x kuvaa lahtoarvoa, esimerkiksi sivun pituutta 3, jolloin
funktion arvo saadaan sijoittamalla sivun pituus x:n paikalle oikealle puolelle. Pinta-ala
sivun pituudella 3, eli funktion arvo A(3), olisi télloin 32 eli 9.

Funktion laskulauseke voidaan ilmaista sanomalla esimerkiksi "funktio f, jolle pétee
f(x) =z + 2”. Toisinaan sanotaan myos lyhyemmin "funktio f(z) = x + 2"

Huomaa, ettd funktion lausekkeessa kéytetty o on vain "paikanpitdja”, johon sijoite-
taan ldhtoarvoja. Tama kirjain voi olla miké hyvénséd. Esimerkiksi jos funktio f kuvaa
jonkin suureen riippuvuutta ajasta, kdytetddn yleensé kirjainta ¢, jolloin funktion arvon
médrittelevi lauseke voi olla vaikkapa f(t) = t? + 1.

Huomaa myos, etté laskulausekkeisiin sijoittaminen on ajateltava téysin mekaanisek-
si (ottamalla kuitenkin laskujérjestys huomioon). Esimerkiksi jos funktio on méaritelty
lausekkeella f(x) = v/x + 2z, sithen voidaan sijoittaa lukujen lisdksi mitd tahansa sym-
boleja tai lausekkeita, muistaen kuitenkin lisdtéd tarvittaessa sulut. Esimerkiksi

(°):\/7+2&
VO 420

(©) =
y+1) Vy+1+42y+1)=\y+1+2y+2
f(dz) = Vdz + 2 - 4o = 2\/x + 8z.



Esimerkki 1.1. Funktioita, joiden lauseke on polynomi, kutsutaan polynomifunktioiksi.
Téllaisia ovat esimerkiksi funktiot

flz)=2z+1, g(x) = -2 + 4z - 7, h(z) = 2° — 2% + z.
Yleisesti polynomifunktio on muotoa
f(@) = anz" + an—17"" 1+ + a1z + ao,

missd luvut ag, ..., a, ovat vakioita. Naitd lukuja sanotaan polynomin kertoimiksi. Suu-
rin luku, joka esiintyy x:n eksponenttina, on polynomin kertaluku eli aste. My6s vakio-
funktio f(x) = a, joka saa kaikilla l&htoarvoilla saman arvon a, on polynomifunktio. Sen
aste on nolla.

Polynomifunktiot ovat tietyssd mielessd yksinkertaisimpia funktioita, silld niiden ma-
temaattiset ominaisuudet tunnetaan hyvin.

Esimerkki 1.2. Funktion arvot voidaan myos ilmoittaa usealla erilaisilla lausekkeel-
la, joita kéytetdan erityyppisilla ladhtoarvoilla. Téllaista maarittelytapaa kutsutaan pa-
loittain madarittelemiseksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio f(z) = |z| voidaan maééritelld
seuraavilla lausekkeilla:
T kun z >0
o=

—x, kun x < 0.

Tama tarkoittaa, ettd lahtdarvon x ollessa epénegatiivinen kéytetadn ylempéad lauseket-
ta, jolloin funktion arvo on f(z) = x. Jos taas = on negatiivinen, kiytetddn alempaa
lauseketta, ja f(z) = —x. Esimerkiksi f(4) = 4, mutta f(—1) = —(-1) = 1.

Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten seuraavalla funktiolla:

0, kunz =0
g(x) = %, kun z on jokin muu kokonaisluku kuin 0
1, muulloin.

Kun funktioita méaaritelladn, on kiinnitettdvd huomiota kahteen seikkaan:

1) funktion tulee liittd4 jokaiseen ldhtéarvoon tasmdlleen yksi funktion arvo

2) lahtoarvoiksi eivat vilttdméatta kelpaa kaikki reaaliluvut.

Ensimmaéinen kohta antaa rajoituksen sille, miké ylipdéansé kelpaa funktioksi. Ei esimer-
kiksi voida mééritelld funktiota ehdolla ”funktion arvo g(z) on sellainen luku, joka toi-
seen korotettuna antaa lahtoarvon x”. Tamaé johtuu siita, ettd esimerkiksi luvulla x =4
funktion arvoksi tulisi sekd g(z) = 2 ettd g(xz) = —2, koska kummankin neli6 on 4. Tilan-
ne voitaisiin haluttaessa korjata esimerkiksi sanomalla, ettd funktion arvo on ”sellainen
epanegatiivinen luku, joka toiseen korotettuna antaa ldhtéarvon x”. Talléin saataisiin
tuttu neliGjuurifunktio.



Toinen kohta tulee ilmi esimerkiksi silloin, kun méaritelladn funktio f(z) = 1/x. Kos-
ka nollalla ei voi jakaa, nolla ei kelpaa funktion ldhtoarvoksi. Téllaisessa tilanteessa
on huomioitava funktion mddarittelyjoukko. Esimerkkifunktion f tapauksessa méarittely-
joukkoon kuuluvat kaikki reaaliluvut nollaa lukuunottamatta.

Esimerkki 1.3. Funktiota, jonka lauseke on kahden polynomin osamééré, kutsutaan
rationaalifunktioksi. Rationaalifunktioita ovat esimerkiksi

r+1 2 —x+1 1

My6s polynomifunktiot ovat rationaalifunktioita, silld nimittdjapolynomi voi olla vakio.
Esimerkiksi x + 2 = ”CT“ Liséksi rationaalifunktioiden ja polynomien summat ovat ra-
tionaalifunktioita, koska polynomi voidaan laventaa ja lausekkeet yhdistaéd. Esimerkiksi

r+1 r+1 22(x—-1 r+1 -2 e gy |
—— 4z’ = prlemb + = :
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1 r—1

Rationaalifunktioiden matemaattiset ominaisuudet maaraytyvit osoittaja- ja nimitté-
jipolynomien ominaisuuksista. Rationaalifunktio on maéaritelty vain niilla lahtéarvoilla,
joilla nimittdjapolynomi ei saa arvoa 0. Tamé& johtuu siitd, ettd nollalla ei voi jakaa.
Esimerkiksi rationaalifunktion 241

x
fl@)=—5—
madrittelyjoukkoon eivat kuulu luvut 1 ja —1. Téllainen méarittelyjoukko voidaan il-
maista joukkoerotuksen avulla seuraavasti: R\ {1, —1}. Merkintd A\ B tarkoittaa jéljelle
jaavia lukuja, kun joukosta A poistetaan joukon B sisdltdmaét luvut.

Osoittajapolynomin nollakohdat puolestaan sanelevat sen, milloin rationaalifunktio
saa arvon nolla. Osaméérd a/b ei nimittdin voi olla nolla, ellei osoittaja a ole nolla.
Esimerkiksi funktion

T — 2
9@ =313

arvo on nolla ainoastaan ldhtdarvolla = = 2.
Funktion méaérittelyjoukko on aina ilmaistava funktiota méériteltdessé, varsinkin jos

se el ole koko reaalilukujen joukko R. Voidaan joko sanoa suoraan, ettd funktion f
maédrittelyjoukko on A, tai voidaan kiyttdd merkintas!

f: A—=R,

missé A on funktion méarittelyjoukko. Funktio voidaan nyt mééritelld lyhyesti kirjoit-
tamalla esimerkiksi f: R\ {0} — R, f(z) = L.

xT

! Yleisempi merkintd on f: A — B, missid B on funktion maalijoukko. Maalijoukko kuvaa funktion
arvojen tyyppid. Koska télla kurssilla kaikki funktion arvot ovat reaalilukuja, valitaan aina B = R.



1.4 Kuvaaja

Funktio voidaan esittdé visuaalisesti koordinaatistoon piirrettéavin kuvaajan eli graafin
avulla. Funktion f kuvaaja on kéyré, jonka jokainen piste on muotoa (z, f(x)). Toisin
sanoen, piste (z,y) on kuvaajalla tdsmaélleen silloin, kun y = f(z). Alla on esimerkking
funktion f(z) = 2? kuvaaja ja muutamia pisteitd kuvaajalla.

Kuvaajan hyoty on siiné, ettd sen perusteella voidaan saada kuva funktion yleisista
ominaisuuksista tarvitsematta laskea mitddn. Kuvaajasta ndkyy muun muassa funktion
jatkuvuus, kasvu- tai vihenemisnopeus, jaksollisuus, maksimi- ja minimiarvot seké nol-
lakohtien olemassaolo. On kuitenkin muistettava, etta piirros ei koskaan voi olla taysin
tarkka, eiké kaikista funktioista edes pystyté piirtdméan havainnollistavaa kuvaa. Kuvan
perusteella ei siis voi tehdé tasmaéllisid padtelmia funktion arvoista.

Kuvaajan piirtdmiseen voi kayttdd graafisia laskimia tai tietokoneohjelmia. My®s in-
ternetistd 16ytyy kuvaajan piirtdmiseen hyvid apuneuvoja, joista voidaan mainita esi-
merkiksi GeoGebra-ohjelmisto (http://www.geogebra.org) seki Wolfram|Alphan ma-
tematiikkatyokalut (http://www.wolframalpha.com). Kun mitdén tyokalua ei ole saa-
tavilla, kuvaajaa voi tietysti myos hahmotella laskemalla funktion arvo suurella maaralla
mielivaltaisia lahtéarvoja ja piirtdmalla syntyvéat pisteet koordinaatistoon.

Kaikki koordinaatistoon piirretyt kdyrét eivit kuvaa funktioita. Koska funktion ar-
vojen taytyy olla yksikésitteisid, kuvaajalla ei saa olla kahta pistettd, joilla on sama
z-koordinaatin arvo mutta eri y-koordinaatin arvo. Jos siis jokin pystysuora leikkaa ku-
vaajaksi véitetyn kayrén useammassa kuin yhdessd kohdassa, kyseessd ei ole funktion
kuvaaja. Funktion kuvaaja ei esimerkiksi voi "laskostua” seuraavan kuvan tavalla.

Y
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Esimerkki 1.4. Seuraavassa kuvassa on polynomifunktion f(z) = 223 — 42 kuvaaja.
Kuvaajasta ndhdédén, ettd negatiivisilla ldhtoéluvuilla funktion arvot aluksi suurenevat
siirryttédessd vasemmalta oikealle pain. Noin arvosta z = —0,8 ldhtien arvot alkavat
pienentyd, kunnes ne jélleen ldhtevat nousuun. Kuvan perusteella nédyttaisi lisdksi silté,
kuin funktio saisi arvon nolla kohdissa 0, 1,4 ja —1,4, mutta suora lasku osoittaa, etta
néista vain 0 on funktion todellinen nollakohta. Esimerkiksi

f(14) =2 (=143 —4-(-1,4) = —5,488 + 5,6 = —0,112.
s 1Y
6 -

4,

Esimerkki 1.5. Tarkastellaan rationaalifunktiota
z+1
g: R\ {0,2} - R, g(z)= o
Funktio ei ole mééritelty nimittdjan nollakohdissa, eli kun x = 0 tai z = 2. Alla olevasta
kuvasta ndhdédén, ettd ¢g:n kuvaaja katkeaa kohdissa, joissa funktio ei ole mééaritelty.
Esimerkiksi nollan vasemmalla puolella funktio kasvaa nopeasti kohti darettomyytta ja
nollan oikealla puolella puolestaan nousee negatiivisesta ddrettomyydestd palatakseen
sinne takaisin ja laskeutuakseen myohemmin jéilleen kuvan yldreunasta. Nadhd&ddn myos,
ettd suurilla ja pienilld z:n arvoilla funktion arvot ndyttavét ldhestyvéin nollaa.

\
4 Y

3 1

10



Funktion g kdyttdytyminen suurilla ja pienilld muuttujan arvoilla voidaan myos selvit-
tda tdsmaéllisesti funktion lausekkeeseen nojautuen. Tamé tehdédén supistamalla funktion
lauseke silld nimittdjan termilld, jolla on suurin aste, eli téssd tapauksessa termilld, 2.
Jaetaan siis seké osoittajan ettd nimittdjan jokainen termi termilld 2, jolloin funktion
lausekkeesta tulee

z+1 1+
2 -2 1-— 2

g(z) =

Téstd on se hydty, ettd lihtdarvon z kasvaessa suureksi, termit 1/x, 1/22 ja —2/2 1i-
hestyvét kaikki nollaa, silléd niissd kaikissa jaetaan jotain hyvin suurella luvulla. Sama
tapahtuu, mikali x pienenee hyvin pieneksi negatiiviseksi luvuksi. Taten voidaan péaatella

T+ 040
— =
1_% 1-0

0, kun x — +oo.

Funktion kéyttaytymistd suurilla ja pienilla ldhtoarvoilla voidaan merkitd myos lim-
merkinnén (lausutaan ”limes”) avulla seuraavasti:

lim g(x) =0 ja lim g(z)=0.

T—00 T——00

Esimerkki 1.6. Tarkastellaan paloittain méériteltyd funktiota

h(z) = {x2, kun z < 1

—xr+3, kunzxz >1.

Funktion h kuvaaja ndkyy seuraavassa kuvassa. Kuvaaja katkeaa kohdassa x = 1, jossa
funktion mééritteleva lauseke vaihtuu. Luku 1 kuitenkin kuuluu funktion méaarittely-
joukkoon, koska siind voidaan laskea funktion arvo. Tdmé arvo on h(1) = —1+ 3 = 2,
ja kuvaajalle on tapana piirtdé taytetty pallukka vastaavaan kohtaan (1,2). Kuvaajan
toiseen osaan piirretdén tyhja pallukka osoittamaan, ettd kdyran paastd "puuttuu” piste.

\y

11



1.5 Yhdistetty funktio

Funktioita voidaan ketjuttaa, jolloin saadaan uusia funktioita. Kaytdnnossd tdmé tar-
koittaa sité, ettd yhden funktion saama arvo annetaan toiselle funktiolle lahtéarvoksi.
Funktioista f ja g saadaan ketjuttamalla yhdistetty funktio, jota merkitddn f o g.

Esimerkki 1.7. Tarkastellaan funktioita f(z) = 22 ja g(z) = x + 1. Lasketaan aluksi
yhdistetyn funktion fog arvo luvulla 2. Ensin kédytetéén funktiota g, jonka arvo lahtoar-
volla 2 on 3. Sen jilkeen annetaan saatu tulos funktiolle f I&htéarvoksi, jolloin saadaan
funktion arvo f(3) = 9. Yhdistetyn funktion f o g arvo pisteessi 2 on siis 9.

On hyvin olennaista, miten péin funktiot kirjoitetaan. Oikealla puolella olevaa kdyte-
tidn aina ensiksi. Jos syotetddn luku 2 ensin funktioon f, saadaan 4, joka puolestaan
syotettynd funktioon g antaa tulokseksi 5. Siispéa (f 0 ¢)(2) # (g o f)(2).

Edella lasketut laskut voidaan myos esittdd havainnollistaen vaikkapa néain:

fog:2 53 bi> 9
go f:2 ,L) 4+%5 5
Tarkeédtd on muistaa, ettd yhdistdmisjirjestys vaikuttaa yhdistetyn funktion arvoon.

Yhdistetyssa funktiossa f o g funktiota g kutsutaan sisdfunktioksi ja funktiota f puo-
lestaan ulkofunktioksi. Nimitys tulee siité, ettd yhdistetyn funktion lauseke saadaan si-
joittamalla sisédfunktion g lauseke "sisélle” ulkofunktion f lausekkeeseen. Témé voidaan
esittda kaavana

(fog)(z) = f(g(x)).

Esimerkki 1.8. Tarkastellaan edelleen funktioita f(z) = x? ja g(x) = = + 1. Yhdiste-
tyn funktion f o g laskulauseke muodostetaan sijoittamalla sisdfunktion lauseke x + 1
ulkofunktioon muuttujan x paikalle. T&ll6in saadaan lauseke

Flg(@) = fz+1) = (z+ 1)
Muilla tavoin yhdistdmaélla saadaan muun muassa seuraavanlaisia lausekkeita:
(9o ) = g(f(x)) = g(a®) = 2 +1,

(fo (@) = f(f(z)) = f(2?) = (2%)* = 2,
(gog)(z) =g(gx)) =glz+1)=(z+1)+1=x+2.

Mikéédn ei estd myoskddan yhdistdmastéd useampia funktioita. Ndin saataisiin esimerkiksi
funktio

(fogo fl(x) = flg(f(2)) = f(g9(z*)) = f(a® +1) = (2 + 1)°.

Yhdistdmisjérjestys on useammankin funktion tapauksessa oikealta vasemmalle.

Huomaa, ettd funktioita yhdistettdessd niiden lausekkeissa olevilla muuttujilla ei ole
mitddn tekemista keskendén, vaikka niitd merkittéisiinkin samalla kirjaimella. Jos téssé
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on sekaannuksen vaara, voi toisen muuttujan paikalle vaihtaa jonkin toisen kirjaimen.
Esimerkiksi ylli olevassa esimerkissi voikin kirjoittaa funktiot muodossa f(y) = v? ja
g(z) = x4+ 1 ja yhdistdd f(g(x)) = f(z +1) = (x + 1)

Talla kurssilla on usein osattava esittdd jokin funktio yksinkertaisemmista funktioista
yvhdistettynd funktiona. Téllainen pilkkominen voidaan aina tehdd monella eri tavalla.

Esimerkki 1.9. Funktio

1
h(z) = ———=
voidaan ajatella yhdistetyksi funktioksi, jossa ulkofunktio on f;(z) = % ja sisdfunktio on

g1(7) = (22 + 1), T&llsin nimittiin
1

filg@) = 1@ + 1) = gy

Toisaalta voidaan myds valita fo(z) = m% ja go(x) = 22 + 1, jolloin

1
2
Flanl)) = Ple*+1) =
Vield erds tapa olisi valita f3(z) = 22 ja g3(z) = x++17 silla

f3(g3(x)) = f3 (1,211) = ($21Jrl)2 s Jlr e

Muitakin tapoja varmasti 16ytyy.

1.6 Funktion jatkuvuus

Monet funktiot ovat sellaisia, ettd ne muuttuvat tasaisesti ldhtéarvojen muuttuessa ei-
vatké tee hyppayksia. Toisin sanoen ldhtéarvon muuttuessa hyvin vahén myos funktion
arvo muuttuu vain viahén. T&td ominaisuutta sanotaan jatkuvuudeksi. Luonnossa on
paljon esimerkkejé jatkuvista funktioista, kuten vaikkapa huoneen keskilampdotila ajan
funktiona. Lukuunottamatta hyvin poikkeavia olosuhteita lampdtila ei tee hyppéayksia
ajan kuluessa.

Jatkuvuuden ymmartaa ehké parhaiten, jos tarkastelee esimerkkié epdjatkuvasta funk-
tiosta. Tallainen syntyy useimmiten silloin, kun funktio méaritellddn paloittain. Esimer-
kiksi esimerkissd 1.6 méariteltiin funktio

h(z) =

z2, kun z < 1
—r+3, kunz >1.

Funktion h kuvaaja on piirretty uudestaan seuraavaan kuvaan. Nahdaén, ettd kohdassa
x = 1 kuvaaja katkeaa ja funktion arvot hyppéavit dkisti aivan toiseen kohtaan. Tal-
lainen kohta on funktion epdjatkuvuuskohta. Siind funktiolla on jokin arvo, mutta koh-
dan valittoméssa ldheisyydessd jommalla kummalla puolella funktion arvot poikkeavat
rajusti kyseisesta arvosta.
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Epéjatkuvan funktion tunnistaa useimmin siitd, ettd sen kuvaaja katkeaa. On kui-
tenkin huomattava, ettd kuvaaja voi nédyttad katkeavan myos sellaisessa kohdassa, jossa
funktiota ei ole lainkaan méaritelty. Téllaisessa kohdassahan funktio ei saa mitdén ar-
voa, joten kuvaaja ei voi kulkea kyseisen kohdan lapi. Alla on esimerkkind funktion
f(z) = 1/x kuvaaja.

Kohtaa, jossa funktio ei ole maéritelty, ei kuitenkaan koskaan kutsuta epéjatkuvuus-
kohdaksi. Se jatetddn yksinkertaisesti kokonaan jatkuvuustarkastelun ulkopuolelle. Voi-
daan vaikkapa ajatella, ettéd sielld missd funktio ei ole mééritelty, mitd tahansa voi ta-
pahtua eikd funktiota voi siitd syyttéa.
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2 Derivaatta

2.1 Funktion kasvun ja vahenemisen tutkiminen

Eréita kiinnostavimmista asioista funktioita tutkittaessa ovat funktion kasvavuus ja vd-
henevyys. Funktio on jollain valilld kasvava, jos suuremmilla lahtoarvoilla saadaan aina
suurempia funktion arvoja. Toisin sanoen f(a) > f(b) aina kun a > b. Vastaavasti funk-
tio on véhenevi, jos suuremmilla ldhtbarvoilla tulee aina pienempié funktion arvoja, eli
f(a) < f(b) aina kun a > b. Esimerkiksi funktio, jonka kuvaaja nikyy alla, on kasvava,
kun z <1 tai > 3, ja vihenevi, kun x on vililla [1, 3].

¥

Kuinka funktion kasvavuutta voidaan tutkia tésméllisesti? Ensin tdytyy olla jokin
keino mitata kasvamisnopeutta. Jos funktion kuvaaja olisi suora, voitaisiin sanoa, etté
funktion kasvunopeus on suoran kulmakerroin. Yleiselld funktiolla ei kuitenkaan ole kul-
makerrointa. Talloin tyydytddn piirtdméaédn funktion kuvaajalle tutkittavaan pisteeseen
stvuaja eli suora, joka on tuossa pisteessé kuvaajan suuntainen. Funktion kasvunopeu-
deksi tutkittavassa pisteesséd sovitaan nyt tdmén sivuajasuoran kulmakerroin. Oheisessa
kuvassa nikyy joitakin funktion kuvaajalle piirrettyja sivuajia ja niiden kulmakertoimia.

Ay
3,
k=3
2,
1 k=0
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Kun funktion f kuvaajalle piirretdén sivuaja pisteeseen (x, f(z)), tuon sivuajan kul-
makerrointa kutsutaan funktion derivaataksi pisteessd x. Derivaattaa pisteessd = merki-
taan

f'(=).
Esimerkiksi edellisen kuvan funktiolle piirrettiin sivuajat pisteisiin (1, %), (2, 3) ja (4, 3).
Kuvan mukaan vastaavat derivaatan arvot ovat f'(1) =0, f'(2) = —3 ja f/(4) = 3.

Funktion derivaatta kuvaa funktion hetkellistd kasvunopeutta: mitd suurempi on deri-
vaatan arvo, sitd jyrkempi on sivuajasuora, ja sitd nopeammin funktio ndyttaa kasvavan.
Koska derivaatta kuitenkin lasketaan vain yhdessé pisteessa, siité ei yksindén voi péatel-
14 kasvua tai vihenemisté, silld kasvaminen tarkoittaa méaéritelmén mukaisesti useiden
pisteiden vélistd tapahtumaa. Yleensé taytyykin tutkia derivaatan arvoja jollakin véalilla
tai hahmotella funktion kehitystd pisteen ympéristossa jollakin toisella tavalla. Tahén
palataan myohemmin.

Derivaattaa ei aina voida méarittaa. Joissakin pisteissé ei funktion kuvaajalle nimittédin
voida piirtdd sivuajaa. Tamé voi tapahtua lahinna kolmessa tapauksessa:

1) funktiolla on epédjatkuvuuskohta kyseisessé pisteessé
2) funktion kuvaajalla on terdvd “karki” kyseisessé pisteessé

3) funktion kuvaaja nousee hetkellisesti pystyyn.

Kahdessa ensimmadisessé tapauksessa ei sivuajaa voida lainkaan jarkevésti piirtda. Vii-
meisessé tapauksessa sivuaja olisi pystysuora, mutta pystysuoralla suoralla ei ole kulma-
kerrointa. Kaikista tapauksista on esimerkkikuvat alla.

\y Ay AY

2.2 Derivaatan laskeminen, osa |

Derivaatan méaritteleminen kuvaajan avulla ei riitd kovin pitkélle, silld sivuajan piir-
tdminen on melko epéatdsmallistd. Derivaatta voidaan kuitenkin laskea myo6s funktion
lausekkeesta. Tarvittavien laskukaavojen perustelemiseen kéytettéisiin raja-arvoja, mut-
ta talla kurssilla ndma perustelut ohitetaan ja riittdd osata soveltaa valmiiksi annettuja
kaavoja.

Aloitetaan laskukaavojen opettelu yksinkertaisista perussddnnéistéa. Lausekkeen deri-
vointia merkitdén kirjaimella D. Esimerkiksi lausekkeen 22 derivaattaa merkitdan D z2.
Ensimmaiset sddnnot koskevat potenssin ja vakiofunktion derivointia seké lausekkeiden
summaa ja vakiolla kertomista.
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DzF = kzF=1  kun k on jokin reaaliluku

e Da=0, kun a on jokin vakio

D(f(x) £ g(x)) = D f(x) + D g(x)
D(af(z)) =a-D f(z), kun a on jokin vakiokerroin

Esimerkit valaisevat parhaiten sddntojen soveltamista.

Esimerkki 2.1. Polynomifunktion lauseke on summa x:n potensseista joillakin vakio-
kertoimilla kerrottuina. Edelld on esitetty derivointisddnnot potensseille, summille ja va-
kiokertoimille, joten polynomin derivoimisen ei pitdisi tuottaa ongelmia. Tarkastellaan
esimerkiksi yksinkertaista lauseketta 322 — 4z. Lausekkeessa esiintyvit potenssitermit 2
ja z derivoidaan vastaavan siinnén mukaan seuraavasti (huomaa, etti x = x!):

D2? = 22! = 2z,
Dr=12"=1-1=1.
Koko lauseke derivoidaan nyt vélivaiheineen seuraavasti:
D(3z® —4z) = D(32*) = D(4z) =3 -Da®> —4- Dz =3-20 —4-1 =6z — 4.
Alla on derivoitu muutamia polynomilausekkeita hieman vihemmilla valivaiheilla:

D(—2®+52)=—Da*+5-Dx=—32>+5-1=—322 +5,

D(=3z° +2%) = -3-Da® + Da* = -3 - 52* + 42® = —152% + 423,

D428 +11)=4-Da® + D11 =4-82" +0 = 32z".

Viimeisessd kohdassa kaytettiin vakion derivoimissaéntod D a = 0. Taté ei pida sekoit-
taa vakiokertoimen derivoimissadntoon, jonka mukaan vakiokerroin siilyy derivoitaessa
sellaisenaan, esimerkiksi D(ax) =a-Dx=a-1=a.

Esimerkki 2.2. Potenssin derivoimissdanto ei rajoitu pelkéstdan niihin tapauksiin, mis-
sé, eksponentti on positiivinen kokonaisluku, vaan sitd voidaan soveltaa myo6s negatii-
visiin ja murtolukueksponentteihin. Esimerkiksi murtolauseke 1/x? voidaan kirjoittaa
my6s muodossa 2, jolloin sithen voidaan soveltaa potenssin derivointisdéntod. Néin
saadaan

1
D (—) =Dz ?=-2.23=-22"3=—-—_.

Taytyy vain muistaa, ettd eksponentti todellakin pienenee yhdelld. Talloin positiivisesta
luvusta 2 tulisi 1, mutta negatiivisesta luvusta —2 tuleekin —3.
Murtopotenssiksi muuntaminen on ainoa tapa neli6- ja muiden juurten derivointiin.

Esimerkkind nelijuuren derivoiminen:
1 1 1

1 1
_ /2 _ t 1/2-1_ + -1/2 _ + - _ L
D(Jz)=Dzx =37 =37 EERVARE W
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Myos vakion derivointisddnto voidaan johtaa potenssin derivoinnista, kun muistetaan,
ettd 1 = 20. T&lloin nimittdin vakiolle a pétee a = a -1 = a - 2°, ja saadaan

Da=D(a-2"Y=a-Da’=a-007' =a-0=0.
Kétevinta on kuitenkin vain muistaa, ettd vakion derivaatta on aina O.

Kun osataan derivoida erilaisia lausekkeita, funktioiden derivaatat 16ytyvét helposti.
Esimerkiksi polynomifunktion
f(z) =32° — 4z

derivaatan arvo pisteessd x saadaan derivoimalla funktion lauseke. Tamaé tehtiin esimer-
kissd 2.2, ja tuloksena oli 6z — 4. Funktion f derivaatta pisteessé x on siis

f'(z) =6z — 4.

Tama tarkoittaa sité, ettd esimerkiksi funktion f kuvaajalle pisteeseen kohtaan z = 1
piirretyn sivuajan kulmakerroin on

F1)=6-1-4=2.

Alla on viela kuva tilanteesta.

2.3 Derivaatan sovelluksia

Kuten jo luvun alussa mainittiin, derivaattaa voi kayttaa funktion kasvun ja vihenemisen
tutkimiseen ja mittaamiseen. Mikéli funktion derivaatta jossain pisteessé on positiivinen,
funktio on hetkellisesti kasvava tuossa pisteessd, ja mikéli derivaatta on negatiivinen,
funktio on vdhenevi. Sielld, missd derivaatta on nolla, funktion kasvu on hetkellisesti
pysdahtynyt.

Mainitun kaltainen tarkastelu ei kuitenkaan ole aivan riittavaa. Katsotaan esimerkiksi
funktiota f(z) = 23, jonka kuvaaja on piirretty seuraavaan kuvaan. Funktion derivaatan
lauseke on f/(z) = 322, ja kohdassa x = 0 derivaatta on f’(0) = 0. Funktion kasvu on siis
hetkellisesti pysahtynyt, mutta funktio on silti koko ajan aidosti kasvava. Toisin sanoen
jos x > y milld tahansa lahtoarvoilla x ja y, niin f(z) > f(y). Kasvun hetkellinen
pysdhtyminen ei siis oikeastaan vaikuta kasvuun mitenkéan.
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Tarkempaa tietoa kasvavuudesta ja vihenevyydestd saadaan, kun tutkitaan derivaatan
arvoja laajemmilla vileilld. Seuraava sddnté on niin tédrked, ettd puemme sen lauseen
muotoon.

Lause 2.3. Oletetaan, ettd funktio f on mdadritelty vahintdin avoimella vdlilld ]a,b|
(voi olla myds rajoittamaton vdli, vaikka koko R) ja ettd silla on derivaatta kaikissa
valin Ja, b pisteissd.

e Jos f'(x) > 0 kaikilla Ja,b[, niin f on aidosti kasvava koko vdlilli |a,b|.
e Jos f'(x) <0 kaikilla Ja,b[, niin f on aidosti vihenevd koko vdlilli ]a, b|.

Lisdksi edellisten kohtien tilanne ei muutu, vaikka f'(x) olisi 0 vdlin ]a,b| yksittdisissd
pisteissd.

"Aidosti” kasvava tarkoittaa, ettd jos x > y, niin f(z) > f(y) eikd funktio voi ol-
la edes véliaikaisesti vakio. Lisdhuomautus yksittaisistd pisteistd viittaa sen kaltaiseen
tilanteeseen, kuin mité tarkasteltiin edelld: vaikka funktion f(z) = x3 derivaatta saa
yksittdisessd pisteessd x = 0 arvon nolla, ei funktion kasvavuus muutu. Tarkastellaan
erdsté toista esimerkkia hieman yksityiskohtaisemmin.

Esimerkki 2.4. Miiritelliéin polynomifunktio f(z) = 2% — 22 — 22 + 1. Sen kuvaaja on

piirretty alla olevaan kuvaan. Tutkitaan derivaatan avulla tarkasti, milloin funktio f on
kasvava ja milloin viheneva.

¥

Polynomilausekkeiden derivointisddntéjen mukaan saadaan funktion derivaataksi

f'(z) = 32% — 22 — 2.
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Tama lauseke kertoo derivaatan arvon (eli funktion hetkellisen kasvunopeuden) riippu-
vuuden ldhtéarvosta x. Se méaarittelee siis itsekin erdédn funktion, ns. derivaattafunktion.

Jotta voitaisiin selvittaéd funktion f kasvavuus, on edelld olevan lauseen mukaan tut-
kittava derivaatan etumerkkid. Kédytetddn apuna tuttua jatkuviin funktioihin liittyvaa
saantoa:

Jatkuvan funktion arvojen etumerkki voi vaihtua vain funktion nollakohdissa
tai sielld, missd funktio ei ole mééaritelty.

Koska derivaattafunktio f’(z) = 322 — 2z — 2 on polynomifunktio, se on méiéritelty
kaikkialla ja lisdksi jatkuva. Derivaatan etumerkki voi siis vaihtua vain derivaatan nol-
lakohdissa.

Selvitetddn ensin derivaattafunktion nollakohdat toisen asteen yhtdlon ratkaisukaa-
valla:

302 —20—-2=0
242243 (-2)
N 2.3

24428 2427 147
YT T T 6 T3
r~ 1,215 tai x =~ —0,549.

T

Laaditaan sitten derivaatan merkkikaavio. Koska derivaatan merkki voi vaihtua vain
derivaatan nollakohdissa, riittda tarkistaa merkki ndiden nollakohtien vélissd vaikkapa
laskimella. Esimerkiksi

Néin saadaan seuraavan nakoinen kaavio:

T r < —0,549 | —0,549 <z < 1,215 | = > 1,215
f'(z) + - +

Derivaatan etumerkki nollakohtien eri puolilla olisi voitu péatelld myos siité, ettd deri-
vaattafunktion kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

Derivaatan merkkikaaviosta ndhdédéan, etta derivaatta on positiivinen, kun z < —0,549
tai z > 1,215, ja negatiivinen, kun z on vililla |—0,549, 1,215[. Kayttamalla lausetta 2.3
voidaan derivaatan merkkikaavio tdydentdd alkuperdisen funktion kulkukaavioksi:

T r < —0,549 | —0,549 <z < 1,215 | «x > 1,215
(@) + - +
f(@) / N\ %
Kulkukaaviossa nuolet osoittavat funktion kulkusuunnan.

Nyt on selvitetty tarkasti, milloin funktio f(z) = 2% — 22 — 2241 on kasvava ja milloin
vahenevi. Kerrataan vield lyhyesti tarkastelun vaiheet:
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1. Etsitaén derivaattafunktio f’.

2. Mééritetaan derivaattafunktion f’ nollakohdat.

3. Laaditaan derivaattafunktion merkkikaavio méaarittdmaéalld derivaatan etumerkki
nollakohtien vélissa.

4. Téaydennetddn merkkikaavio funktion f kulkukaavioksi.

Derivaatan avulla voidaan selvittdd myos funktion pienin ja suurin arvo. Sellaisessa
kohdassa, jossa funktion kasvaminen vaihtuu vdhenemiseksi tai pédinvastoin, kasvu py-
sahtyy hetkellisesti ja derivaatta on nolla. Téllaisessa kohdassa funktiolla on niin sanottu
paikallinen ddriarvo, joko minimi tai maksims. Funktion suurin arvo voi 16ytya téllai-
sesta maksimikohdasta. Toinen mahdollisuus on, ettd suurin arvo l6ytyy maédrittelyvéa-
lin padtepisteestd. Vastaava pétee pienimmélle arvolle. Toisaalta esimerkiksi funktiolla
f(x) = 23 ei ole lainkaan suurinta eiké pienintd arvoa.

Esimerkki 2.5. Jatketaan edellisen esimerkin funktion f(x) = 23 — 22 —2x+1 tarkaste-
lua. Sovitaan kuitenkin tilld kertaa, ettd funktio on médritelty vain valilld [0, 5]. Tuolla
valilld funktion kulkukaavio on seuraavanlainen (kopioituna edellisesté esimerkista):

x O<ax<1215 (1215 <2 <b
f'(=) - +
f(z) N /

Vain yksi derivaattafunktion nollakohta osuu méarittelyvilille, nimittdin «x = 1,215.
Koska funktio on tuon kohdan edelld vihenevé ja sen jalkeen kasvava, kyseessd on mini-
mikohta. Lisdksi ndhdéén, ettd kyseisessé kohdassa funktio my6s saa pienimmén arvon-
sa, koska funktio ei endd kddnny laskevaksi médrittelyalueellaan eiké siksi voi saavuttaa
pienempié arvoja. Tuo pienin arvo on f(1,215) =~ —1,1.

Kulkukaavion perusteella funktio f kasvaa maééarittelyvélin pdatepisteitd kohti. Koska
vali on suljettu, padtepisteet ovat mukana tarkastelussa, ja funktio saavuttaa suurim-
man arvonsa jommassakummassa padtepisteessi. Kokeillaan kumpi funktion arvo on
suurempi:

fO) =1 Ja  f(5)=9L
Selvasti jalkimmaéinen arvo on suurempi. Funktion suurin arvo on siis f(5) = 91.
Suurimman ja pienimmén arvon l0ytdminen on erityisen tédrkedd seuraavan esimerkin
kaltaisissa optimointitehtdvissd.

Esimerkki 2.6. Halutaan rakentaa suorakulmion muotoinen aitaus. Aitatarpeita riittaa
yhteensd 150 metrin pituiseen aitaan, mutta aitauksen yhdelle sivulle on tarkoitus jattaa
2 metrin levyinen aukko. Tilanne on siis seuraavan kuvan mukainen.

2m
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Halutaan 16ytda sellaisen aitauksen mitat, jonka pinta-ala on suurin mahdollinen.
Taméa ongelma ratkeaa muodostamalla funktio, joka kuvaa aitauksen pinta-alaa, seké
etsiméllé derivaatan avulla funktion suurin arvo.

Aloitetaan valitsemalla suure, josta pinta-ala riippuu. Suorakulmion pinta-ala laske-
taan kaavalla A = xy, kun kdytetddn oheisen kuvan merkintéja. Sivujen mitat x ja y
eivit kuitenkaan ole toisistaan riippumattomia, silld aidan kokonaispituus on rajoitettu:
mikali pituutta z kasvatetaan, pituus y vdhenee, ja painvastoin. Tarkemmin sanottuna
rajoittava ehto on

2z + 2y — 2 = 150.

Tastéa yhtdlostd voidaan ratkaista y, jos x oletetaan tunnetuksi:

2y =150 — 2z 4 2
2y =152 — 2z
y="176—=zx.

Nyt tiedetdén, etté jos aitauksen yhden sivun pituus on z, talléin toisen sivun pituus on
y = 76 — x. Voidaan siis muodostaa pinta-alaa kuvaava funktio

A(x) =2 - (76 — 2) = T6x — 2> = —x* + T6x.

Selvitetddn funktion A méaérittelyjoukko. Voidaan ajatella, ettd pahimmassa tapauk-
sessa x voi olla 0, jolloin aitauksella ei ole pinta-alaa. Toinen &aritapaus olisi se, jossa
y = 0eli x = 76. Myoskédan talloin aitauksella ei ole pinta-alaa, vaikka kaikki aitama-
teriaali on kéytossd. Méadrittelyjoukoksi voidaan siis valita suljettu véli [0, 76]. Tamén
vélin luvut kuvaavat sivun pituuden z mahdollisia arvoja.

Kun tutkittavalle funktiolle on 16ydetty lauseke, lasketaan funktion derivaatta:

A'(z) = -2z + 76.

Derivaattafunktiolla on yksi nollakohta, ja se on x = 38. Koska derivaattafunktion ku-
vaaja on laskeva suora, derivaatan arvot ovat positiivisia nollakohdan vasemmalla puolel-
la ja negatiivisia oikealla. Nain voidaan muodostaa derivaatan merkkikaavio. (Voitaisiin
myo6s tutkia derivaatan arvoja kokeilupisteisséd nollakohdan eri puolilla.) Téydennetaan
merkkikaavio saman tien funktion A kulkukaavioksi:

x [0<z<38[38<z<76
A'(z) + -
A(z) / N

Kulkukaaviosta ndhdaén, ettd kohdassa z = 38 on funktion A maksimikohta ja samalla
sen suurin arvo. Suurin aitaus saadaan siis, kun sivun pituus z on 38. T&lléin toinen

sivun pituus on y = 76 — 38 = 38, eli aitaus on nelibn muotoinen. Sen pinta-ala on
A(38) = 382 = 1444 (m?).
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2.4 Derivaatan laskeminen, osa Il

Tahan mennessé opittujen laskusddntojen avulla pystytddn derivoimaan polynomifunk-
tioita sekd hyvin yksinkertaisia rationaali- ja juurifunktioita. Seuraavaksi opetellaan
funktioiden tulon ja osamééran seké yhdistettyjen funktioiden derivointisdannot. Ndiden
avulla voidaan derivoida kaikki rationaalifunktiot sekéd suuri joukko sellaisia funktioita,
jotka voidaan tulkita yhdistetyiksi funktioiksi.

o D(f(x)g(x)) = ['(x)g(x) + f(z)g (z)

f@)N  P@)g(x) - f@)g ()
° P <g<x>) = o(@)?

o D(f(g(x))) = f'(9(x))g' (x)

Aloitetaan tutkimalla rationaalifunktion derivoimista.

Esimerkki 2.7. Tarkastellaan rationaalifunktiota

_31‘+1
o2 =4

h: R\ {2,-2} - R, h(x)

Rationaalifunktion lauseke on kahden polynomin osamééra. Merkitdén osoittajapolyno-
mia f(z) = 3z + 1 ja nimittdjipolynomia g(z) = x> — 4. Lausekkeiden osaméirin
derivointisddnnon nojalla derivaataksi tulee

f(w)) _ ['(@)g(2) — f(x)g'(x)
g9(x) g9(x)? '

Lasketaan derivaatta vaiheittain. Ensinnékin osoittajan derivaatta on

(1)

W (z) = D(

f'(x)=DBx+1)=3
ja nimittdjéin derivaatta on
d(z) = D(z* — 4) = 2z.

Nyt voidaan koota osaméirdn derivaatta sijoittamalla f(z), g(z), f'(x) ja ¢'(z) kaa-
vaan (1):

f'(x)g(x) — f(2)g'(x) _3-(z*—4)— Bz +1) 2

h/ ) = =
) e EE
_ 3a?—12—62% -2z  —3z? — 2z — 12
@—22 T (a2-4p

Rationaalifunktioita derivoitaessa ei nimittdjan lauseketta kannata yleensa kertoa auki.
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Katsotaan seuraavaksi, miten yhdistetty funktio derivoidaan.

Esimerkki 2.8. Tarkastellaan funktiota k(z) = (z? — 1)Y. Tdm4 funktio voitaisiin de-
rivoida kertomalla se auki, mutta kertolasku olisi hyvin tytlds. Padstddn helpommalla,
kun tulkitaan lauseke yhdistetyn funktion lausekkeeksi.

Valitaan sisifunktioksi g(z) = 22 — 1 ja ulkofunktioksi f(z) = 2% Tillsin pétee
k(x) = f(g(x)), joten k' (z) = D(f(g(z)). Voidaan siis kdyttdd yhdistetyn funktion
derivointisdantod. Sitd varten derivoidaan ensin valmiiksi ulko- ja sisdfunktiot:

f(z) = 928 ja J(x) = 2.
Nyt yhdistetyn funktion derivoimissddnnén mukaan pétee

K(x) = f'(9(x))g ()

= f'(z>-1) 2z
=9(z* - 1)%- 22
= 18z (2? — 1).

Esimerkki 2.9. Yhdistettyd funktiota derivoitaessa ideana on, ettd derivoidaan ensin
ulkofunktio ja pidetaén sisdfunktio paikallaan, ja sen jidlkeen kerrotaan saatu lauseke sisé-
funktion derivaatalla. Toisena esimerkkiné voitaisiin ottaa juurifunktio p(x) = /22 — 1.
Tata ei osata lainkaan derivoida ilman yhdistetyn funktion sdéntod. Nyt sisdfunktioksi
valitaan g(z) = 2z — 1 ja ulkofunktioksi f(z) = /= = z'/2. Yhdistetyn funktion seké
potenssin derivointisddntojen mukaan saadaan

1
/ _11/2 Lo 1\-1/2 . _-1/2
p(z) = D((Qa: 1) ) = 2(2:6 1) 2 =(2x-1) .
g(x) g(x) g'(z)

Vastaus voidaan vield haluttaessa muuttaa muotoon p'(z) = 1/y/2z — 1.
Tarkastellaan viimeisené esimerkkiné rationaalifunktion kasvamisen tutkimista.

Esimerkki 2.10. Palataan vield kerran esimerkin 1.5 funktioon

r+1

h: R\{0,2} - R, h(z)= o

Tamén funktion kuvaaja ndkyy oheisessa kuvassa. Olemme todenneet, ettd funktio h ei
ole maaritelty lahtoarvoilla 0 ja 2. Tutkitaan nyt derivaatan avulla funktion kasvuomi-
naisuuksia.
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Derivoidaan funktio h osaméédran derivointisddnnén mukaan. Osoittaja on f(x) = z+1
ja nimittdji on g(x) = 22 — 22. Saadaan

f'(x)g(x) — f(x)d (x)

) = g(x)?
1- (2% —22) — (x +1)- (22 — 2)
(2% — 2x)2
(22 — 27) — (222 — 22 + 22 — 2)
- (2% — 2x)2
_ 22 — 22 — 222 + 2
N (22 — 2x)?
_ —x2 — 22 42
T (22 - 2x)2

Selvitetdan seuraavaksi derivaatan etumerkki. Derivaatan nollakohdat ovat samat kuin
derivaatan osoittajan nollakohdat:

—2? -2 +2=0
2427 -1.(—1) -2
- 2-(=1)

2+ /12 2+2vV3

r=0,732 tai x = —2,732.

Derivaatan merkkikaaviota varten on nyt otettava huomioon myos kohdat, joissa deri-
vaatta h ei ole méaritelty. Namé ovat samat kohdat kuin missé funktio ei ole maéritelty,
eli lahtoéarvot x = 0 ja x = 2. Néiissd kohdissa derivaatan merkki voi muuttua. Derivaatan
merkki on siis tarkistettava kullakin osavéleista

]—o00, —2,732[, ]-2,732,0[, ]0,0,732, 10,732,2[ ja ]2,00].
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Lasketaan esimerkiksi arvot

h'(=3)~ —44, h'(-1)=0,3, K(0,5)=~1,3,

Nyt voidaan laatia funktion A kulkukaavio:

W(1)=-1 ja K(3)~—-14.

x T < —=2,732|-2732<z<0|0<2<0,732|0,732<z<2|2>2
B (z) - + + - -

Kulkukaavio kertoo, ettd funktio h on kasvava véleilld |—2,732,0] ja ]0,0,732[, muulloin
h on vaheneva. Tamaéan vahvistaa késityksen, joka saatiin aiemmin h:n kuvaajasta.
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3 Jatkuvan funktion integraali

Derivaatalle kddnteistd kéasitettd kutsutaan integraaliksi. Aloitetaan integraaliin tutus-
tuminen esimerkill&.

Esimerkki 3.1. Tuotantolaitoksessa on tapahtunut kemikaalivuoto. Mééritellddn funk-
tio V siten, ettd V(¢) on vuotaneen kemikaalin mééra litroina ajanhetkelld ¢ (yksikkoné
kuluneet tunnit vuodon alusta lukien).

Funktion derivaatta kertoo sen muutosnopeuden. Téssé tapauksessa derivaattafunktio
V' kertoo siis kemikaalin vuotonopeuden, ja sen yksikkonéd on 1/h, litroja tunnissa. Jos
vuotaneen kemikaalin maarad kuvaava funktio on esimerkiksi V'(¢) = 2t, vuotonopeus
on V'(t) = 2 litraa tunnissa eli vuoto on tasaista.

Jos vuoto on tasaista ja tieddmme vuotonopeuden, voimme toisaalta myos péatella
vuotaneen kemikaalin méadrdn. Jos vuotonopeus V'(¢t) on 2 litraa tunnissa, tiedimme
esimerkiksi ettd kymmenesséd tunnissa ainetta ehtii vuotaa 2 - 10 = 20 litraa. Jos vuoto-
nopeus sen sijaan ei ole tasainen, tilanne on monimutkaisempi.

Vuotaneen kemikaalin méarén selvittdminen vuotonopeuden perusteella on esimerk-
ki operaatiosta, jotka kutsutaan matematiikassa integroimiseksi. Integroiminen on de-
rivoinnille kddnteinen toimitus: jos tunnemme vuotonopeuden V' lausekkeen, saamme
vuotaneen méirin selville, jos pystymme selvittiméiin, minki funktion derivaatta V'
on. Tama& on yleensd hankalampaa kuin funktion V' derivoiminen.

3.1 Integraalin maaritelma

Funktio F' on funktion f integraalifunktio, jos f on funktion F' derivaattafunktio. Funk-
tion f integraalifunktion lauseketta merkitdan

Téssé merkinnéssé | kuvaa integrointia ja lopussa oleva dz kertoo sen, minkd muuttujan
suhteen funktion lauseke on kirjoitettu. Voitaisiin myos kirjoittaa esimerkiksi [ f(y) dy.
Integraalifunktion méaritelmé voidaan nyt kirjoittaa lyhyesti néin:

Fa)= [f@)de  jos  Fla) = f().

Esimerkki 3.2. Etsitiin polynomifunktion f(x) = x*+ 2z eris integraalifunktio. Termi
2z on tullut derivoitaessa vastaan monta kertaa, ja siksi muistetaankin, ettd D 22 = 2z.
Titen termistd 22 tulee integroituna z2.

Termi z* on hankalampi. Koska potenssitermeji derivoitaessa potenssi pienenee yh-
dellé, pitaisi integroitaessa potenssin vastaavasti kasvaa. Kuitenkaan integroitu termi ei
ole suoraan z°, silli, D 2® = 52%. Asia kuitenkin korjaantuu lisdimalli eteen vakiokerroin.
Vakiokertoimet eivit muutu derivoitaessa, joten ne eivit muutu myoskaédn integroitaes-

sa. Osoittautuu, ettd sopiva vakiokerroin on % Tama nimittdin kumoaa derivoinnissa
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syntyvén kertoimen 5:

1 1 1
D(gx5) :3-Dx5:3-5x4:x4.

Yhteensi on siis padtelty, ettd funktion f erds integraalifunktio on F'(z) = %x5 + 22

Toisin kuin funktion derivaattafunktio, funktion integraalifunktio ei ole yksikéasittei-
nen, vaan jokaisella funktiolla on monta eri integraalifunktiota. Ta4mé& johtuu siité, ettd
kaikki vakiotermit hévidvat derivoitaessa. Integroitaessa derivoitua funktiota ei siis voida
tietdd, oliko alkuperdisessé funktiossa jokin vakiotermi mukana ja mika se mahdollisesti
oli. Tdmé&n vuoksi taytyy integraalifunktioon lisdtd ns. integroimisvakio. Yleensa kéyte-
tdén kirjainta C, mutta kirjaimen valinnalla ei tietenkdén ole matemaattista merkitysta.

Esimerkki 3.3. Edellisen esimerkin tilanteessa integraalifunktioksi olisi voitu valita

mydskin F(z) = 2% + 2% + 1, silld

1
F'(x):D(gx5+x2+1) =2t 4204+ 0=2a"+ 22 = f(a).

Vakiotermin 1 paikalla voisi yhtd hyvin olla mika tahansa muukin luku. Tamén vuoksi
integraalifunktion lauseketta merkitddn seuraavasti:

1
/x4+2xdx:g:ﬂ5—|—x2+0.

Vakiotermi C' kuvaa sité, ettd integraalifunktioon voi lisdtd minké tahansa vakion.

3.2 Integraalin soveltaminen

Integraalia voidaan soveltaa luvun alun esimerkin kaltaisiin tilanteisiin, joissa funktion
muutosnopeus eli derivaattafunktio tunnetaan, ja halutaan tuntea funktion kuvaaman
suureen kertymd. Talloin on ensin paiteltdva alkuperdinen funktio derivaattafunktiosta
ja sen jalkeen laskettava, kuinka paljon funktion arvot ovat yhteensd muuttuneet.

Esimerkki 3.4. Palataan luvun alun esimerkkiin 3.1. Oletetaan, etté on jotenkin p&a-
1

telty vuotonopeuden kasvavan tasaisesti ja noudattavan funktiota f(t) = £t, missd ¢
on aika tunteina vuodon alusta lukien ja funktion arvot ilmoitetaan litroina tunnissa.
Tehtévané on laskea, kuinka paljon ainetta vuotaa tuntien 5 ja 7 valilld vuodon alusta
lukien.

Ensinnékin on péaiteltdva, minkélainen funktio kuvaa vuodon médrdi. Vuotonopeus
on vuodon méaran derivaatta, joten vuodon maira on vuotonopeuden integraali. Etsi-
tdan siis funktiota F', jonka derivaattafunktio olisi f. Téllainen 16ytyy melko helposti
paattelemalla: . 1

2
F(t)_/5tdt_ S+ C.
Derivoimalla voidaan tarkistaa, etti F'(t) = {5 -2t = 1t. (Myohemmin tutkitaan, miten
integraaleja voi laskea integroimiskaavoista.)
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Integraalifunktion lausekkeessa esiintyvé integroimisvakio C' kuvaa téssé esimerkissa
sitd, kuinka paljon ainetta oli vuotanut ajanhetkelld 0, silla

1

2 — —
=10 0°+C=0+C=C.

£(0)
Voimme siis ajatella, ettd C' = 0 (litraa). Toisaalta C' ei tule vaikuttamaan tehtavin
ratkaisuun, joten voimme myos olla valittamatta siité.

Integraalifunktion arvo F'(t) kuvaa nyt sitd, kuinka paljon ainetta on vuotanut ajan-
hetkelld ¢t. Tehtévéin vastaus, eli vuotaneen aineen mééréi, saadaan sijoittamalla annetun
ajanjakson alku- ja loppuhetket integraalifunktion lausekkeeseen ja laskemalla erotus.
Néin saadaan

1 1
F(7) — F(5) = <E ST+ C) - (1—0 524 C> =494+ C —25—C =24 (litraa).
Kuten huomataan, integroimisvakiot supistuvat pois lopullisesta vastauksesta, joten niita
el tarvitsisi ottaa huomioon.

Jos F on funktion f integraalifunktio, halutaan usein laskea arvoja F'(b) — F'(a), missi
a ja b ovat joitakin lahtoarvoja. Kuten edellisessé esimerkissd nédhtiin, téllainen erotus
kuvaa kertyméé esimerkiksi ajanhetkien a ja b valilld. Kyseista erotusta kutsutaan funk-
tion f (madratyksi) integraaliksi valilla [a,b] ja sitd merkitdan

Maéarattya integraalia laskettaessa on siis ensin laskettava funktion f integraalifunktio,
ja sitten sijoitettava siihen annetut yla- ja alarajat.

Myoés vélivaiheelle, jossa on maédritetty integraalifunktio, mutta sijoitus on vield teke-
mattd, on oma merkintdnsa. Voidaan laskea esimerkiksi

1 1
/dex:/x2:12—02:1.
0 0

Tissd on siis ensin integroitu lauseke 2z lausekkeeksi 22 (jolloin integroimissymboli [
"oikenee” ja dx hévidi) ja sen jilkeen sijoitettu yla- ja alarajat 1 ja 0. Integroimisvakiota
ei tarvitse ottaa lukuun, koska se supistuisi joka tapauksessa pois erotusta laskettaessa.

3.3 Integraalin laskeminen

Integraalifunktion laskeminen funktion lausekkeesta perustuu siihen, ettd péaitellddn,
minkéa funktion derivaatalla on kyseinen lauseke. Esimerkiksi potenssilauseke derivoi-
daan ottamalla eksponentti kertoimeksi ja vihentdmélla eksponenttia yhdelld. Potenssi-
lausekkeen integrointi tapahtuu siis vastaavasti lisddmaélla eksponenttiin yksi ja jakamal-
la syntyneelld eksponentilla. Samalla tavalla vakiota integroitaessa on lisdttdva x, joka
derivoitaessa katoaisi. Ndin saadaan seuraavat kaavat.
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° / adr =ax+ C, kun a on miki tahansa reaaliluku

karl
. /xkdm:k+1+(§', kun k # —1

Y1la olevassa potenssilausekkeen integroimiskaavassa oikeanpuoleinen lauseke voidaan
kirjoittaa my6s muodossa
L k1
—x" 4+ C.
k+1

Huomautus k # —1 on tarpeellinen, silld muuten jaettaisiin nollalla. Tarkastellaan esi-
merkkia.

Esimerkki 3.5. Integroidaan polynomi 23 — 522 + 6. Koska derivointi voidaan suorit-
taa termi kerrallaan, voidaan myos integrointi tehdé talla tavoin vaiheittain. Potenssin

1
3 4
dr = -2~
/x x 4x

(Lisdémme integroimisvakion C' vasta lopulliseen lausekkeeseen.) Tulos on helppo tar-
1 1
D (—az4> == 4g% =43
4 4
Koska vakiokertoimet eivdt muutu derivoitaessa, eivit ne muutu myoskdan integroi-
taessa. Téten termi 522 voidaan integroida seuraavasti:

integroimiskaavan nojalla

kistaa derivoimalla:

1 5
/5x2dx:5-/x2dx:5-—x3:—x3.
3 3
Vakiotermi voidaan ajatella nollannen asteen potenssitermiksi:
0 Ly
/6dx:/6x dx:G-Ix = 6.

Toinen vaihtoehto on vain muistaa, ettd vakion a integraali on aina axz. Kun edellisten
vaiheiden laskut kootaan yhteen, saadaan koko integraalifunktioksi

1
/x3—5x2—|—6dx:Zx4—gx3+6x—|—a

Nyt ei sovi unohtaa integroimisvakiota.

Esimerkki 3.6. Myo0s negatiiviset ja murtopotenssit voidaan integroida potenssin in-
tegroimiskaavalla. Esimerkiksi

1 -3 L 341 L
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Ainoastaan potenssia 7! ei voida integroida néin, koska jakajaksi tulisi nolla. Erityisesti

emme voi integroida lauseketta
1

x

potenssilausekkeen integroimissdannolla, koska % = 27!, Kyseinen lauseke opitaan in-
tegroimaan myohemmin logaritmien avulla.

Potenssilausekkeen integroiminen ei ole vaikeaa, mutta yleisesséd tapauksessa lausek-
keen integroiminen on paljon hankalampaa kuin sen derivoiminen. Periaatteessa misté
tahansa derivointikaavasta voitaisiin tietysti johtaa vastaava integroimiskaava ka&ntéa-
mallé se toisin padin, mutta tillaiset kaavat eivét ole yleensé kéyttokelpoisia. Esimerkiksi
rationaalifunktion derivoimiskaava johtaa niin monimutkaiseen lausekkeeseen, ettid vas-
taava integroimiskaava ei olisi enda hyodyllinen.

On kuitenkin syytd mainita yhdistetyn funktion derivoimiskaavasta saatava integroi-
miskaava. Sitd voidaan nimittda yhdistetyn funktion integroimiskaavaksi, vaikka silld ei
voidakaan integroida mité tahansa yhdistettyja funktioita. Kaava on esitetty alla.

o [ £(5@)g @) de = F(g(a) +C

Kaava perustuu suoraan yhdistetyn funktion derivoimiskaavaan. Yhdistettyja funk-
tioita derivoitaessa lauseke on kerrottava lopuksi sisdfunktion derivaatalla. Vastaavasti
integroitavassa lausekkeessa on oltava sisdfunktion derivaatta valmiina. Integrointia suo-
ritettaessa se sitten havida jaljettomiin.

Esimerkki 3.7. Etsitddn funktion h(zr) = 2z(z? — 1)? integraalifunktio. Funktion h
lausekkeessa on yhdistetyn funktion lauseke, jonka kertoimena on lisdksi 2x. Yritetddn
soveltaa yhdistetyn funktion integroimiskaavaa.

Jotta kaavaa voitaisiin soveltaa, on valittava, mité kaavassa esiintyvit f', g ja ¢’ ovat.
On luonnollista valita g(z) = 22 — 1 ja f'(x) = 2°, koska t#lléin

flg(@) = (2* = 1)°.

Integroimiskaavassa esiintyy liséksi sisdfunktion derivaatta 2x. Koska olemme valinneet,
etti g(r) = 22 — 1, nilemme, etti ¢'(x) = 2x. Kaava sopii siis tilanteeseen tiydellisesti,
ja voidaan Kkirjoittaa

/h(m) dx = /(g:2 — 1) 2zdx = /f'(g(:v))g'(m) dz = f(g(z)) + C.

On enéi selvitettivi, mikd f on. Koska f'(z) = 2°

néstd, ettd f(z) = 1520 Téten

, haemme potenssin integroimissaan-

/h(:c) dz = f(g(x)) +C = 1—10(9{;2 e
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Esimerkki 3.8. Edellisen esimerkin tavoin voidaan integroida my6s samankaltainen
funktio k(z) = 2%(z® + 1)'2. Nyt valittaisiin g(z) = x +1ja f/(z) = 2'2. Funktion k
lausekkeessa on kuitenkin tillid kertaa kertoimena x?, kun taas ¢’(z) = 3z%. Ongelma
saadaan ratkaistua kertomalla ja jakamalla lauseke samalla vakiolla 3. Nain saadaan

/k(m)dxz/(m3+1)12-x2dx:/é-(:ﬂ3+1)12-3x2dx.

Vakiokerroin % ei muutu integroitaessa, ja toisaalta lausekkeeseen on saatu sisédfunktion
derivaatta ¢/(z) = 3z2. Voidaan siis integroida siinnon mukaisesti:

/3 (23 +1)'% . 322 dx—/3 '(x)dmzé-f(g(x))—i—(]’.

Kun vield todetaan, ettd f(z) = 152'%, saadaan lopulta

1 1 1
_ . _ 1 1)13 L NO% B E NS
/k(m)dx 2 flg(x))+C = 3 13(90 +1)°+C= 39(90 +1)”+C
3.4 Integraalin tulkinta kuvaajassa

Oheisessa kuvassa on erddn jatkuvan funktion kuvaaja. Oletetaan, ettd tdmé funktio
kuvaa jonkin suureen muutosnopeutta ajan suhteen, ja yritetddn sen avulla selvittéda
suureen kertymé aikavalilla [a, b].

A

Y

a b

Ongelma ratkeaa seuraavasti. Hyvin pienelld aikavélilla voidaan olettaa, ettd funktion
arvo, eli suureen muutosnopeus, ei ehdi muuttua paljonkaan. (Tédhén vaaditaan funktion
jatkuvuutta.) Voidaan siis arvioida, ettd talld lyhyelld aikavélilla muutosnopeus on vakio,
jolloin kertymé& on suoraan muutoksen nopeus kertaa aikavéilin pituus. Tamé vastaa
seuraavan kuvan mukaisen suorakaiteen pinta-alaa.

A

'
<~ - -muutosnopeus

L'.I
lyhyt
aikavali
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Jaetaan nyt koko tarkasteltava aikavéli pieniin osavéleihin, joilla jokaisella muutosno-
peuden oletetaan olevan vakio. Nain saadaan suureen kokonaiskertymaksi seuraavaan ku-
vaan piirrettyjen suorakulmioiden yhteispinta-ala. Kun osavélien pituus ldhestyy nollaa,
suorakulmioiden pinta-ala ldhestyy puolestaan kuvaajan alle jadvin alueen pinta-alaa.

A A

a b a b

Nain on péaatelty seuraava tulos:

Jatkuvan positiivisen funktion integraali valilld [a, b] vastaa funktion kuvaa-
jan ja x-akselin véliin jaavén alueen pinta-alaa kyseiselld valilla.

Positiivinen funktio on sellainen, joka saa pelkistddn positiivisia arvoja. Vastaava
tulos pétisi myds negatiiviselle funktiolle, eli sellaiselle, joka saa koko ajan negatiivisia
arvoja. Talloin kuitenkin integraalin tulos on negatiivinen, vaikka pinta-ala tietysti on
positiivinen. Integraalilla ja pinta-alalla on kuitenkin sama lukuarvo (eli itseisarvo). Jos
funktio saa seké positiivisia ettd negatiivisia arvoja, kummatkin on késiteltava erikseen.

Esimerkki 3.9. Pinta-alatulkinta mahdollistaa integraalin arvon arvioimisen kuvaajan
perusteella. Tarkastellaan vield esimerkin 3.1 tapaista kemikaalivuotoa. Oletetaan, et-
td mittaustulosten perusteella vuotonopeus vaihteli ensimmaéisen vuorokauden aikana
suunnilleen seuraavan kuvaajan mukaisesti. Tehtavind on arvioida vuodon mééra (eli
kertymaé) aikavalilld 6-18 tuntia vuodon alkamisesta.

1/h A vuotonopeus
6

N W

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 h
Olisi vaikeaa keksid sellaisen funktion lauseke, jonka kuvaaja vastaisi tilannetta, jo-

ten myos integraalifunktion lauseke jaa hamaéradn peittoon. Kuvan perusteella voimme
kuitenkin suoraan arvioida integraalin suuruutta.
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Integraalin suuruus valilld [6, 18] vastaa pinta-alaa, joka jaa tuolla vélilld kuvaajan
ja x-akselin véliin. (Téssa tapauksessa x-akseli kuvaa aikaa, joten voitaisiin oikeastaan
puhua t-akselista.) Kuvasta arvioituna tuolle vilille j&& 15 kokonaista ruutua (kuvassa
taytetyt pallot) ja 9 osittaista ruutua (tyhjat pallot). Jos arvioidaan kaikki osittaiset
ruudut puolikkaina, saadaan pinta-alaksi suunnilleen 15 + 9/2 =~ 20 ruutua. Jokaisen
ruudun vaakasivu puolestaan vastaa kahta tuntia aika-asteikolla ja pystysivu taas litraa
tunnissa. Yhden ruudun pinta-ala on siis 2 h-1 1/h = 2 1. Yhteensé pinta-alaksi saadaan
arvioitua 20 kertaa 2 litraa eli 40 litraa.

Integraalin arviota voitaisiin tietysti parantaa paljon, jos pinta-ala arvioitaisiin tar-
kemmin. Kaytdnnossé téallaisissa tilanteissa kédytetddn apuna tietokonetta, joka pystyy
arvioimaan pinta-alan hyvinkin tarkasti.
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4 Joitain erityisfunktioita

Tassé luvussa tutustutaan joihinkin luonnontieteissé tarpeellisiin funktioihin. Aluksi esi-
tellddn funktioiden matemaattiset ominaisuudet ja sen jalkeen tarkastellaan esimerkkeja
niiden kaytosta.

4.1 Eksponenttifunktiot

Potenssifunktioksi kutsutaan sellaista funktiota, jossa lahtéarvo korotetaan johonkin va-
kiopotenssiin. Esimerkiksi f(z) = 2% on potenssifunktio. Kun jokin vakio korotetaan liih-
toarvon ilmaisemaan potenssiin, puhutaan eksponenttifunktiosta. Eksponenttifunktioita

ovat esimerkiksi )

f@)=2% g(z) = (g)x h(z) = 10°.

Kuhunkin eksponenttifunktioon liittyy vakio, joka korotetaan potenssiin. Tatéd lukua
nimitetddn kantaluvuksi. Kantaluku on aina positiivinen, koska negatiivisia lukuja ei voi
korottaa mihin tahansa potenssiin. Eksponenttifunktiota, jonka kantaluku on a, nimite-
tdan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi.

Jokainen eksponenttifunktio on mééritelty ja jatkuva kaikilla reaaliluvuilla. Ekspo-
nenttifunktioiden arvot ovat lisdksi aina positiivisia, joten eksponenttifunktioilla ei ole
nollakohtia. Eksponenttifunktioiden kasvavuus riippuu kantaluvusta: jos kantaluku on
suurempi kuin 1, eksponenttifunktio on kaikkialla aidosti kasvava, ja jos kantaluku on
pienempi kuin 1, eksponenttifunktio on aidosti vihenevi. Seuraavaan kuvaan on piirretty
eksponenttifunktioiden kuvaajia eri kantaluvuilla.

Eksponenttifunktioita késiteltdessd potenssien laskusddnnot ovat kayttokelpoisia. Ai-
nakin seuraavat on syytéd palauttaa mieleen:

1) a*t =a%a¥ 3) a¥=—

9) (a®) = o™ 4) o =1.
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Koska a? = 1 kaikilla nollasta poikkeavilla luvuilla a, tiedetéén, ettd jokaisen eksponent-
tifunktion arvo ldhtdarvolla 0 on 1. Ta4ma& nédhtiin myos edelld esitetyistd kuvaajista.

Luonnollinen eksponenttifunktio

Kun kantaluvuksi valitaan ns. Neperin luku e, jonka likiarvo on 2,71828..., saadaan
aivan erityinen eksponenttifunktio, jota nimitetddn luonnolliseksi eksponenttifunktioksi.
Sen lauseke on siis

flx)=¢e".
Koska e on ykkostd suurempi, luonnollinen eksponenttifunktio on kasvava. Toisinaan
luonnolliselle eksponenttifunktiolle kdytetddn myos erityismerkintdd exp. Talléin kirjoi-
tettaisiin
f(x) =expx tai f(x)=exp(x).
Esimerkiksi laskimissa ja tietokoneohjelmissa merkinté exp(x) on yleinen. Se siis tarkoit-
taa aivan samaa kuin e® eli luku 2,71828... korotettuna potenssiin x.

Luonnollisen eksponenttifunktion térkein ominaisuus on, ettd sen derivaattafunktio
on sama kuin funktio itse. Toisin sanoen

De* =e”.

My6hemmin ndhdéaan, miten tdméa ominaisuus liittyy niin sanottuun eksponentiaaliseen
kasvuun. Koska eksponenttifunktio ei muutu derivoitaessa, ei se muutu myoskéan in-
tegroitaessa:

/ e’ dx = e + C.
Integroimisvakio on toki lisdttava.

Esimerkki 4.1. Luonnollinen eksponenttifunktio esiintyy usein yhdistetyssd muodossa,
jossa eksponentissa on jonkin toisen funktion lauseke. Tarkastellaan esimerkiksi funktiota

h(.%') — e2:v+1.

Téassé sisafunktiona on g(x) = 2z + 1 ja ulkofunktiona eksponenttifunktio f(z) = e*.
Téllainen funktio on suoraviivaista derivoida yhdistetyn funktion derivoimissadnndlla.
Sisafunktion derivaatta on ¢'(x) = 2 ja ulkofunktion f’(z) = e®, joten

Wi(x) = f(g(2) - o/ (@) = f(2a+1) - g'(x) = 1.2 = 2241,

Eksponenttifunktioiden yhteydessid myos tulon derivointikaavasta on todellista hyotya.
Esimerkiksi funktio k(z) = x2e* on tulo potenssifunktiosta f(z) = 22 ja eksponentti-
funktiosta g(z) = e®. Tulon derivoimissddnnon nojalla saadaan

K(z) = f'(2)g(x) + f(2)g () = 2ze” + a?e".

Huomaa, miten luonnollinen eksponenttifunktio ei tosiaan muutu derivoitaessa miksi-
kéan.
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Esimerkki 4.2. Eksponenttifunktion yhdistelmien integrointi toisinaan onnistuu, toi-
sinaan ei. Esimerkiksi funktion h(x) = e3* tyyppiset funktiot, joissa eksponenttiin on
yhdistetty jokin ensimmaéisen asteen polynomifunktio, voidaan aina integroida yhdiste-
tyn funktion integroimissddnnolld. Sisdfunktioksi valitaan g(x) = 3z ja ulkofunktioksi
f(z) = e®. Sisafunktion derivaatta olisi ¢'(z) = 3. Koska sisdfunktion derivaatta on va-
kio, se voidaan jarjestda lausekkeeseen kertomalla ja jakamalla luvulla 3. Télloin péds-
tdan kayttdméaan yhdistetyn funktion integroimissdédntod. Lasku etenee seuraavasti:

/e3mdx:/%-e3x-3dx:/%-f/(g(x))-g'(m)dx
1 1

= =/'(g@) +C = e +C.

Lopputulosta tarkasteltaessa huomataan, ettd luonnollinen eksponenttifunktio ei muut-
tunut integroitaessa mihinkéddn, ei myoskddn sen sisdfunktio. Eteen vain ilmestyi sisé-
funktion derivaatan kdénteisluku. Integroimisvakiota ei myoskéédn ole syytd unohtaa.

4.2 Logaritmifunktiot

Luvun logaritmi jonkin kantaluvun suhteen kertoo sen, mihin potenssiin kantaluku tulisi
korottaa, jotta tuloksena olisi kyseinen luku. Esimerkiksi 2-kantainen logaritmi luvusta 8
on 3, silld 23 = 8. Tété logaritmia merkitiin log, 8. Totesimme siis juuri, etti logy 8 = 3.

Sellaista funktiota, jonka arvot ovat logaritmeja kantaluvun a suhteen, nimitetdan
a-kantaiseksi logaritmifunktioksi. Esimerkiksi funktio

f(z) =logyx

on 2-kantainen logaritmifunktio.

Logaritmifunktiot on maéritelty ainoastaan positiivisilla ldhtoarvoilla. Ne ovat kaik-
kialla jatkuvia, ja niiden kasvavuus riippuu kantaluvusta samalla tavoin kuin eksponent-
tifunktioilla: jos kantaluku on suurempi kuin 1, logaritmifunktio on kasvava, ja jos kan-
taluku on pienempi kuin 1, logaritmifunktio on viheneva. Jokainen logaritmifunktio saa
ldhtoarvolla 1 arvon nolla, ja tdmé on logaritmifunktion ainoa nollakohta. Seuraavassa
kuvassa on logaritmifunktioiden kuvaajia eri kantaluvun arvoilla.
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Logaritmi palauttaa aina kantaluvun eksponentin: jos 2¥ = 5, niin logy 5 = x. Té&-
ten logaritmeja voidaan kayttdd ratkaistaessa eksponenttifunktion ldhtéarvoja samaan
tapaan kuin juuria kiytetddn ratkaistaessa potenssifunktioiden ldhtoarvoja. Logaritmi-
funktiota kutsutaankin eksponenttifunktion kddnteisfunktioksi.

Esimerkki 4.3. Selvitetiin, milloin funktio f(x) = 3**2 saa arvon 60. T#td varten on
ratkaistava yhtalo
3% = 60.

Logaritmin maaritelman mukaan 3-kantainen logaritmi luvusta 60 kertoo eksponentin,
johon korotettuna luvusta 3 tulee 60. Kun tété sovelletaan yll& olevaan yhtdloon, saadaan

logs 60 = = + 2,
josta edelleen = = logs 60 — 2 ~ 1,73 (likiarvo laskettu laskimella).
Sama toimii my0s toisinpéin: jos etsitddn logaritmifunktion ldhtéarvoja, voidaan tur-
vautua eksponenttifunktioon. Tarkastellaan esimerkiksi yhtaloa

logox = 7.

Logaritmin méaritelmén nojalla 2-kantainen logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin
luku 2 on korotettava, jotta saataisiin x. Yhtaloon sovellettuna tdmé tarkoittaa, etté

2" = 7.
Siispa = = 27 = 128.

Logaritmeja késiteltdessda on hyotya logaritmien laskusddnnoéistd. Ne on mahdollista
johtaa vastaavista eksponenttien laskusédannoéistd. Huomionarvoisia ovat erityisesti seu-
raavat:

1) log,(zy) = log, = +log, y 3) log,(1/z) = —log, «
2) log,xY =ylog,x 4) log,1=0.

Joidenkin kantalukujen tapauksissa on tapana kiyttdd omaa merkintda. Esimerkiksi
logijpx=1gx ja log.xz=Inz.
Usein ndkee myo6s kaytettdvin merkintdd log ilman kantalukua. T&lloin tarkoitetaan
yleensa joko 10-kantaista tai e-kantaista logaritmia.
Luonnollinen logaritmi

Erikantaisista logaritmeista matematiikassa tirkein on e-kantainen eli luonnollinen lo-
garitmi. Sille kdytetddn yleensd merkintdd In (tai joskus log). Luonnollinen logaritmi-
funktio on luonnollisen eksponenttifunktion kdanteisfunktio.
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Luonnollisen logaritmifunktion derivaatalle pétee

1
Dlnx=—.
T
Témi derivointikaava mahdollistaa lopultakin lausekkeen 1/z eli 27! integroimisen. On
kuitenkin huomattava, ettd edellisen kaavan sekéd yhdistetyn funktion derivointisddnnoén

nojalla pétee
1 1
DIn(—z)=—(-1)=—.

—x x
Tamén vuoksi funktion f(z) = 1/x integraalifunktiolla on kaksi mahdollisuutta: joko
Inz + C tai In(—x) + C. Se, kumpi valitaan, selvidé asiayhteydestd. Integroimiskaavassa
molemmat vaihtoehdot voidaan ottaa huomioon kéyttadmaélla itseisarvomerkkejé:

1
/—dmzln\x!—i—C.
T

Esimerkki 4.4. Integroidaan funktiota f(z) = % valilld [1,e]. Funktion f integraali-
funktio on In |z|. (Integroimisvakiota ei nyt tarvitse huomioida, koska kyse on méérétystéa
integraalista.) Koska integroimisvalilla kaikki 1dhtoarvot ovat positiivia, integraalifunktio
on itse asiassa Inz. Téten

e 1 e
/ —dx:/ Inx =Ine—Inl=1-0=1.
1 X 1

Integroidaan sitten samaa funktiota valilld [—2, —1]. Koska nyt ldhtoarvot ovat nega-
tiivisia, oikea integraalifunktio on In(—z). Siispa

-1 _
/ ldx:/ 1lm(—x):1n1—1n2:0—11r12:—lm2.
92 X —2
Enté jos integroimisvali olisi sellainen, joka sisdltdad seké positiivisia ettd negatiivisia
lukuja? Talloin vali sisédltdisi myos luvun 0, mutta siiné ei olisi jarked, silld funktio f ei
ole mééritelty nollassa. Kyseistd tapausta ei siis esiinny, joten integraalifunktio voidaan
aina valita joko positiivisten tai negatiivisten ldhtoéarvojen mukaan.

4.3 Kantaluvun vaihtaminen

Toisinaan on samassa tilanteessa kasiteltdva useita eksponentti- tai logaritmifunktioita,
joilla voi olla eri kantaluvut. Myos esimerkiksi laskimissa on yleensé oma néppéimensa
vain muutamalle eri logaritmifunktiolle. Sen vuoksi on hyvé tietdéd, miten eksponentti-
ja logaritmifunktioiden kantalukuja voidaan muuttaa.

Tarkastellaan ensiksi eksponenttifunktiota ja oletetaan, ettd halutaan ilmaista funk-
tio f(z) = 2% luonnollisen eli e-kantaisen eksponenttifunktion avulla. Téssé kdytetaan
hyvéksi potenssin potenssin kaavaa, jonka mukaan

(ek)m — ek:v‘
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k

Jos nyt loydettéisiin sellainen luku k, jolle patee e¥ = 2, saataisiin edellisen kaavan

perusteella yhtélo
ek:v — (ek):v — 9T

Tihin kysymykseen vastaa logaritmi: luku k, jolle pitee e = 2, on luvun 2 e-kantainen
logaritmi eli In 2. Lopulta saadaan siis

f(x) — 9T _ kr _ e(ln2)m‘

Olemme siis ilmaisseet 2-kantaisen eksponenttifunktion e-kantaisen eksponenttifunktion
avulla.

Esimerkki 4.5. Derivoidaan eksponenttifunktio f(x) = 2%. Tdhé&n mennessi opitun
perusteella osaamme derivoida vain luonnollisen eksponenttifunktion. Kantalukua vaih-
tamalla saadaan voidaan kuitenkin kirjoittaa funktion f lauseke luonnollisen eksponent-
tifunktion avulla:

f(SC) — 9% — 6(1n2)x‘

Nyt derivoitavana lausekkeena onkin yhdistetty funktio, jossa sisdfunktion lauseke on
In2 - x ja ulkofunktion lausekkeena luonnollisen eksponenttifunktion lauseke e®. Tama
osataan derivoida (vrt. esimerkkiin 4.1):

f(z) = D(e(ln2)x) L )
Haluttaessa voidaan viela lopuksi palata 2-kantaiseen esitykseen:
f(z)=2"-In2.
Yleisid eksponenttifunktioita derivoitaessa tarvitaan siis apuna luonnollista logaritmia.

Eksponenttifunktion kantaluvun vaihtaminen on tarpeellista, jos on tarpeen derivoida
tai integroida muita kuin luonnollisia eksponenttifunktioita tai jos joudutaan jostakin
syystéd vertailemaan kahta erikantaista eksponenttifunktiota keskendén. Logaritmifunk-
tioiden tapauksessa kantaluvun vaihtaminen on kuitenkin vield tédrkedmpi taito.

Oletetaan, ettd halutaan ilmaista funktio g(z) = logs « luonnollisen logaritmifunktion
avulla. Logaritmi logs x vastaa kysymykseen, mihin potenssiin 3 pitéé korottaa, jotta

saataisiin . Taméan mukaan siis
3log3:v — 1.

Vaihdetaan téssa eksponenttiesityksessé kantaluvuksi e samalla tavalla kuin edell4, jol-

loin saadaan yhtalo
e(ln3)(log3 z) _ .

Nyt kaytetadn jélleen logaritmin maéritelmaé: luonnollinen logaritmi luvusta x on se
luku, johon e pitdé korottaa, jotta saataisiin x. Viimeisen yhtélon perusteella kyseinen
luku on (In 3)(logs x). On siis saatu

Inz = (In3)(logs x).
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Jakamalla yhtalo puolittain luvulla In 3 saadaan lopulta esitys

Logaritmifunktion kannanvaihtoa tarvitaan niin usein, etté esitetdén se vield yleisessé

muodossa kaavana:
logy,

log, x = log, a’
Esimerkki 4.6. Ratkaistaan yksinkertainen eksponenttiyht#lo 4 = 10. Koska 4! = 4 ja
4% = 16, ratkaisu on oletettavasti ykkosen ja kakkosen vilissi. Logaritmin méiritelméin
perusteella ratkaisu on x = log, 10, mutta laskimessa on harvoin toimintoa mielivaltai-
sen logaritmin laskemiseksi. Laskimen ndppaimista 16ytyy yleensid vain luonnollinen lo-
garitmi (In tai log) seké toisinaan my6s 10-kantainen logaritmi (lg, joskus myos log(!)).
Joudumme siis vaihtamaan kantaluvun. Vaihdetaan logaritmi vaikkapa luonnolliseksi,
jolloin se voidaan laskea laskimella:

In10 _ 2,303 _
Ind ~ 1,386

z =log, 10 = 1,66.

Yhtélon voisi ratkaista myos toisella tavalla. Ottamalla alkuperédisen yhtdlén 4% = 10
molemmilta puolilta luonnollinen logaritmi saadaan yhtapitavéd yhtalo

In4* = 1n 10.

Tahan voidaan kayttda logaritmien laskusdantod, jonka mukaan In4* = xIn4, ja tésta
voidaan ratkaista x. Koko paéttely etenee seuraavasti:

4* =10
In4* =1n 10
zIn4=1In10 |:In4
In 10
SRR

Lopullinen likiarvo on tietenkin tdsmélleen sama kuin edell.

4.4 Trigonometriset funktiot

Trigonometrisia funktioita ovat koulusta tutut sini-, kosini- ja tangenttifunktiot. Sana
"trigonometria” tulee kreikan kielestd ja tarkoittaa kolmion mittaamista (’trigonon’ =
kolmio, 'metrein’ = mitata). Trigonometriset funktiot ilmaisevat suorakulmaisen kolmion
sivujen pituuksien suhteiden riippuvuutta annetusta kulmasta. Jos lihtéarvona on jokin
kulman suuruus, esimerkiksi sinifunktion arvo tuolla ldhtdarvolla saadaan seuraavasti:
asetetaan kyseinen kulma toiseksi kulmaksi mihin tahansa suorakulmaiseen kolmioon ja
luetaan tuon kulman vastaisen kateetin ja hypotenuusan pituuksien suhde. Tuo suhde
on sinifunktion arvo eli annetun kulman sini. Trigonometristen funktioiden perinteiset
maaritelmét nakyvét oheisesta kuvasta.
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sin x = a/c
c
a cos = b/c
tan z = a/b
z []
b

Suorakulmaisen kolmion avulla voidaan kuitenkin méérittdd trigonometristen funk-
tioiden arvoja vain tietyilld kulman arvoilla, koska suorakulmaisessa kolmiossa kaikki
muut kuin suora kulma ovat pienempié kuin 90 astetta. Jos siis haluttaisiin méaéritella
sinin arvo vaikkapa lahtoarvolla 130, torméttéisiin vaikeuksiin. Asia korjaantuu méérit-
telemalld trigonometriset funktiot uudelleen ns. yksikkoympyrdan avulla.

Yksikkoympyra on koordinaatistoon piirretty ympyré, jonka keskipiste on origossa ja
sdde on 1. Tédhdn ympyrdan sijoitetaan kulmia siten, ettd niiden kérki on origossa ja
toinen kylki x-akselin positiivisella osalla. Kulman suuruus tulkitaan positiiviseksi, jos
se aukeaa x-akselilla olevasta kyljesta vastapéivdan, ja negatiivinen, jos se aukeaa myo-
tapaivadan. YksikkGympyrdaan voidaan piirtdd myos tédyskulmaa (360°) suurempi kulma
kiertamalld ympyrd ympéari mahdollisesti useampaankin kertaan.

Y positiivisia
1 Eulmia !

Y

|
|

N

N

suuri kulma
negatiivinen (> 360°)
kulma —1

Matematiikassa kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneina. Radiaani on sen
kokoinen kulma, etta yksikkympyrassé sité vastaavan kaaren pituus on sama kuin kulma
itse. Kulman koko on siis yksi radiaani, jos sitd vastaavan yksikkOympyréan kaaren pituus
on 1.

1 rad x
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Radiaaneja kéytettidessd yksikkod ei yleensd merkité lainkaan nakyviin. Joskus saate-
taan selvyyden vuoksi kiyttad lyhennettd "rad”. Koska yksikkoympyréan kaaren puolik-
kaan pituus on 7, puoliympyraé vastaavan kulman eli oikokulman suuruus on 7 radi-
aania. Toisaalta oikokulma on 180 astetta. Téstd saadaan radiaanien ja asteiden valille
seuraava muunnoskaava:

T
kulma radiaaneina = kulma asteina - 180"

4.5 Sinifunktio ja kosinifunktio

Sini- ja kosinifunktiot voidaan mééaritelld yksikkdympyrén avulla seuraavasti (ks. oheinen
kuva). Olkoon z lahtoarvo. Piirretdén yksikkdympyrdan kulma, jonka suuruus on x siten,
ettéd sen alkukylki tulee x-akselin positiiviselle osalle. Oletetaan, ettd loppukylki leikkaa
yksikkdympyrén pisteessé (a,b). Télloin sinifunktion arvo sinz on tuon leikkauspisteen
y-koordinaatti eli a, ja kosinifunktion arvo cos z on saman leikkauspisteen y-koordinaatin
arvo eli b.

(a,b) = (cos z, sin x)

Maéritelméstd nahdéaén, ettd sini- ja kosinifunktion arvot sijoittuvat vilille [—1,1],
silla yksikkéympyralld olevan pisteen x- ja y-koordinaatit eivét voi olla suurempia kuin 1
tai pienempid kuin —1. Kun negatiiviset kulmat ja yli tdysympyrdn menevit kulmat
tulkitaan aiemmin selitetylld tavalla, sini- ja kosinifunktiot voidaan méaritelld kaikilla
reaaliluvuilla. Niiden arvot tosin toistuvat aina tayskulman vélein, kun yksikkéympyraan
piirretyn kulman loppukylki palaa taas x-akselille.

Sini- ja kosinifunktion arvoja laskettaessa kédytetdan yleensd kulmanyksikkoné radiaa-
nia. Funktioiden kuvaajat on piirretty seuraaviin kuviin. Kuvista huomataan, etté seké
sini- ettéd kosinifunktion kuvaajat toistavat itsedén aina tdyskulman eli 27 radiaanin vé-
lein. Téllaisia funktioita, joiden arvot toistavat itseddn, sanotaan jaksollisiksi. Sini- ja
kosinifunktio ovat siis jaksollisia funktioita, joiden jakson pituus on 27.
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f(z) =sinzx 17“9
\\//\ ™y /\

— 1

P

f(x) =cosx 1

N DN N
<NV T\

Sini- ja kosinifunktion kuvaajia vertailemalla huomataan, ettd niiden kuvaajat vastaa-
vat toisiaan, kun toista siirretddn hieman vaakasuunnassa. Tarkka mééara on itse asiassa
/2 (eli 90°). Kaavana voitaisiin ilmaista, ettd cosz = sin(x + 7/2).

Koska sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, my0s niiden nollakohdat toistavat itsedén
sdannollisesti. Sinifunktio saa arvon nolla, kun kulman suuruus on nolla, ja nollakohdat
toistuvat aina 7 radiaanin (eli 180°) vélein. Nollakohdat voidaan siis ilmaista lyhyesti
muodossa

x = nm, missd n on kokonaisluku.

Kosinin ensimmaéinen nollakohta puolestaan on kohdassa z = 7/2 (eli 90°), ja nollakoh-
dat toistuvat 7 radiaanin valein. Taten nollakohdat voidaan ilmaista muodossa

U - .
T = 5 4+ nmw, missd n on kokonaisluku.

Esimerkki 4.7. Etsitddn vélilta [0, 4] ne luvut x, jotka toteuttavat yhtalon

™
i 2 — | =0.
sm(x—i—2)

Tamaé yhtélo toteutuu tédsmélleen silloin, kun lauseke 22+ /2 on sinifunktion nollakohta.
FEréas tillainen nollakohta on 0, ja muut saadaan téstéd m:n vélein. Voidaan siis péaatelld,
ettd yhtalo patee, kun

2r + — =nmw
x 5 nm,

missé n voi olla mikd tahansa kokonaisluku. Téstd uudesta yhtélostd voidaan helposti
ratkaista x:

T
2 —_ =
x+2 nmw
s
2 = ——
x 2—|—n7r
T  nm
r=—— 4+ —.
4 2
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Saatu z on yhtélon ratkaisu aina, kun n on kokonaisluku. Sijoittamalla n:n paikalle
eri kokonaislukuja saadaan muun muassa ratkaisut

T 0 T ow T 2w
— 4 -~ — —— 4 — = —_t+— =2
1 —i—2 0,79, 1 + 5 0,79, 1 + 5 ,36,
T 3m T 4r
— — 4+ —~~393 j — — 4+ — 2 5.50.
AT G I S

Vain osa ratkaisuista osuu tutkittavalle vélille [0,4]. Nam4 ratkaisut ovat (likiarvoina)
0,79, 2,36 ja 3,93.

4.6 Tangenttifunktio

Tangenttifunktio on trigonometrinen funktio, jonka ominaisuudet poikkeavat melkoisesti
sini- ja kosinifunktioiden ominaisuuksista. Tangenttifunktio mééritelldén sinin ja kosinin

osamadarana: .
sin

tanx = .
cos T

Koska nollalla ei voi jakaa, tangenttifunktio ei ole mééaritelty sielld, missé kosinifunktio
saa arvon nolla. Toisin sanoen tangenttifunktion arvo tan z ei ole maéritelty, kun

us - .
r = — +nm, missd n on kokonaisluku.

2

Tangenttifunktion kuvaaja on piirretty seuraavaan kuvaan.

Ay

2

|
o
3
|
ol
3
|
3
|
Hroln
|
Hron
3
ol
3

3
HV\\

—4

Myos tangenttifunktio on jaksollinen, mutta télla kertaa jaksona on 7. Tangenttifunk-
tion arvot toistuvat siis m:n vélein. Tangenttifunktio saa arvon nolla silloin, kun osoittaja
on nolla. Nollakohdat ovat siis samat kuin sinifunktiolla, eli ne ovat muotoa nmw, missé
n on miké tahansa kokonaisluku.
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4.7 Sini- ja kosinifunktioiden derivaatat

Kun kulman yksikkoné kéytetdén radiaania, sini- ja kosinifunktioiden derivointi sujuu
helposti:

Dsinxz = cosz,

Dcosx = —sinzx.

Integrointi on aivan yhta helppoa:
/sinx dz = —cosx + C,

/cosxdx:sinx—i—(}’.

On vain muistettava, mihin miinusmerkit tulevat.

Esimerkki 4.8. Tutkitaan, missi pisteissd funktio f(x) = 2sinz + = saa ddriarvoja
avoimella valilla ]0,10[. Tata varten derivoidaan ensin funktio f. Sinin derivaatta on
kosini, ja z:n derivaatan tunnemme entuudestaan. Vakiokerroin ei muutu derivoitaessa,
joten saadaan

f(z) =2cosz + 1.

Kulkukaavion selvittamistd varten on ratkaistava derivaatan nollakohdat. Ensinnékin

nadhd&én, etta

2cosx+1=0 <= cosz = —%.
Laskimen tai taulukkokirjan avulla voidaan selvittdé jokin sellainen lahtoéarvo, jolla ko-
sini saa arvon —1/2. (Laskimessa toiminto merkitiin yleensi "cos™!”.) Vastaukseksi
pitéisi tulla 27r/3 radiaania (120°) tai likiarvona 2,094.

Kaikkien derivaatan nollakohtien selvittdmiseksi on kuitenkin ndhtéva hieman enem-
mén vaivaa. Kosinifunktio on nimittdin jaksollinen funktio, joten se saa samat arvot
aina 2mm vélein. Arvo —1/2 tulee siis paitsi kohdassa z = 27/3, my6s aina kohdissa
x = 2w /3427, x = 2w /3 + 4~ jne. Toisaalta kosinifunktion kuvaajasta tai yksikkGympy-
rastd nahdddn, ettd luvun ja vastaluvun kosinit ovat samat. Téten arvo —1/2 saadaan
myos esimerkiksi kohdassa © = —27/3. Kun ndmé kaksi seikkaa otetaan huomioon,
voidaan péaatelléd, ettd derivaatan nollakohtia on itse asiassa kahdenlaisia:

2 . 2
x:§+n-27r tai = — §+n-27r .

Kummassakin n voi olla miké tahansa kokonaisluku. Tilanne nékyy hyvin seuraavasta
kuvasta, johon on piirretty kosinifunktion kuvaaja sekd ne kohdat, joissa funktio saa
arvon —1/2.
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Saatuja nollakohtia tutkimalla ndhddén, ettd tarkasteltavalle vélille ]0, 10[ niistd osu-
vat vain seuraavat:
2m 2m 8T 2m 4
— ~ 2,094, — +21=—~83M ja — — +21=— ~4,188.
3 3 7T L T
Laskemalla derivaatan arvoja nédiden nollakohtien vilissé (muista asettaa laskimeen kul-
manyksikoksi radiaanit!) saadaan seuraavanlainen kulkukaavio:

0<x<2004]2,094<ax<4,188 | 4,188 <z <8378 | 83718 <z < 10
f(x) + - + =
[(z) /! N\ /! N

Néhdéén siis, ettd funktiolla f on maksimikohdat x = 2,094 ja x = 8,378 sekd mini-
mikohta x = 4,188. Se, onko funktiolla pienintéd tai suurinta arvoa, selvidd laskemalla
arvot tarkasteluvilin péédtepisteissd ja derivaatan nollakohdissa. Osoittautuu, ettd pie-
nin arvo saavutettaisiin tarkasteluvilin vasemmassa péaatepisteessé, mutta koska vali oli
avoin, se ei sisdlla padtepisteitdan, joten pieninté arvoa ei itse asiassa koskaan saavuteta.
Suurin arvo sen sijaan saavutetaan jommassakummassa maksimikohdassa. Laskemalla
nahdaén, ettd f(2,094) ~ 3,826 ja f(8,378) = 10,110, joten suurin arvo on 10,110 koh-
dassa x = 8,378. Ohessa on vield funktion f kuvaaja.

Ay
10

Ys
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4.8 Erityisfunktioiden sovelluksia

Téassé luvussa esitellddn muutama esimerkki, joissa kaytetdan hyvéiksi eksponentti-, loga-
ritmi- seké trigonometrisia funktioita. Ensimméinen esimerkki juontaa juurensa siité,
ettd luonnollinen eksponenttifunktio on oma derivaattansa.

Esimerkki 4.9. (Eksponentiaalinen kasvu.) Tarkastellaan bakteeripopulaatiota, jon-
ka kasvunopeus on suotuisissa olosuhteissa (riittavasti elintilaa ja ravintoa, ei vihollisia
jne.) suoraan verrannollinen populaation kokoon. Olkoon N (t) populaation massa milli-
grammoina ajanhetkelld ¢ (tuntia). Populaation kasvunopeus ajanhetkelld ¢ on derivaat-
ta N'(t). Se, ettd kasvunopeus on suoraan verrannollinen populaation kokoon, voidaan
ilmaista yhtélona

N'(t) = kN (t), (2)

missé k on jokin verrannollisuuskerroin.

Yhtélo (2) on esimerkki differentiaaliyhtilista. Differentiaaliyhtéloissd esiintyy jonkin
tuntemattoman funktion lisdksi sen derivaatta, ja tarkoituksena on l6ytaéd funktio, joka
toteuttaa yhtdlon. Matemaattisesti voidaan osoittaa, ettd yhtalon (2) kaikki ratkaisut
ovat muotoa

N(t) = Noe.

Funktio N kuvaa eksponentiaalista kasvua. Verrannollisuuskerroin k£ ilmaisee kasvu-
nopeuden: jos k£ on negatiivinen, kyse on itse asiassa eksponentiaalisesta vihenemisesté.
Vakio Ny puolestaan kuvaa populaation kokoa alkuhetkella, sill4

N(0) = NoeF? = Nope = Ny - 1 = No.

Selvitetddn bakteeripopulaation méariad kuvaava funktio tilanteessa, jossa alussa po-
pulaation massa on 2 mg ja viiden tunnin kuluttua 2 g eli 2000 mg. Vakio Ny kuvaa
populaation koko alkuhetkelld, joten téssé tapauksessa Ny = 2. Ehdosta N(5) = 2000
saadaan yhtéalo

N(5) = Noe* eli 2000 = 2¢~5.

Jaetaan yhtalo aluksi puolittain luvulla 2, jolloin saadaan
1000 = €°*.
Kéytetdan luonnollista logaritmia eksponentin selvittdmiseen:
In 1000 = 5k.

Viimeisesta yhtdlostd ndhdaéan lopulta, ettd & = (In 1000)/5 ~ 1,38. Niin ollen baktee-
ripopulaation kokoa kuvaa funktio

N(t) = 2% (mg).

Eksponentiaalinen kasvu on hyvin nopeaa. Tdma nékyy esimerkiksi oheisesta kuvasta,
johon on piirretty funktion N(t) kuvaaja.
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Bakteeripopulaatioiden lisdksi muun muassa radioaktiivinen hajoaminen noudattaa
yhtdloa (2), joten myos radioaktiivinen hajoaminen on eksponentiaalista, verrannolli-
suuskerroin & vain on t&lldin negatiivinen.

Toinen esimerkki liittyy hyvin yleiseen logaritmifunktion sovellukseen.

Esimerkki 4.10. (Logaritminen asteikko.) Toisinaan on kaytannollistd ilmaista jonkin
suureen arvoja kayttdmaélla varsinaisten arvojen sijasta niiden logaritmeja. Tadmaé tulee
kyseeseen erityisesti, jos suureen arvot vaihtelevat erityisen laajoissa rajoissa. Logaritmin
ottaminen palauttaa arvot ymmérrettéavélle asteikolle.

Esimerkiksi kuuloaisti toimii siten, ettd d4dnen intensiteetin kymmenkertaistaminen li-
sad kuulovaikutelman voimakkuutta vakiomaéralla, oli kyse sitten kovista tai hiljaisista
danistd. Toisin sanoen kymmenkertainen dinen voimistaminen kuulostaa alkuperéiseen
verrattuna samalta samalta kuin satakertainen voimistaminen kymmenkertaiseen ver-
rattuna. Jos esimerkiksi kellon tikityksen voimakkuus on 1 ja puheen 10, on ukkosen
voimakkuus jopa 1000.

Ainen voimakkuuden kuvaamiseen kiytetdin yleisesti desibeliasteikkoa, joka médri-
tellddn kaavalla

L =10(1g(1) - 1g(lo))- (3)
Kaavassa I on dinen intensiteetti (yksikkénd W/m?), Iy on kuulokynnysti vastaava in-
tensiteetti (10712 W/m?), g on kymmenkantainen logaritmi ja L on dénenvoimakkuuden
vaikutelma desibeleind (dB).

Tutkitaan esimerkin vuoksi, mitd kaavan (3) mukaan tapahtuu kuulovaikutelmalle,
kun &énen intensiteetti kasvaa kymmenkertaiseksi. Olkoon alkuperdinen intensiteetti I;.
Talloin &anenvoimakkuus on

L1 = 10(1g([l) - lg([o))

Kasvatetaan intensiteetti kymmenkertaiseksi asettamalla Io = 10- I5. Uudeksi danenvoi-
makkuudeksi tulee talloin

Ly = 10(1g(I2) —1g(Io)) = 10(1g(10 - I1) — 1g(Ip))
= 10(1g(10) +1g(I1) —lg(lo)) = 10(1 +1g(11) — lg(1o))
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Intensiteetin kymmenkertaistaminen liséé siis desibelilukemaa kymmenelld. Laskussa
kéytettiin hyvéksi tulon logaritmin kaavaa lg(zy) = lgx + lgy.

Seuraavaan kaavioon on koottu joitakin ddnenvoimakkuuksia. Vasemmassa laidassa
nékyy dénen intensiteetti ja oikeassa laidassa vastaava desibelilukema. Huomaa, etté
desibelilukemat nousevat tasaisesti, kun taas intensiteettilukemat kasvavat paljon no-
peammin (itse asiassa eksponentiaalisesti).

Logaritminen asteikko

<~ 100000000000 110 dB

e

= 1000000000 90 dB

= 10000000 / 70 dB

3 100000 50 dB

‘@

)

£ 1000 30dB
10 T T ‘ ‘ , 10dB
hengitys kellon normaali  katumelu  ukkonen  kipukynnys

tikitys puhe

Desibeliasteikolla kuvataan toisinaan myos muita fysikaalisia suureita kuten jannit-
teitd ja taajuuksia. Muita logaritmisia asteikkoja esiintyy myo6s paljon eri ilmioita ku-
vaamassa. Mainittakoon esimerkkind Richterin asteikko, jolla kuvataan maanjaristysten
voimakkuutta sekd pH-asteikko, joka kuvaa vesiliuoksen happamuutta tai eméksisyytta.

Viimeisissé esimerkeissé hyodynnetdén trigonometristen funktioiden jaksollisuutta.

Esimerkki 4.11. (Jaksolliset ilmi6t.) Tietylle alueelle osuvan auringonséteilyn méard
vaihtelee jaksollisesti vuodenaikojen mukaan. Tamaé vaihtelu vaikuttaa merkittévasti kas-
vien kasvunopeuteen. Jos muita tekij6itd ei oteta huomioon, voitaisiin erdén lauhkealla
vyohykkeelld kasvavan ldmpiméan kasvukauden nurmikasvilajin kasvunopeutta arvioida
esimerkiksi seuraavalla funktiolla:

1
k() = 1500 — 900 cos (%t — 5) (kg/ha/kk),

misséd t on aika kuukausina erddn vuoden alusta ldhtien. Tdmén funktion kuvaaja on
piirretty jaljempéné seuraavaan kuvaan.

Valitun funktion ideana on se, etté kosini on jaksollinen funktio. Sisifunktio gt — % on
asetettu niin, ettd funktion jakso, joka kosinilla tavallisesti on 27, muuttuu kuvaamaan
12 kuukautta ja alkamaan sopivasta kohdasta vuotta. Lisdksi funktion arvot on skaalattu
niin, ettd ne osuvat vélin [—1, 1] sijasta valille [600, 2400].

Tarkistetaan esimerkin vuoksi funktion k jakson pituus: koska kosinifunktiolle patee
cos(x + 2m) = cos(x) kaikilla z, patee funktion k lausekkeelle

1500 — 900 ‘<7Tt 1)—1500 900 (Wt 1—{—2)
cos 6 5 ) = cos 5 5 .
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Sisafunktion lauseketta hieman muokkaamalla ndhdéén, etta
T
_t —
6
Siispé funktiolle k pétee

Lo T T LT g
— T = — — . - - = — —
2 6 "6 276

N |

1500 — 900 (Wt 1) — 1500 — 900 (ﬂ-(t—i- 12) 1)
cos(gt—5) = cos | & 5
eli k(t) = k(t + 12). Funktion jakson pituus on siis 12.
l\k(t)
2000
1500

1000

500

!

Tt 1 T T T1 T 1 T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Tutkitaan nyt derivaatan avulla, missd kuussa kasvi kasvaa nopeiten. Kasvunopeu-
den huippujen selvittdmiseksi derivoidaan se yhdistetyn funktion derivoimissdanndlla.
Kosinin sisédfunktion derivaatta on 7 /6, joten saadaan

K (t) = 0 — 900 <—sin <%t _ %)) . %

T 7Tt 1
=—sin|—-t—=].
150 M 6" T 2

Derivaatta on nolla silloin, kun sen sisdltdmaé sinilauseke on nolla. Sinifunktion nollakoh-
dat puolestaan ovat 0, 7, +£27, jne. Paddytéadn siis ratkaisemaan yhtélo

7Tt 1_
5 2—n7r
7Tt 1+
—f = = n
6 2 """
t:§+6n%0,95+6n.
T

Jotkin lasketuista derivaatan nollakohdista ovat mahdollisesti maksimikohtia. Koska
funktion k£ arvot toistuvat 12 kuukauden vélein, riittda péadtelld funktion kulku ensim-
méisen vuoden aikana. Tuon vuoden aikana derivaatan nollakohdat ovat 0,95 ja 6,95
(tammikuun lopussa ja heindkuun lopussa). Vuosi jakautuu siis kolmeen véliin:

(0,0,95[, ]0,95,6,95] ja 16,95,12].
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Tarkistetaan derivaatan etumerkki kullakin valilla:
K'(0) ~ —0,01, K(3)~0,02 ja k'(10)~ —0,02.

Kulkukaavio on seuraavanlainen:

0<t<095]095<t<6,95]6,95 <t <12
D) - n =
k(t) N\ / N

Kulkukaaviosta ja funktion jaksollisuudesta péétellen kasvun huippukohta on joka vuosi
heindkuun lopussa.

Esimerkki 4.12. Tarkastellaan viela edellisen esimerkin nurmikasvia. Kasvunopeus ker-
ryttdd kasvin biomassaa. Lasketaan integroimalla biomassan kertymé ensimmaéisen tal-
ven aikana marraskuun lopusta helmikuun loppuun, eli valilla [11, 14]. Kéytetdén yhdis-
tetyn funktion integrointia:

14 1
/ 1500 — 900 cos (ft - —> dt
11 6 2

14 14 6 T 1 T
:/ 1500 dt — 900 — - cos <—t— —) .
11 11 T

14 14 6 T 1
= 1500t — 900 —sin | =t — =
/11 /11 T St <6 2)

6 w1\ 6 1r 1
— (21 -1 _ A 2gin (L2 2 2y (228 2
(21000 — 16500) — 900 (ﬂsm(?) 2) ﬂ_sm( - 2))

~ 4500 — 2400 = 2100.

Biomassaa kertyy siis talvikuukausien aikana noin 2,1 tonnia hehtaaria kohti.
Lasketaan vertailun vuoksi tuotto myos kesdkuukausien aikana:

/8 1500 — 900 (Wt 1> dt
— cos | =t — =
5 6 2

8 86 . ([ 1
:/5 1500t—900/5 ~sin (Et— 5)
6 Ar 1\ 6 5r 1
— (12000 — —900- (2sin (X -2} - 2gin (2L =
(12000 — 7500) — 900 (ﬂsm(?) 2) ﬂ_sm(ﬁ 2))
~ 4500 — (—2400) = 6900.

Keséikuukausien aikana biomassaa kertyy 6,9 tonnia hehtaarilta.
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5 Matriisilaskenta

Kurssin loppuosassa tutustutaan matriiseihin ja niiden kéayttoon yhtéloryhmien ratkai-
semisessa.

5.1 Lineaariset yhtdloryhmat

Yhtaloryhmat liittyvét tilanteisiin, joissa on monta tuntematonta tekijaa, jotka kaik-
ki riippuvat toisistaan. Jos riippuvuudet tunnetaan, voidaan muodostaa yhtéloryhma,
jonka jokainen yhtdlo kuvaa jotakin riippuvuutta. Nyrkkisdantonéd yhtaloita tarvitaan
vahintddn yhtd paljon kuin tuntemattomia, jotta tuntemattomat voidaan ratkaista téy-
dellisesti. (Silti ratkaisu ei vélttaméttd aina onnistu.)

Tietynlaisia yhtaloitad ja yhtaloryhmia kutsutaan lineaarisiksi. Ne ovat sellaisia, jois-
sa tuntemattomat esiintyvét vain vakioilla kerrottuna ja néistd on muodostettu summa-
lausekkeita. Tuntemattomia ei siis esiinny esimerkiksi toiseen korotettuna tai neliGjuuren
alla. Esimerkiksi seuraavat yhtaloryhmét ovat lineaarisia:

4 = 1
z+y = 2 20 —y+2z = -2 1+ 4T3
z—y = 1 3r+2%—z = 0 TdeL e —ay =
y = Y - To +2x3 = 12

Kahdessa ensimmaéisessd tuntemattomia on merkitty kirjaimilla z, y ja z, ja viimeisessé
on kaytetty merkintéja x1, xo ja x3. Kaytetyilla kirjaimilla ei tietysti ole véli.

Ylla olevista yhtéaloryhmistd ensimméinen kuvaa tilannetta, jossa kahden luvun sum-
ma on 2 ja erotus 1. Ei ole vaikeaa keksid, ettd sopivat luvut voisivat olla esimerkik-
si z = 3/2 ja y = 1/2. Yhtdloryhmén ratkaiseminen tarkoittaakin sellaisten lukujen
selvittdmista, jotka tuntemattomien paikalle sijoitettuna toteuttavat yhta aikaa kaikki
yhtéloryhmén yhtalot.

Lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisuun on monia menetelmii. Koulusta tuttuja ovat
sijoitus- ja eliminointimenetelm&. Talla kurssilla opetellaan eliminointimenetelmén ke-
hittyneempi versio, niin kutsuttu Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmd. Katsotaan
aluksi, miten menetelmé toimii yksinkertaisen yhtéaléryhmaéan tapauksessa.

Esimerkki 5.1. Ratkaistaan yhtaloryhméa

r+y = 2
rz—y = 1

jarjestelmaéllisesti eliminointimenetelmallé.

Ensin eliminoidaan jalkimmaisestd yhtédlostd ensimméinen termi. Téma tehd&an ker-
tomalla ensimméinen yhtéalo luvulla —1 ja lisddmalld saatu tulos toiseen yhtéloon. En-
simméinen yhtélo kerrottuna —1:114 on

—r—y=—-2
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Lisdtddn tdmaé puolittain toiseen yhtaloon:

—r—y = -2
rT—y = 1
0—-2y = -1

Toinen yhtalé muuttui lisdyksesséd muotoon —2y = —1. Nyt yhtdloryhméa nayttda talta:

z+y = 2
-2y = -1
Huomaa, ettd ensimmaéinen yhtélo kirjoitetaan vield sellaisenaan. Jaetaan vield toinen
yhtélo luvulla —2, jolloin péédstddn eroon y:n kertoimestas:

rT+y =
y =

Toinen yhtélé on nyt saatu muokattua muotoon y = 1/2; josta y:n arvo ndhdaan
suoraan. Taman avulla voitaisiin sitten selvittda myos x. Jatketaan kuitenkin vield eli-
minointia siithen asti, ettd my6s z ndhdéédn suoraan. Tamé onnistuu kertomalla toinen
yvhtélo luvulla —1 ja lisddmaélla tulos puolittain ensimmaéiseen yhtdléon. Toinen yhtélo
—1:114 kerrottuna on

[N )

1

Lisatdan tama ensimmaéiseen yhtdloon puolittain:

r+y = 2
r+0 = %

Ensimmaéinen yhtalé muuttui nyt muotoon x = 3/2. Koko yhtélépari on siis saatu muo-
katuksi seuraavanlaiseksi:

€T =

y =

Viimeisestd muodosta seké x:n ettd y:n arvot ndhdéin suoraan. Tahén padsemiseksi
jouduttiin ndkemadn hieman vaivaa, mutta tulos on sen arvoinen. Tarkistetaan tulos
vielad sijoittamalla saadut tuntemattomien arvot alkuperéisiin yhtéléihin:

4 i 3 1 2

O Nl

+y= 5 + 1
TTY=5757%
Tulos on oikea.

Ennen kuin esitellddn Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmé yleisessé muodossaan,
kéaydaan lapi, miten yhtaloryhmié voidaan esittdd matriisin muodossa. Tamé helpottaa
merkint6jé, koska tuntemattomia ei tarvitse koko ajan pitda mukana.
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5.2 Yhtaloryhman ratkaiseminen matriisimuodossa

Matriiseiksi kutsutaan tietynlaisia suorakulmaisia lukutaulukoita. Yhtéaloryhmaé voidaan
esittdd matriisina kokoamalla kaikki yhtédloryhméssé esiintyvét luvut samaan tauluk-
koon. Esimerkiksi yhtélopari

3r —2y = —=5H
rz+5 = 3
esitetaan matriisina nain:
3 -2 | =5
1 5 | 3]°

Matriisin jokainen rivi vastaa yhtéd yhtdlod ja jokainen sarake tietyn tuntemattoman
kerrointa, viimeistd saraketta lukuunottamatta. Viimeiseen sarakkeeseen tulee yhtalon
oikean puolen vakiot. (Viimeisen sarakkeen erottava pystyviiva ei ole vilttdméaton mer-
kinté; se vain auttaa muistamaan, mitkd luvut olivat yhtéléiden oikealla puolella.)

Jos jossakin yhtélossé ei esiinny jotakin tuntemattomista, sen paikalle laitetaan mat-
riisissa nolla. Esimerkiksi yhtaloryhmaéan

r1+4x3 = 1
—3x1 +2x9 —x3 =
To+x3 = 12
matriisi olisi
1 0 4 |

1

-3 2 -1 | 0

0o 1 1 | 12
Gaussin—Jordanin menetelméssé pyritddn muokkaamaan yhtaléryhmén matriisia niin
sanotuilla rivitoimituksilla siten, ettd tuloksena olisi matriisi, josta ratkaisut pystytdan
lukemaan suoraan. Rivitoimitukset on valittu niin, ettd ne sailyttavit yhtaloryhmén
ratkaisut. Toisin sanoen rivitoimituksilla muokattuja matriiseja vastaavilla yhtéaloryh-
milla on tasmaélleen samat ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtéloryhmaélla. Rivitoimitukset

ovat

1) Jaetaan matriisissa jokin rivi jollain (nollasta poikkeavalla) luvulla.
2) Kerrotaan matriisissa jokin rivi jollain luvulla ja lisitédén saatu rivi johonkin
toiseen riviin.
3) Vaihdetaan matriisissa kahden rivin paikka.
Rivin kertominen tai jakaminen tarkoittaa kaikkien rivilld olevien lukujen kertomista tai
jakamista. Kakkostoimituksessa ensimmaéinen rivi — se, jota kerrotaan — ei muutu, vaan

sitd ainoastaan kéytetddn muokkaamaan toista rivid. Esimerkki valaisee rivitoimituksien
kayttoa.

Esimerkki 5.2. Ratkaistaan seuraava kolmen yhtélon yhtaloryhma:

21 +4x9 +6x3 = 12
3r1 49 —x13 = -2
2x1 —3x9 +2x3 = 14
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Yhtéaloryhmén matriisi on

2 4 6 | 12
31 -1 | =2
2 -3 2 | 14

Aloitetaan nyt eliminointi. Ensimmaéiseksi tarkastellaan matriisin ensimmaéista rivia.
Jaetaan rivi 2:1la, jolloin saadaan ensimmaéiseksi kertoimeksi 1:

2 4 6 | 12] :2 1 2 3 | 6
3.1 -1 | =2 ~ 31 -1 | =2
2 -3 2 | 14 2 -3 2 | 14

Kéytetdan sitten ensimmaéisen rivin ensimmaéisen sarakkeen kerrointa eliminoimaan ker-
toimet samasta sarakkeesta kaikilta muilta riveiltd. Aloitetaan toisesta rivistd, jonka
ensimmadisessé sarakkeessa on 3. Kerrotaan siis ensimméinen rivi —3:lla, jolloin siita
tulee

-3 -6 -9 | —-18.

Tata vélitulosta ei merkitd matriisiin, vaan se lisdtdén suoraan toiseen riviin:

-3 —6 -9 | —18
301 -1 | =2
0 -5 —10 | —20

Matriisi muuttuu siis eliminoinnissa muotoon

1 2 3 | 6
0 -5 —10 | —20
2 -3 2 | 14

Jatketaan ensimmaéaisen sarakkeen lukujen eliminointia kertomalla ensimméinen rivi
luvulla —2 ja lisdamaélla se kolmanteen riviin:

1 2 3 | 6] (-2 1 2 3 | 6
0 -5 —10 | —20 ~ {0 =5 —10 | —20
2 -3 2 | 14| « 0 -7 -4 | 2

Vilivaiheet jétettiin téssé kirjoittamatta.

Nyt on eliminoitu ensimmaéinen kerroin toiselta ja kolmannelta riviltd (eli tuntematon
x1 on havinnyt toisesta ja kolmannesta yhtélosté). Siirrytaédn tarkastelemaan toista rivia.
Toisen rivin ensimmaéinen nollasta poikkeava kerroin on —5. Jaetaan rivi talla luvulla:

1 2 3 | 6 1 2 3 |6
0 =5 —10 | —20| :(=5) ~ |0 1 2 | 4
0 -7 —4 | 2 0 —7 —4 | 2

Toisen sarakkeen kerroin on ensimmaiselld rivilld 2 ja kolmannella —7. Ensimméisen
rivin luku saadaan eliminoitua kertomalla kertomalla toinen rivi —2:lla ja lisddmalla
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ensimmaiseen riviin. Kolmannen rivin luku puolestaan eliminoidaan kertomalla toinen
rivi luvulla 7 ja lisddmallad kolmanteen riviin. Tehddin namé operaatiot nyt perdkkain
(vélivaiheet on jatetty kirjoittamatta):

1 2 3 | 6| « 10 -1 | -2
0 1 2 | 4 (=2) |-7 ~ 01 2 | 4
0 -7 —4 | 2 | 0 0 10 | 30
Jaetaan vield viimeinen rivi luvulla 10:
10 -1 | =2 10 -1 | =2
01 2 | 4 ~ 01 2 | 4],
0 0 10 | 30| :10 00 1 | 3

10 -1 | —2] « 100 | 1
01 2 | 4 = ~ {0010 | =2
00 1 | 3] -1 |-(-2 0011 3

Nyt on eliminointi suoritettu loppuun. Tuloksena saatiin matriisi, jossa pystyviivan va-
semmalla puolella (eli yhtdloryhmén tuntemattomien puolella) on lavistajalla ykkosid,
muualla nollia. Tdma&a matriisi vastaa yhtaléryhméa

xrT = 1
ro = -2
r3 = 3

Téastéa voidaan lukea suoraan yhtaloryhmén ratkaisu.

Kaikilla yhtédloryhmilla ei ole ratkaisua lainkaan. Tarkastellaan esimerkiksi yhtéloparia

r+y=1
20 +2y =3
Yhtélopari on ristiriitainen, silld jos = + y = 1, niin 2z + 2y = 2, mutta toisessa yh-
tdlossd vaaditaan muuta. Lukuja = ja y ei siis voi valita niin, ettd molemmat yhtalot
toteutuisivat.
Toisinaan yhtalot toteutuvat useammilla kuin yksillé tuntemattomien arvoilla. Talloin

ratkaisuja on yhden sijasta itse asiassa ddreton méaara. Namé ovatkin ainoat vaihtoehdot.
Ilmaistaan tdma vield lauseen muodossa.

Lause 5.3. Lineaarisella yhtiloryhmdlld on aina joko yksi, ddretén mddard tai ei yhtddn
ratkaisua.

Tarkastellaan joitakin esimerkkeja.
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Esimerkki 5.4. Ratkaistaan Gaussin—Jordanin menetelmélla yhtaloryhma

2t —y+2z = -2
—3Jr+2y—2z = 0
—r+y = -2
Yhtéaloryhmén matriisimuoto on
2 -1 1 | =2
-3 2 =11 0
-1 1 0 | =2
Jaetaan aluksi ensimméinen rivi 2:1la:
2 -1 1 | -2 9 1 -1/2 12 | -1
-3 2 -1 | 0] ° ~ -3 2 -1 1 0
-1 1 0 | -2 -1 1 0o | -2

Lisétédédn sitten ensimmaéinen rivi toiseen 3:lla kerrottuna ja kolmanteen sellaisenaan eli
1:114 kerrottuna:

1 —1/2 1/2 | 1] -3 |-(=1) 1 —1/2 1/2 | -1
-3 2 -1 ] 0| « | ~ |0 1/2 1/2 | -3
-1 1 0 | -2 | 0 1/2 1/2 | -3

Ensimmaéisen sarakkeen eliminoinnit on nyt suoritettu. Jatketaan jakamalla toinen
rivi luvulla %, mik& on sama asia kuin kertominen kahdella:

1 -1/2 1/2 | -1 1 -1/2 172 | -1
0o 1/2 1/2 | =3| :1/2 ~ 0o 1 1 | —6
o 1/2 1/2 | -3 0o 1/2 1/2 | -3
Lisétddn viela toinen yhtdlo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna ja kolmanteen —1/2:lla
kerrottuna:
1 -1/2 1/2 | —1| « 101 | —4
0 1 1 | =6 -1/2 |-(-1/2) ~ 01 1] -6
0o 1/2 1/2 | -3 | 000 ]| O

Eliminointi on nyt suoritettu loppuun. Tulosmatriisi vastaa yhtaléryhmaé

r+z = —4
y+z = —6
0 = 0

Viimeistad tuntematonta z ei voitu eliminoida ensimmaéisestd ja toisesta yhtélosté, kos-
ka yhtélon viimeiseltéd riviltd havisivat kaikki tuntemattomat samalla kertaa. Téllaista
tuntematonta kutsutaan vapaaksi muuttujaksi, silla sen arvo voi olla mité vain. Voidaan
esimerkiksi valita z = 1, jolloin viimeisen yhtéléryhmén yhtéloista nahdaén, ettd x = —5
ja y = —7. Toisaalta jos valitaan z = 2, niin x = —6 ja y = —8. Jokaisella z:n arvolla
saadaan yhtédloryhmaélle eri ratkaisu, joten ratkaisuja on dareton maéra.
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Esimerkki 5.5. Ratkaistaan yhtéloryhmé

r1+x2+x3 = 3
201 + X2 +x3 = 2
Xr1 — 21‘2 — 21‘3 = =2

Yhtéaloryhmén matriisimuoto on

11 1 | 3
2 1 1 | 2
1 -2 -2 | -2

Ensimmaisen rivin ensimmainen kerroin on valmiiksi 1. Lisatddn ensimmainen rivi toi-
seen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottuna:

11 1 | 3] «(=2) |-(-1) 11 1 | 3
2 1 1 | 2| « | ~ 10 -1 -1 | —4
1 -2 =2 | =2 | 0 -3 -3 | =5
Jaetaan toinen rivi puolittain —1:1l4:
11 1 | 3 11 1 | 3
0 -1 =1 | —4f :(-1) ~ |0 1 1 | 4
0 -3 -3 | =5 0 -3 -3 | =5

Lisétédédn sitten toinen rivi ensimmaiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen 3:lla kerrottu-

1 1 1 | 3] « 100 | -1
0 1 1 | 4| (=1) |3 ~]0 1 1| 4
0 -3 =3 | =5 | 000 | 7

Tulokseksi saatu matriisi vastaa yhtéléryhméa

rT = -1
To + T3 = 4
0 = 7

Viimeiselta riviltd eliminoituivat siis kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jai
luku 7. Tamé& on selvé ristiriita, joten yhtaloryhmallé ei ole ratkaisua. Huomaa, ettéd
vaikka ensimmaiselld rivilld lukeekin x; = —1, tdméa ei kerro mitddn tuntemattoman x;
arvosta, silld yhtaloryhmaé ratkaistaessa on kaikki yhtalot ratkaistava yhté aikaa. Jos
johonkin kohtaan tulee ristiriita, se tarkoittaa, ettd koko yhtdléryhmé oli alun pitden
ristiriitainen eikd tuntemattomilla z1, x2 ja x3 ole mitddn arvoja, jotka toteuttaisivat
yhtélot.
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5.3 Matriisien laskutoimitukset

Paitsi ettd matriiseja voi kayttda nappéarasti apuna yhtaloryhmén merkitsemisessé, niilla
on my0s kokonaan oma elaménsé. Ne muistuttavat monessa suhteessa tavallisia lukuja.
Matriiseja voidaan muun muassa laskea yhteen ja kertoa toisillaan, ja kullakin néista
operaatioista on oma merkityksensd myos yhtdloryhmien kannalta. Toisaalta matriisien
laskutoimitukset eivét toimi aivan samalla tavalla kuin lukujen: esimerkiksi mita tahansa
matriiseja ei voi laskea yhteen eiké kertolaskun tulos ole riippumaton kertomisjéarjestyk-
sesta.
Tutustutaan seuraavaksi kolmeen matriisien laskutoimitukseen. Nama ovat

1) matriisien yhteenlasku
2) matriisin kertominen luvulla (ns. skalaarikertolasku)

3) matriisien kertolasku.

Matriisit lasketaan yhteen yksinkertaisesti lisidmalld kussakin paikassa olevat luvut
kohdakkain yhteen. Tét4 varten matriisien on oltava samanmuotoisia. Esimerkiksi mat-

riisien
1 2 2 -1
3 4] ja 0 1
5 6 3 2
summa lasketaan nain:
1 2 2 -1 1+2 24 (-1) 3 1
3 4/+10 1| =134+0 4+1 =13 5
5 6 3 2 5+ 3 6+ 2 8 8

Vihennyslasku suoritettaisiin samalla periaatteella.

Miké tahansa matriisi voidaan kertoa tavallisella luvulla, mika tarkoittaa matriisin
jokaisen alkion kertomista samalla luvulla. Téatéa kutsutaan skalaarikertolaskuksi. Kerto-
merkkid ei yleenséd kéytetd luvun ja matriisin vélissa. Esimerkiksi matriisi

kerrottuna luvulla 2 on

Matriisien laskutoimituksista hankalin on matriisien kertolasku. Se ei nimittdin lain-
kaan muistuta tavallista lukujen kertolaskua. Tutustutaan kertolaskuun esimerkin avul-
la.
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Esimerkki 5.6. Olkoot

1 2

A:E _31 g] ja B=|-2 -1
0 1

(Matriiseja merkitdén yleensé isoilla kirjaimilla.) Katsotaan aluksi, miten saadaan tulo-
matriisin AB ensimméisen rivin ensimmaéisen sarakkeen luku. Tétd varten on otettava
matriisista A ensimmaéinen rivi ja matriisista B ensimméinen sarake, kerrottava néiden
alkiot keskenéédn ja laskettava yhteen. Tehdédén tamaés:

2 -1 0 (A 1. rivi)
1 =20 (B:n 1. sarake)

2 2 0 (tulo)

Tulojen summa on 2+ 2+ 0 = 4. Tédma on tulomatriisin ensimmaéisen rivin ensimmaéisen

sarakkeen luku:
4 7
AB = > 9|

Lasketaan tdmén jilkeen ensimmaéisen rivin toisen sarakkeen luku kertomalla matriisin
A ensimmaisen rivin alkiot matriisin B toisen sarakkeen alkioilla:

2 -1 0 (A:mn 1. rivi)
2 -1 1 (B:n 2. sarake)

4 1 0 (tulo)

Tulojen summa on 4 + 1+ 0 = 5. Tadm& on tulomatriisin ensimméisen rivin toisen

sarakkeen luku:
4 5
o[t

Jéljelld olevat luvut selvitetdédn samalla tavoin:

1 3 2 (A 2. rivi)
1 -2 0 (B:n 1. sarake)

1 -6 0 (tulo)

Tulomatriisin toisen rivin ensimmaisen sarakkeen luku on siis 1 —6+0 = —5. Jatketaan:

1 3 2 (A:n 2. rivi)
2 -1 1 (B:n 2. sarake)

2 -3 2 (tulo)

Tulomatriisin toisen rivin toisen sarakkeen luku on 2 — 3+ 2 = 1. Niin ollen tulomatriisi

on
4 5
wo[1 ]
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Matriisikertolasku etenee yleisesti seuraavan kaavan mukaan: laskettaessa tulomat-
riisin rivilla ¢ sarakkeessa j olevaa lukua otetaan ensimmaéisestd matriisista i:s rivi ja
toisesta j:s sarake, kerrotaan luvut kohdakkain toisillaan ja lasketaan yhteen. Jotta ker-
tolaskut voidaan suorittaa, on seuraavan ehdon padettavas:

Ensimméisen matriisin kullakin rivilld on yhtd monta lukua kuin toisen mat-
riisin kussakin sarakkeessa.

Ehto voidaan lausua my6s niin, ettd ensimmaéaisessa matriisissa on oltava yhtd monta
saraketta kuin toisessa matriisissa on rivejé.

Jos matriisit A ja B ovat eri muotoisia, kertolasku voi onnistua toisin pédin muttei
toisin péin. Jos esimerkiksi

1 2 3 11 12
A=14 5 6 ja.  B=|13 14/,
7 8 9 15 16

niin tulo AB voidaan laskea mutta tuloa BA ei. Téssd kohden matriisien kertolasku
poikkeaa tavallisesta lukujen kertolaskusta.

Jos matriisit A ja B ovat samankokoisia neliomatriiseja, eli niissd on molemmissa
yhtd monta rivid kuin saraketta, ne voidaan aina kertoa keskendén molemmin péain. Silti
lopputulos ei valttdmatta ole sama. Témén vuoksi on oltava erityisen tarkkana siina,
miten péin matriisien kertolaskun kirjoittaa.

Esimerkki 5.7. Olkoot A = [?1] ja B = [ % %]. Télléin

AB — 2-0+1-(—4) 2:-34+1-1 . -4 7
- 1-O+2-(—4) 1-34+2-1|  |-8 5
mutta
BA— 0-243-1 0-1+3-2 _ 3 6 .
—4.-24+1-1 —4-1+1-2 -7 =2

Siispd AB # BA.

Esimerkki osoittaa, ettd vaikka kertolasku voitaisiin suorittaa kummin péin tahansa,
tuttu laskusiddnto AB = BA ei vilttamétta pade. Monet tutut sddnnot kuitenkin patevit
my6s matriisien laskutoimituksille, kuten esimerkiksi seuraavat:

1) A(BC) = (AB)C
2) A(B+C) = AB+ AC
3) (A+ B)C = AC + BC.
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5.4 Kaanteismatriisi

Matriiseja ei voi jakaa toisilla matriiseilla. Taméan puutteen korjaamiseksi voidaan toisi-
naan kayttda niin sanottua kddnteismatriisia. Kadnteismatriisi on ikdan kuin kaddnteislu-
ku: silld kertominen vastaa jakolaskua. Ennen kéanteismatriisiin tutustumista tarkastel-
laan kuitenkin sitd, miten kokonainen lineaarinen yhtéléryhmé voidaan ilmaista yhtena

matriisiyhtalona.
Tarkastellaan yksinkertaista yhtéaloparia
3r—2y = -5
rz+5 = 3

Olemme jo oppineet, ettd tatd yhtdloparia vastaa matriisi
3 =2 | -5
1 5 | 3]°

Esitetddn yhtdloryhmé nyt vield uudessa muodossa matriisikertolaskun avulla. Laske-
taan sitd varten tulo matriiseista

A= 3 2 ja X =1".
1 5 Y
Matriisissa A on yhtdloryhmén kertoimet, ja matriisi B sisdltdd yhtdléryhmén tunte-
mattomat. Tuloksi saadaan matriisikertolaskua kéyttaen

AX — 3+ (=2)-y| _
l-z2+5-y

3x — 2y
T+ oy

Kertolaskun tuloksesta huomataan, ettd tulomatriisiin AX tulee itse asiassa yhtélo-
ryhmén vasemman puolen lausekkeet. Jos kumpikin néistd lausekkeista on yhta kuin
vastaava yhtaloryhmén oikean puolen luku, yhtaloryhma toteutuu. Yhtaloryhma voi-
daan siis ilmaista muodossa AX = B, missa matriisi B sisdltdd yhtdloryhmén oikean

puolen luvut:
-5
B [ ; ] |

Nyt koko yhtaloéryhmé voidaan ilmaista matriisiyhtdlond AX = B, eli

F b

Kun yhtdléryhmé esitetdédn matriisiyhtdlond AX = B, kaikki kertoimet korvataan
yvhdella kerroinmatriisilla A, tuntemattomat yhdelld tuntemattomalla matriisilla X ja
oikean puolen arvot yhdelld oikean puolen matriisilla B.

Matriisiyhtdlo voidaan yrittdd ratkaista samalla tavoin kuin tavallinen lukuyhtéald.
Yhtélé ax = b, missé a ja b ovat reaalilukuja ja a # 0, ratkaistaisiin jakamalla puolittain
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luvulla a. Matriiseilla ei voi jakaa, joten emme voi ratkaista matriisiyhtdloda AX = B
samalla tavoin. Kuitenkin jakaminen on sama asia kuin kdéanteisluvulla kertominen, joten
voimme ratkaista lukuyhtdlon my6s seuraavasti:

ar =b

atar =a '

1-2=a'b

x=a 'b.

Pyritddn tdmén vuoksi méarittelemadn matriisin kddnteismatriisi ja kdyttamaéadn sita
matriisiyhtédlon AX = B ratkaisemiseen. Ensin tarvitaan kuitenkin lukua 1 vastaava
matriisi.

Minké tahansa kokoista neliomatriisia, joka sisaltda lavistdjallaan ykkosia ja muualla
nollia, kutsutaan ykkdsmatriisiksi tai yksikkomatriisiksi. Sitd merkitddn symbolilla I,,,
missé n on rivien (ja sarakkeiden) lukumé&érd. Ykkosmatriisi ndyttaa talté:

1 0 0
o

-

0 0 1

Ykkosmatriisi on tuttu yhtaloryhmien ratkaisusta, silld sellainen saadaan usein Gaussin—
Jordanin eliminointimenetelméan lopputuloksena yhtaléryhméaé vastaavan matriisin va-
semmalle puolelle.

Ykkosmatriisilla on se ominaisuus, ettd kun silld kertoo mité tahansa matriisia, kysei-
nen matriisi ei muutu. Toisin sanoen kaava

I,A=A

pétee kaikilla matriiseilla A, joilla kertolasku on mahdollinen. Ykkosmatriisilla kertomi-
nen toimii siis ikdan kuin luvulla 1 kertominen.

Olkoon nyt A jokin nelidmatriisi, jossa on n rivid (ja saraketta). Jos on olemassa
matriisi C, jolle péatee

CA=1,,

matriisia C' kutsutaan matriisin A kddnteismatriisiksi. Talloin sanotaan, ettd matriisi A
on kéddntyvd tai sddnnéllinen. Kadnteismatriisia merkitaan A~1.

Esimerkki 5.8. Olkoot A = [?3] ja C = [ * 3°]. Talléin

324 (=5)-1 3-5+(=5)-3] |1 o] _
CA= —-1-24+2-1 —-1-5+2-3| |0 1 =l

Siispa A on kidntyvi ja C on A:n kiidnteismatriisi eli C = A1,
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Jos siis neliématriisi A on kéintyvi, on olemassa jokin matriisi, jota merkitdin A"
ja jolle pitee A1 A = I,,. Kéénteismatriisin kifinteismatriisi on sama kuin alkuperiinen
matriisi, eli (A71)7! = A.

Kéaanteismatriisi toimii kuin kaénteisluku: luvun ja sen kéanteisluvun tulo on nimit-
tdin 1. Nollalla ei ole kddnteislukua, eiké kaikilla matriiseillakaan ole kadnteismatriisia.
Silloin kun kéénteismatriisi A~! kuitenkin on olemassa, sen avulla voidaan ratkaista
matriisiyhtdlé AX = B seuraavasti:

AX =B
A'AX = A7'B
I,X=A"'B
X =A"'B.

Esimerkki 5.9. Tarkastellaan yhtaloparia

2c+5y = -5
r+3y = 2

Yhtaloryhmé vastaa matriisiyhtélod AX = B, missé

2 5 T . -5
Esimerkissd 5.8 todettiin, ettd matriisin A kdédnteismatriisi on
3 =5
—1 _

joten matriisiyhtalon AX = B ratkaisu on

_ 3 —5|[-5 3-(=5)—5-2
X:Alelq 2][2]:[—1-(—5%@-2

_ [—gﬂ .

2e+5y =2-(=25)+5-9=—-50+45 = -5,
r4+3y=-25+3-9=-25427=2.

Toisin sanoen x = —25 ja y = 9. Tarkistetaan viela tulos:

Tulos on oikein.

5.5 Kaanteismatriisin 16ytaminen

Kadnteismatriisin 16ytdmiseksi voidaan soveltaa Gaussin—Jordanin eliminointimenetel-
mé&d. On nimittédin niin, ettd jos jokin matriisi A saadaan rivioperaatioilla ykkésmatrii-
siksi, samat rivioperaatiot ykkosmatriisiin sovellettuina tuottavat kidnteismatriisin A1,
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Esimerkki 5.10. Etsitddn esimerkissé 5.8 esiintynyt matriisin A = [? 3] kidénteismatrii-
si. Rivioperaatiot kannattaa suorittaa yhté aikaa sekd matriisille A ettd ykkdsmatriisille,
joten kirjoitetaan ndmaé vierekkéin yhdeksi matriisiksi. (Voidaan kéyttdéd pystyviivaa eri
puolten erottamiseen.) Eliminointimenetelméé on jo harjoiteltu, joten sen suorittaminen
kéy vaivatta:

2 5 | 1 0] :2 1 5/2 | 1/2 0] -(-1)

13|01 ot 3 | 0 1 «

1 5/2 | 1/2 0] [1 5/2 | 1/2 0] -
Tloo2 | -2 1] i1)2 Todoo1 ] =1 2 -(=5/2)

1 0] 3 -5
A .
0 1

Vasemman puolen matriisista saatiin ykkosmatriisi, joten oikealle puolelle syntyi kadan-
teismatriisi A~!. Kuten nihdéin, saatu kidnteismatriisi on sama kuin esimerkissi 5.8.

Yhtaloryhmia ratkaistaessa huomattiin, etta aina vasemmalle puolelle ei saada ykkds-
matriisia. Jokin rivi saattaa nimittdin hévitd kokonaan eliminoinnin aikana. Téllaisessa
tapauksessa matriisi ei ole kdantyva eli silla ei ole lainkaan kédnteismatriisia. Tilanne
on samankaltainen kuin luvulla 0, jolla ei ole lainkaan k&anteislukua.

Esimerkki 5.11. Tarkastellaan matriisia S = [}3 _62]' Eliminoimalla yhdistettyd mat-
riisia [S | Io] saadaan

1 =2 ] 1 0] -3 - 1 =2 ] 10
-3 6 | 0 1] « 0 0 | 3 1|
Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd héavisivéit kaikki alkiot, joten eliminointia

ei voida jatkaa. Matriisia S ei saatu eliminoimalla ykkosmatriisiksi, joten silld ei ole
kédénteismatriisia.

Jos matriisi A ei ole kddntyvéa, matriisiyhtalod AX = B ei voida ratkaista kddnteismat-
riisin avulla. Kéytdnnossa taméa tarkoittaa joko sité, ettd matriisiyhtalolla ei ole lainkaan
ratkaisuja, tai sitd, ettd ratkaisuja on ddreton madrd. T&lloin matriisiyhtélod vastaava
yhtéaloryhmaé on ratkaistava Gaussin—Jordanin menetelmalld, josta voidaan pédtelld, on-
ko ratkaisuja dareton madré vai ei lainkaan.
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