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1. Funktio A maaritellddn seuraavasti. Kuvan astiaan lasketaan vetta tasaisella no-
peudella 1 1/min. Astia on muodoltaan katkaistu suora ympyrikartio, jonka pohjan
halkaisija on 30 cm, korkeus 10 cm ja suuaukon halkaisija 10 cm. Funktion arvo h(t)
kertoo vedenpinnan korkeuden (cm) ajanhetkelld ¢ (s). Méarita funktion h lauseke.
(Téama funktio esiintyi luentotehtévissa 4.11.)

2. Harjoituksen 2 tehtdvéssd 1 puhutaan funktiosta

2
e —1
)= —5—"-—.
Osoittautuu, ettd vaikka funktio ei ole méaaritelty, kun z = 1, ldhelld kyseista lah-
téarvoa funktio kuitenkin kayttédytyy kauniisti. Osoita tdmaé tdsmaéllisesti jakamalla
kijén x — 1 pois osoittajasta ja nimittdjastd, minka jalkeen voit péaatelld funktion
kéyttaytymisen pisteen z = 1 vélittomaéssa laheisyydessa.

3. (Tdhén vaaditaan raja-arvojen osaamista.) Derivointikaavat voidaan laskea ns. ero-
tusosaméairin raja-arvoina. Jos x ja y ovat lahtdarvoja, erotusosaméaéra

f(z) — f(y)
T —y

kuvaa sellaisen suoran kulmakerrointa, joka leikkaa funktion kuvaajaa pisteissi
(z, f(x)) ja (y, f(y)). Kun piste y ldhestyy pistettd x, leikkaajasuora muuttuu si-
vuajasuoraksi. Téhdn perustuen

o) i 1010,

jos raja-arvo on olemassa.

Kun f(z) = 22, johda derivointikaava f'(x) = 2z laskemalla erotusosamiirin raja-
arvo. Osaatko johtaa derivointikaavan yleisemmissi tapauksessa g(z) = ¥, missi
k on positiivinen kokonaisluku? Enté tapauksessa, jossa k on murtoluku, esim. 1/27



. (Liittyy edelliseen tehtdvéaén ja vaatii raja-arvojen osaamista.) Harjoituksen 2 teh-
tavissa 6 esiintyivat funktiot

kun -1 <z <1
kun z < —1 tai x > 1.

2
—x
f@) = Va1, gla) = sl M@z{x’
FEtsi kuvaajan avulla ne pisteet, joissa funktiot eivét ndyta olevan derivoituvia. Osoi-
ta erotusosamdéirad kayttden tarkasti, ettd funktiot eivit todella ole derivoituvia
kyseisisséd pisteissa (eli erotusosaméaralla ei ole néissé pisteissa raja-arvoa).

. Funktion derivaatan f’(x) riippuvuus ldhtoéarvosta x voidaan myos tulkita funk-
tioksi, ja se voidaan monesti myés derivoida. Esimerkiksi funktion f(z) = 23 deri-
vaattafunktio on f’(z) = 322 ja tdmin derivaatta on funktion f toinen derivaatta

f"(z) = 6.

Oletetaan, ettd erds funktio g on mééritelty ja derivoituva kaikilla reaaliluvuilla.
Oletetaan lisaksi, ettd funktion g derivaatalla on yksi ainoa nollakohta z = 1. Ole-
tetaan vield, ettd toiselle derivaatalle patee ¢”(1) > 0. Paattele niistd tiedoista
funktion g derivaatan merkkikaavio ja selvité, saako g pisteessd x = 1 suurimman
tai pienimmén arvonsa. (Jos yleisen tapauksen késitteleminen on hankalaa, voit
kiyttdd mallina funktiota g(z) = 2* — 723 + 182% — 192 + 8.)

. Osoita, ettéd toisen asteen polynomifunktion f(x) = ax? + bz + ¢ derivaatalla on
korkeintaan yksi nollakohta (tasan yksi, jos vaaditaan a # 0). Paéttele tasta, ettd
f on kasvava vain yhdelld vélill& ja vihenevd myos vain yhdelld vililla. Padttele
edelleen, ettd f:1l14 voi olla korkeintaan kaksi nollakohtaa.

Kolmannen asteen polynomifunktion derivaatta on toisen asteen polynomifunktio,
jolla edellisen paattelyn mukaan on korkeintaan kaksi nollakohtaa. Paéttele tésta,
ettd kolmannen asteen polynomifunktiolla on korkeintaan kolme nollakohtaa. Osaat-
ko todistaa, ettd n:nnen asteen polynomifunktiolla on korkeintaan n nollakohtaa?

. Tarkista osittaisintegroinnin kaava

[ £ @glw)dz = f@)gla) - [ fa)g' (@) dw+C

derivoimalla molemmat puolet. Kéaytd kaavaa 10ytadksesi funktion hy(z) = xe® inte-
graalifunktion. Kéyti sitten kaavaa kahdesti 16ytéiksesi funktion hs(z) = z2€® in-
tegraalifunktion. Osaatko maarittaa funktion h,(x) = z"e® integraalifunktion ylei-

sessé tapauksessa?

. Osoita yhdistetyn funktion derivointisddnnon avulla, ettd

g . _
/g(t)dt_ Ing(t)+ C.



10.

11.

12.
13.

Niin sanottu eksponentiaalisen kasvun differentiaaliyhtdlé on muotoa

g'(t) = kg(t),

missd k on jokin vakio. Yhtalo siis ilmaisee, ettd funktion ¢ kasvunopeus on suo-
raan verrannollista funktion g arvoon kullakin ajanhetkelld (verrannollisuuskerroin
on k). Ratkaise edellisen tehtavin kaavaa hyodyntden funktion g lauseke. (Vastauk-
sen pitéisi olla muotoa g(t) = Dekt, missd D riippuu integroimisvakiosta.)

Osoita tehtévin 7 kaavan avulla, etta

/2 /2
/ sinxcosxda:zl—/ sin x cos x dx.
0 0

Péittele tdmén perusteella, etté
w/2 1
/ sinzcosx dz = —.
0 2

Jos siirrytdén reaalilukujen maailmasta kompleksilukuihin, saadaan uudentyyppi-
sia laskusdantoja. Kompleksiluvut voidaan kirjoittaa muodossa a + bi, missa a ja b
ovat reaalilukuja ja i on imaginaariyksikké, jolle pétee 2 = —1 (siis i ei ole reaali-
luku). Kompleksiluvuilla esimerkiksi eksponenttifunktio ja trigonometriset funktiot
voidaan yhdistaéd kaavalla

e = cosx +isinw. (@)
Kompleksilausekkeille pateviat samat derivointisddnnét kuin reaalilausekkeille, kun
i:td ajatellaan tavallisena vakiona. Esimerkiksi D(iz?) = 2ix jne. Derivoi nyt ylli
esitetyn yhtalon (©) molemmat puolet erikseen ja totea, ettd derivaatat ovat samat.

Selvité kaikki piilotetut luvut maanantain 9.12. luentokysymyksesta 1.

Eraalla alueella maantiekiitdjien (Geococcyx californianus) ja kojoottien (Canis lat-
rans) populaatiot riippuvat toisistaan seuraavalla tavalla. Jos M(n) ja K(n) ovat
maantiekiitdjien ja kojoottien méarat vuonna n, seuraavana vuonna maérit ovat

M(n+1) = 1,14M(n) — 0,12K(n)
K(n+1) = 0,08M(n)+ 0,86K(n)

Esita matriisi A, jolle patee AP(n) = P(n + 1), missd P(k) on populaatiomatriisi

Oletetaan, ettd populaatiot ovat alussa M (1) = 300 ja K (1) = 40. Laske populaatiot
seuraavana vuonna ja kolmen vuoden péistd. Onko populaatioilla tasapainotilaa, eli
sellaisia alkupopulaatioita M (1) ja K (1), joille patee M (2) = M (1) ja K(2) = K(1)?

(Huom. Maantiekiitajien ja kojoottien kilpailu perustuu piirrettyyn televisiosarjaan
ja luvut on vedetty hatusta, mutta tosiasiassa matriiseja voidaan kylld kayttaa
kuvatunlaiseen populaatioiden kehityksen tutkimiseen.)



14.

15.

Matriisin determinantti lasketaan seuraavasti: 2 X 2 -matriisin determinantille on

kaava:

a b

det [C d

1:ad—bc.

Isompien matriisien determinantit saadaan pienemmisté seuraavan sdannon mukai-
sesti (muitakin laskutapoja on):

a1 az as
det |by by bs| = ay det [bQ b?’] — agdet lbl 53| 4 4 det [bl bz]
C2 C3 c1 c3 c1 C2
c1 ¢ c3
= al(b203 — bgcg) — ag(blcg — 1)361) + a3(b102 — bQCl)
ja
al az a3z a4
by by by by by b3 by by by by
det o e en e =aidet |co 3 cq| —agdet [c1 3 ¢4
1 C2 C3 ¢4
& dy ds dy do d3 da di d3 da
bi by by by by b3
+agdet |c1 co cy4| —agdet |1 co 3 jne.
di dp dy di dy ds

Determinantin eras merkitys on, ettéd sen avulla voidaan selvittda, onko neliomatriisi
kéadntyva. Neliomatriisi on nimittédin kddntyva tdsmélleen silloin, kun sen determi-
nantti ei ole nolla. Selvitd tdmén perusteella, ovatko matriisit

1 0 -2
A:[fg :ﬂ ja B=|-3 5 1
4 -5 -3

kadntyvid. Osoita my6s determinantin avulla, ettd yhtaloryhméalla
- 13
T -2z = 3
—3r+5y+z = w
4 —5y—2 = -2+ /3

on yksikéasitteinen ratkaisu ratkaisematta sita.

(Liittyy edellisessa tehtévassé esitettyihin determinantteihin.) Matriisin
1 2 3
A=12 6 8
3 12 30

determinantti on det A = 30. Tee matriisille A erilaisia eliminointimenetelméssa,
tarvittavia rivioperaatioita. Laske matriisin determinantti rivioperaatioiden jélkeen



ja arvaa tulosten perusteella, miten determinantti muuttuu eri operaatioissa. Laske
myo6s ykkosmatriisin determinantti. Pdattele havaintojesi perusteella, ettd neliomat-
riisi on kédntyva, jos ja vain sen determinantti ei ole 0.



