7 Matriisilaskenta

Kurssin loppuosassa tutustutaan matriiseihin ja niiden kéayttoon yhtéloryhmien ratkai-
semisessa.

7.1 Lineaariset yhtdloryhmat

Yhtaloryhmat liittyvét tilanteisiin, joissa on monta tuntematonta tekijaa, jotka kaik-
ki riippuvat toisistaan. Jos riippuvuudet tunnetaan, voidaan muodostaa yhtéloryhma,
jonka jokainen yhtdlo kuvaa jotakin riippuvuutta. Nyrkkisdantonéd yhtaloita tarvitaan
vahintddn yhtd paljon kuin tuntemattomia, jotta tuntemattomat voidaan ratkaista téy-
dellisesti.

Tietynlaisia yhtaloitad ja yhtaloryhmia kutsutaan lineaarisiksi. Ne ovat sellaisia, jois-
sa tuntemattomat esiintyvét vain vakioilla kerrottuna ja néistd on muodostettu summa-
lausekkeita. Tuntemattomia ei siis esiinny esimerkiksi toiseen korotettuna tai neliGjuuren
alla. Esimerkiksi seuraavat yhtaloryhmét ovat lineaarisia:

4 = 1
z+y = 2 20 —y+2z = -2 1+ 4T3
z—y = 1 3r+2%—z = 0 TdeL e —ay =
y = Y - To +2x3 = 12

Kahdessa ensimmaéisessd tuntemattomia on merkitty kirjaimilla z, y ja z, ja viimeisessé
on kaytetty merkintéja x1, xo ja x3. Kaytetyilla kirjaimilla ei tietysti ole véli.

Ylla olevista yhtéaloryhmistd ensimméinen kuvaa tilannetta, jossa kahden luvun sum-
ma on 2 ja erotus 1. Ei ole vaikeaa keksid, ettd sopivat luvut voisivat olla esimerkik-
si z = 3/2 ja y = 1/2. Yhtdloryhmén ratkaiseminen tarkoittaakin sellaisten lukujen
selvittdmista, jotka tuntemattomien paikalle sijoitettuna toteuttavat yhta aikaa kaikki
yhtéloryhmén yhtalot.

Lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisuun on monia menetelmii. Koulusta tuttuja ovat
sijoitus- ja eliminointimenetelm&. Talla kurssilla opetellaan eliminointimenetelmén ke-
hittyneempi versio, niin kutsuttu Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmd. Katsotaan
aluksi, miten menetelmé toimii yksinkertaisen yhtéaléryhmaéan tapauksessa.

Esimerkki 7.1. Ratkaistaan yhtaloryhméa

r+y = 2
rz—y = 1

jarjestelmaéllisesti eliminointimenetelmallé.

Ensin on jalkimméisesta yhtdlostd eliminoitava ensimméinen termi. Taméa tehd&dan
kertomalla ensimmaéinen yhtélo luvulla —1 ja lisddmalld saatu tulos toiseen yhtaloon.
Ensimméinen yhtélo kerrottuna —1:114 on

—r—y=—-2
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Lisdtddn tdmaé puolittain toiseen yhtaloon:

—r—y = -2
rT—y = 1
0—-2y = -1

Toinen yhtalé muuttui lisdyksesséd muotoon —2y = —1. Nyt yhtdloryhméa nayttaa talta:

z+y = 2
-2y = -1
Huomaa, ettd ensimmaéinen yhtélo kirjoitetaan vield sellaisenaan. Jaetaan vield toinen
yvhtélo luvulla —2, jolloin paédstaén eroon y:n kertoimesta:

rT+y =
y =

Toinen yhtélé on nyt saatu muokattua muotoon y = 1/2; josta y:n arvo ndhdéain
suoraan. Tamén avulla voitaisiin sitten selvittdd myos x. Jatketaan kuitenkin viela eli-
minointia sithen asti, ettd myos x nahddan suoraan. Taéma onnistuu kertomalla toinen
yhtélo luvulla —1 ja lisddmaélld tulos puolittain ensimmaéiseen yhtéloon. Toinen yhtélo
—1:114 kerrottuna on

(I N

1
Y= 9
Lisatdan tama ensimmaéiseen yhtdloon puolittain:
rT+y = 2
_ 3

Ensimmaéinen yhtalé muuttui nyt muotoon x = 3/2. Koko yhtélépari on siis saatu muo-
katuksi seuraavanlaiseksi:

€T =

y =

Viimeisestd muodosta sekd x:n ettd y:n arvot ndhdéédn suoraan. Téhdn padsemiseksi
jouduttiin ndkemédn hieman vaivaa, mutta tulos on sen arvoinen. Tarkistetaan tulos
vield sijoittamalla saadut tuntemattomien arvot alkuperéisiin yhtéléihin:

NI NV

3 1 341 4
= — —:—:—:2

THY= 5ty T T T3
, 3.1 3-1_ 2
e

Tulos on oikea.

Ennen kuin esitellddn Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmé yleisessé muodossaan,
kéaydaan lapi, miten yhtaloryhmié voidaan esittdd matriisin muodossa. Tamé helpottaa
merkintojé, koska tuntemattomia ei tarvitse koko ajan pitda mukana.
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7.2 Yhtaloryhman ratkaiseminen matriisimuodossa

Matriiseiksi kutsutaan tietynlaisia suorakulmaisia lukutaulukoita. Yhtéaloryhmaé voidaan
esittdd matriisina kokoamalla kaikki yhtédloryhméssé esiintyvét luvut samaan tauluk-
koon. Esimerkiksi yhtélopari

3r —2y = —=5H
rz+5 = 3
esitetaan matriisina nain:
3 -2 | =5
1 5 | 3]°

Matriisin jokainen rivi vastaa yhtéd yhtdlod ja jokainen sarake tietyn tuntemattoman
kerrointa, viimeistd saraketta lukuunottamatta. Viimeiseen sarakkeeseen tulee yhtalon
oikean puolen vakiot. (Viimeisen sarakkeen erottava pystyviiva ei ole vilttdméaton mer-
kinté; se vain auttaa muistamaan, mitkd luvut olivat yhtéléiden oikealla puolella.)

Jos jossakin yhtélossé ei esiinny jotakin tuntemattomista, sen paikalle laitetaan mat-
riisissa nolla. Esimerkiksi yhtaloryhmaéan

r1+4x3 = 1
—3x1 +2x9 —x3 =
To+x3 = 12
matriisi olisi
1 0 4 |

1

-3 2 -1 | 0

0o 1 1 | 12
Gaussin—Jordanin menetelméssé pyritddn muokkaamaan yhtaléryhmén matriisia niin
sanotuilla rivitoimituksilla siten, ettd tuloksena olisi matriisi, josta ratkaisut pystytdan
lukemaan suoraan. Rivitoimitukset on valittu niin, ettd ne sailyttavit yhtaloryhmén
ratkaisut. Toisin sanoen rivitoimituksilla muokattuja matriiseja vastaavilla yhtéaloryh-
milla on tasmaélleen samat ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtéloryhmaélla. Rivitoimitukset

ovat

1) Jaetaan matriisissa jokin rivi jollain (nollasta poikkeavalla) luvulla.
2) Kerrotaan matriisissa jokin rivi jollain luvulla ja lisitédén saatu rivi johonkin
toiseen riviin.
3) Vaihdetaan matriisissa kahden rivin paikka.
Rivin kertominen tai jakaminen tarkoittaa kaikkien rivilld olevien lukujen kertomista tai
jakamista. Kakkostoimituksessa ensimmaéinen rivi — se, jota kerrotaan — ei muutu, vaan

sitd ainoastaan kéytetddn muokkaamaan toista rivid. Esimerkki valaisee rivitoimituksien
kayttoa.

Esimerkki 7.2. Ratkaistaan seuraava kolmen yhtélon yhtaloryhma:

21 +4x9 +6x3 = 12
3r1 49 —x13 = -2
2x1 —3x9 +2x3 = 14
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Yhtéaloryhmén matriisi on

2 4 6 | 12
31 -1 | =2
2 -3 2 | 14

Aloitetaan nyt eliminointi. Ensimmaéiseksi tarkastellaan matriisin ensimmaéista rivia.
Jaetaan rivi 2:1la, jolloin saadaan ensimmaéiseksi kertoimeksi 1:

2 4 6 | 12] :2 1 2 3 | 6
3.1 -1 | =2 ~ 31 -1 | =2
2 -3 2 | 14 2 -3 2 | 14

Kéytetdan sitten ensimmaéisen rivin ensimmaéisen sarakkeen kerrointa eliminoimaan ker-
toimet samasta sarakkeesta kaikilta muilta riveiltd. Aloitetaan toisesta rivistd, jonka
ensimmadisessé sarakkeessa on 3. Kerrotaan siis ensimméinen rivi —3:lla, jolloin siita
tulee

-3 -6 -9 | —-18.

Tata vélitulosta ei merkitd matriisiin, vaan se lisdtdén suoraan toiseen riviin:

-3 —6 -9 | —18
301 -1 | =2
0 -5 —10 | —20

Matriisi muuttuu siis eliminoinnissa muotoon

1 2 3 | 6
0 -5 —10 | —20
2 -3 2 | 14

Jatketaan ensimmaéaisen sarakkeen lukujen eliminointia kertomalla ensimméinen rivi
luvulla —2 ja lisdamaélla se kolmanteen riviin:

1 2 3 | 6] (-2 1 2 3 | 6
0 -5 —10 | —20 ~ {0 =5 —10 | —20
2 -3 2 | 14| « 0 -7 -4 | 2

Vilivaiheet jétettiin téssé kirjoittamatta.

Nyt on eliminoitu ensimmaéinen kerroin toiselta ja kolmannelta riviltd (eli tuntematon
x1 on havinnyt toisesta ja kolmannesta yhtélosté). Siirrytaédn tarkastelemaan toista rivia.
Toisen rivin ensimmaéinen nollasta poikkeava kerroin on —5. Jaetaan rivi talla luvulla:

1 2 3 | 6 1 2 3 |6
0 =5 —10 | —20| :(=5) ~ |0 1 2 | 4
0 -7 —4 | 2 0 —7 —4 | 2

Toisen sarakkeen kerroin on ensimmaiselld rivilld 2 ja kolmannella —7. Ensimméisen
rivin luku saadaan eliminoitua kertomalla kertomalla toinen rivi —2:lla ja lisddmalla
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ensimmaiseen riviin. Kolmannen rivin luku puolestaan eliminoidaan kertomalla toinen
rivi luvulla 7 ja lisddmallad kolmanteen riviin. Tehddin namé operaatiot nyt perdkkain
(vélivaiheet on jatetty kirjoittamatta):

1 2 3 | 6| « 10 -1 | -2
0 1 2 | 4 (=2) |-7 ~ 01 2 | 4
0 -7 —4 | 2 | 0 0 10 | 30
Jaetaan vield viimeinen rivi luvulla 10:
10 -1 | =2 10 -1 | =2
01 2 | 4 ~ 01 2 | 4],
0 0 10 | 30| :10 00 1 | 3

10 -1 | —2] « 100 | 1
01 2 | 4 = ~ {0010 | =2
00 1 | 3] -1 |-(-2 0011 3

Nyt on eliminointi suoritettu loppuun. Tuloksena saatiin matriisi, jossa pystyviivan va-
semmalla puolella (eli yhtdloryhmén tuntemattomien puolella) on lavistajalla ykkosid,
muualla nollia. Tdma&a matriisi vastaa yhtaléryhméa

xrT = 1
ro = -2
r3 = 3

Téastéa voidaan lukea suoraan yhtaloryhmén ratkaisu.

Kaikilla yhtédloryhmilla ei ole ratkaisua lainkaan. Tarkastellaan esimerkiksi yhtéloparia

r+y=1
20 +2y =3
Yhtélopari on ristiriitainen, silld jos = + y = 1, niin 2z + 2y = 2, mutta toisessa yh-
tdlossd vaaditaan muuta. Lukuja = ja y ei siis voi valita niin, ettd molemmat yhtalot
toteutuisivat.
Toisinaan yhtalot toteutuvat useammilla kuin yksillé tuntemattomien arvoilla. Talloin

ratkaisuja on yhden sijasta itse asiassa ddreton méaara. Namé ovatkin ainoat vaihtoehdot.
Ilmaistaan tdma vield lauseen muodossa.

Lause 7.3. Lineaarisella yhtiloryhmdlld on aina joko yksi, ddretén mddard tai ei yhtddn
ratkaisua.

Tarkastellaan joitakin esimerkkeja.
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Esimerkki 7.4. Ratkaistaan Gaussin—Jordanin menetelmélla yhtaloryhma

2t —y+2z = -2
—3Jr+2y—2z = 0
—r+y = -2
Yhtéaloryhmén matriisimuoto on
2 -1 1 | =2
-3 2 =11 0
-1 1 0 | =2
Jaetaan aluksi ensimméinen rivi 2:1la:
2 -1 1 | -2 9 1 -1/2 12 | -1
-3 2 -1 | 0] ° ~ -3 2 -1 1 0
-1 1 0 | -2 -1 1 0o | -2

Lisétédédn sitten ensimmaéinen rivi toiseen 3:lla kerrottuna ja kolmanteen sellaisenaan eli
1:114 kerrottuna:

1 —1/2 1/2 | 1] -3 |-(=1) 1 —1/2 1/2 | -1
-3 2 -1 ] 0| « | ~ |0 1/2 1/2 | -3
-1 1 0 | -2 | 0 1/2 1/2 | -3

Ensimmaéisen sarakkeen eliminoinnit on nyt suoritettu. Jatketaan jakamalla toinen
rivi luvulla %, mik& on sama asia kuin kertominen kahdella:

1 -1/2 1/2 | -1 1 -1/2 172 | -1
0o 1/2 1/2 | =3| :1/2 ~ 0o 1 1 | —6
o 1/2 1/2 | -3 0o 1/2 1/2 | -3
Lisétddn viela toinen yhtdlo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna ja kolmanteen —1/2:lla
kerrottuna:
1 -1/2 1/2 | —1| « 101 | —4
0 1 1 | =6 -1/2 |-(-1/2) ~ 01 1] -6
0o 1/2 1/2 | -3 | 000 ]| O

Eliminointi on nyt suoritettu loppuun. Tulosmatriisi vastaa yhtaléryhmaé

r+z = —4
y+z = —6
0 = 0

Viimeistad tuntematonta z ei voitu eliminoida ensimmaéisestd ja toisesta yhtélosté, kos-
ka yhtélon viimeiseltéd riviltd havisivat kaikki tuntemattomat samalla kertaa. Téllaista
tuntematonta kutsutaan vapaaksi muuttujaksi, silla sen arvo voi olla mité vain. Voidaan
esimerkiksi valita z = 1, jolloin viimeisen yhtéléryhmén yhtéloista nahdaén, ettd x = —5
ja y = —7. Toisaalta jos valitaan z = 2, niin x = —6 ja y = —8. Jokaisella z:n arvolla
saadaan yhtédloryhmaélle eri ratkaisu, joten ratkaisuja on dareton maéra.
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Esimerkki 7.5. Ratkaistaan yhtéloryhmé

r1+x2+x3 = 3
201 + X2 +x3 = 2
Xr1 — 21‘2 — 21‘3 = =2

Yhtéaloryhmén matriisimuoto on

11 1 | 3
2 1 1 | 2
1 -2 -2 | -2

Ensimmaisen rivin ensimmainen kerroin on valmiiksi 1. Lisatddn ensimmainen rivi toi-
seen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottuna:

11 1 | 3] «(=2) |-(-1) 11 1 | 3
2 1 1 | 2| « | ~ 10 -1 -1 | —4
1 -2 =2 | =2 | 0 -3 -3 | =5
Jaetaan toinen rivi puolittain —1:1l4:
11 1 | 3 11 1 | 3
0 -1 =1 | —4f :(-1) ~ |0 1 1 | 4
0 -3 -3 | =5 0 -3 -3 | =5

Lisétédédn sitten toinen rivi ensimmaiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen 3:lla kerrottu-

1 1 1 | 3] « 100 | -1
0 1 1 | 4| (=1) |3 ~]0 1 1| 4
0 -3 =3 | =5 | 000 | 7

Tulokseksi saatu matriisi vastaa yhtéléryhméa

rT = -1
To + T3 = 4
0 = 7

Viimeiselta riviltd eliminoituivat siis kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jai
luku 7. Tamé& on selvé ristiriita, joten yhtaloryhmallé ei ole ratkaisua. Huomaa, ettéd
vaikka ensimmaiselld rivilld lukeekin x; = —1, tdméa ei kerro mitddn tuntemattoman x;
arvosta, silld yhtaloryhmaé ratkaistaessa on kaikki yhtalot ratkaistava yhté aikaa. Jos
johonkin kohtaan tulee ristiriita, se tarkoittaa, ettd koko yhtdléryhmé oli alun pitden
ristiriitainen eikd tuntemattomilla z1, x2 ja x3 ole mitddn arvoja, jotka toteuttaisivat
yhtélot.
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7.3 Matriisien laskutoimitukset

Paitsi ettd matriiseja voi kayttda nappéarasti apuna yhtaloryhmén merkitsemisessé, niilla
on my0s kokonaan oma elaménsé. Ne muistuttavat monessa suhteessa tavallisia lukuja.
Matriiseja voidaan muun muassa laskea yhteen ja kertoa toisillaan, ja kullakin néista
operaatioista on oma merkityksensd myos yhtdloryhmien kannalta. Toisaalta matriisien
laskutoimitukset eivat toimi aivan samalla tavalla kuin lukujen: esimerkiksi mité tahan-
sa matriiseja ei voi laskea yhteen eikéd kertolaskun tulos ole valttamétta riippumaton
kertomisjarjestyksesté.
Tutustutaan seuraavaksi kolmeen matriisien laskutoimitukseen. Nama ovat

1) matriisien yhteenlasku
2) matriisin kertominen luvulla (ns. skalaarikertolasku)

3) matriisien kertolasku.

Matriisit lasketaan yhteen yksinkertaisesti lisidmalld kussakin paikassa olevat luvut
kohdakkain yhteen. Tét4 varten matriisien on oltava samanmuotoisia. Esimerkiksi mat-

riisien
1 2 2 -1
3 4] ja 0 1
5 6 3 2
summa lasketaan nain:
1 2 2 -1 1+2 24 (-1) 3 1
3 4/+10 1| =134+0 4+1 =13 5
5 6 3 2 5+ 3 6+ 2 8 8

Vihennyslasku suoritettaisiin samalla periaatteella.

Miké tahansa matriisi voidaan kertoa tavallisella luvulla, mika tarkoittaa matriisin
jokaisen alkion kertomista samalla luvulla. Téatéa kutsutaan skalaarikertolaskuksi. Kerto-
merkkid ei yleenséd kéytetd luvun ja matriisin vélissa. Esimerkiksi matriisi

kerrottuna luvulla 2 on

Matriisien laskutoimituksista hankalin on matriisien kertolasku. Se ei nimittdin lain-
kaan muistuta tavallista lukujen kertolaskua. Tutustutaan kertolaskuun esimerkin avul-
la.
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Esimerkki 7.6. Olkoot

1 2

A:E _31 g] ja B=|-2 -1
0 1

(Matriiseja merkitdén yleensé isoilla kirjaimilla.) Katsotaan aluksi, miten saadaan tulo-
matriisin AB ensimméisen rivin ensimmaéisen sarakkeen luku. Tétd varten on otettava
matriisista A ensimmaéinen rivi ja matriisista B ensimméinen sarake, kerrottava néiden
alkiot keskenéédn ja laskettava yhteen. Tehdédén tamaés:

2 -1 0 (A 1. rivi)
1 =20 (B:n 1. sarake)

2 2 0 (tulo)

Tulojen summa on 2+ 2+ 0 = 4. Tédma on tulomatriisin ensimmaéisen rivin ensimmaéisen

sarakkeen luku:
4 7
AB = > 9|

Lasketaan tdmén jilkeen ensimmaéisen rivin toisen sarakkeen luku kertomalla matriisin
A ensimmaisen rivin alkiot matriisin B toisen sarakkeen alkioilla:

2 -1 0 (A:mn 1. rivi)
2 -1 1 (B:n 2. sarake)

4 1 0 (tulo)

Tulojen summa on 4 + 1+ 0 = 5. Tadm& on tulomatriisin ensimméisen rivin toisen

sarakkeen luku:
4 5
o[t

Jéljelld olevat luvut selvitetdédn samalla tavoin:

1 3 2 (A 2. rivi)
1 -2 0 (B:n 1. sarake)

1 -6 0 (tulo)

Tulomatriisin toisen rivin ensimmaisen sarakkeen luku on siis 1 —6+0 = —5. Jatketaan:

1 3 2 (A:n 2. rivi)
2 -1 1 (B:n 2. sarake)

2 -3 2 (tulo)

Tulomatriisin toisen rivin toisen sarakkeen luku on 2 — 3+ 2 = 1. Niin ollen tulomatriisi

on
4 5
wo[1 ]
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Matriisikertolasku etenee yleisesti seuraavan kaavan mukaan: laskettaessa tulomat-
riisin rivilla ¢ sarakkeessa j olevaa lukua otetaan ensimmaéisestd matriisista i:s rivi ja
toisesta j:s sarake, kerrotaan luvut kohdakkain toisillaan ja lasketaan yhteen. Jotta ker-
tolaskut voidaan suorittaa, on seuraavan ehdon padettavas:

Ensimméisen matriisin kullakin rivilld on yhtd monta lukua kuin toisen mat-
riisin kussakin sarakkeessa.

Ehto voidaan lausua my6s niin, ettd ensimmaéaisessa matriisissa on oltava yhtd monta
saraketta kuin toisessa matriisissa on rivejé.

Jos matriisit A ja B ovat eri kokoisia, kertolasku voi onnistua toisin pain muttei toisin
péin. Jos esimerkiksi

1 2 3 11 12
A=14 5 6 ja  B=|13 14/,
7 8 9 15 16

niin tulo AB voidaan laskea mutta tuloa BA ei. Tassd kohden matriisien kertolasku
poikkeaa tavallisesta lukujen kertolaskusta.

Jos matriisit A ja B ovat samankokoisia neliomatriiseja, eli niissd on molemmissa
yhtd monta rivid kuin saraketta, ne voidaan aina kertoa keskenddn molemmin péin. Silti
lopputulos ei valttamatta ole sama. Témén vuoksi on oltava erityisen tarkkana siina,
miten péin matriisien kertolaskun kirjoittaa.

Esimerkki 7.7. Olkoot A = [?1] ja B = [ % %]. Télléin

AB — 2-0+1-(—4) 2:-34+1-1 . -4 7
- 1-O+2-(—4) 1-34+2-1|  |-8 5
mutta
BA— 0-243-1 0-1+3-2 _ 3 6 .
—4-24+1-1 —4-1+1-2 -7 =2

Siispd AB # BA.

Esimerkki osoittaa, ettd vaikka kertolasku voitaisiin suorittaa kummin péin tahansa,
tuttu laskuséddnto AB = BA ei vilttamétta pade. Monet tutut sddnnot kuitenkin patevit
myo6s matriisien laskutoimituksille, kuten esimerkiksi seuraavat:

1) A(BC) = (AB)C
2) A(B+C) = AB+ AC
3) (A+ B)C = AC + BC.
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7.4 Kaanteismatriisi

Matriiseja ei voi jakaa toisilla matriiseilla. Taméan puutteen korjaamiseksi voidaan toisi-
naan kayttda niin sanottua kddnteismatriisia. Kadnteismatriisi on ikdan kuin kaddnteislu-
ku: silld kertominen vastaa jakolaskua. Ennen kéanteismatriisiin tutustumista tarkastel-
laan kuitenkin sitd, miten kokonainen lineaarinen yhtéléryhmé voidaan ilmaista yhtena

matriisiyhtalona.
Tarkastellaan yksinkertaista yhtéaloparia
3r—2y = -5
rz+5 = 3

Olemme jo oppineet, ettd tatd yhtdloparia vastaa matriisi
3 =2 | -5
1 5 | 3]°

Esitetddn yhtdloryhmé nyt vield uudessa muodossa matriisikertolaskun avulla. Laske-
taan sitd varten tulo matriiseista

A= 3 2 ja X =1".
1 5 Y
Matriisissa A on yhtdloryhmén kertoimet, ja matriisi B sisdltdd yhtdléryhmén tunte-
mattomat. Tuloksi saadaan matriisikertolaskua kéyttaen

AX — 3+ (=2)-y| _
l-z2+5-y

3x — 2y
T+ oy

Kertolaskun tuloksesta huomataan, ettd tulomatriisiin AX tulee itse asiassa yhtélo-
ryhmén vasemman puolen lausekkeet. Jos kumpikin néistd lausekkeista on yhta kuin
vastaava yhtaloryhmén oikean puolen luku, yhtaloryhma toteutuu. Yhtaloryhma voi-
daan siis ilmaista muodossa AX = B, missa matriisi B sisdltdd yhtdloryhmén oikean

puolen luvut:
-5
B [ ; ] |

Nyt koko yhtaloéryhmé voidaan ilmaista matriisiyhtdlond AX = B, eli

F b

Kun yhtdléryhmé esitetdédn matriisiyhtdlond AX = B, kaikki kertoimet korvataan
yvhdella kerroinmatriisilla A, tuntemattomat yhdelld tuntemattomalla matriisilla X ja
oikean puolen arvot yhdelld oikean puolen matriisilla B.

Matriisiyhtdlo voidaan yrittdd ratkaista samalla tavoin kuin tavallinen lukuyhtéald.
Yhtélé ax = b, missé a ja b ovat reaalilukuja ja a # 0, ratkaistaisiin jakamalla puolittain
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luvulla a. Matriiseilla ei voi jakaa, joten emme voi ratkaista matriisiyhtdloda AX = B
samalla tavoin. Kuitenkin jakaminen on sama asia kuin kéédnteismatriisilla kertominen,
joten voimme ratkaista lukuyhtélén myo6s seuraavasti:

ar =b

atar =a '

1-2=a'b

x=a 'b.

Pyritddn tdmén vuoksi méarittelemadn matriisin kddnteismatriisi ja kdyttamaéadn sita
matriisiyhtédlon AX = B ratkaisemiseen. Ensin tarvitaan kuitenkin lukua 1 vastaava
matriisi.

Minké tahansa kokoista neliomatriisia, joka sisaltda lavistdjallaan ykkosia ja muualla
nollia, kutsutaan ykkdsmatriisiksi tai yksikkomatriisiksi. Sitd merkitddn symbolilla I,,,
missé n on rivien (ja sarakkeiden) lukumé&érd. Ykkosmatriisi ndyttaa talté:

1 0 0
o

-

0 0 1

Ykkosmatriisi on tuttu yhtaloryhmien ratkaisusta, silld sellainen saadaan usein Gaussin—
Jordanin eliminointimenetelméan lopputuloksena yhtaléryhméaé vastaavan matriisin va-
semmalle puolelle.

Ykkosmatriisilla on se ominaisuus, ettd kun silld kertoo mité tahansa matriisia, kysei-
nen matriisi ei muutu. Toisin sanoen kaava

I,A=A

pétee kaikilla matriiseilla A, joilla kertolasku on mahdollinen. Ykkosmatriisilla kertomi-
nen toimii siis ikdan kuin luvulla 1 kertominen.

Olkoon nyt A jokin nelidmatriisi, jossa on n rivid (ja saraketta). Jos on olemassa
matriisi C, jolle péatee

CA=1,,

matriisia C' kutsutaan matriisin A kddnteismatriisiksi. Talloin sanotaan, ettd matriisi A
on kéddntyvd tai sddnnéllinen. Kadnteismatriisia merkitaan A~1.

Esimerkki 7.8. Olkoot A = [?3] ja C' = [ * 3°]. Talléin

324 (=5)-1 3-5+(=5)-3] |1 o] _
CA= —-1-24+2-1 —-1-5+2-3| |0 1 =l

Siispa A on kidntyvi ja C on A:n kiidnteismatriisi eli C = A1,

67



Jos siis neliématriisi A on kéintyvi, on olemassa jokin matriisi, jota merkitdin A"
ja jolle piatee A~'A = I,,. Kdénteismatriisi toimii kuin kéinteisluku: luvun ja sen kién-
teisluvun tulo on nimittédin 1. Nollalla ei ole kdanteislukua, eiké kaikilla matriiseillakaan
ole kisnteismatriisia. Silloin kun kéénteismatriisi A~! kuitenkin on olemassa, sen avulla
voidaan ratkaista matriisiyhtalo AX = B seuraavasti:

AX =B
A'AX =A"'B
,X=A'B
X =A"'B.

Esimerkki 7.9. Tarkastellaan yhtaloparia

2 +5y = -5
z+3y = 2

Yhtaloryhmé vastaa matriisiyhtélod AX = B, missé

2 5 T . -5
Esimerkissa 7.8 todettiin, ettd matriisin A kdadnteismatriisi on
3 =5
-1 _

joten matriisiyhtalon AX = B ratkaisu on

_ 3 5] |5 3-(=5)—5-2
X:Alelq 2][2]:[—1-(—5%@-2

_ [—gﬂ .

2e+5y =2-(=25)+5-9=—-50+45 = -5,
r4+3y=-25+3-9=-25427=2.

Toisin sanoen x = —25 ja y = 9. Tarkistetaan vield tulos:

Tulos on oikein.

7.5 Kaanteismatriisin Ioytaminen

Kadnteismatriisin 16ytdmiseksi voidaan soveltaa Gaussin—Jordanin eliminointimenetel-
méd. On nimittéin niin, ettd jos jokin matriisi A saadaan rivioperaatioilla ykkésmatrii-
siksi, samat rivioperaatiot ykkosmatriisiin sovellettuina tuottavat kidnteismatriisin A1,
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Esimerkki 7.10. Etsitddn esimerkissé 7.8 esiintynyt matriisin A = [? 3] kidénteismatrii-
si. Rivioperaatiot kannattaa suorittaa yhté aikaa sekd matriisille A ettd ykkdsmatriisille,
joten kirjoitetaan ndmaé vierekkéin yhdeksi matriisiksi. (Voidaan kéyttdéd pystyviivaa eri
puolten erottamiseen.) Eliminointimenetelméé on jo harjoiteltu, joten sen suorittaminen
kéy vaivatta:

2 5 | 1 0] :2 1 5/2 | 1/2 0] -(-1)

13|01 ot 3 | 0 1 «

1 5/2 | 1/2 0] [1 5/2 | 1/2 0] -
Tloo2 | -2 1] i1)2 Todoo1 ] =1 2 -(=5/2)

1 0] 3 -5
A .
0 1

Vasemman puolen matriisista saatiin ykkosmatriisi, joten oikealle puolelle syntyi kadan-
teismatriisi A~!. Kuten nihdéin, saatu kidnteismatriisi on sama kuin esimerkissi, 7.8.

Yhtaloryhmia ratkaistaessa huomattiin, etta aina vasemmalle puolelle ei saada ykkds-
matriisia. Jokin rivi saattaa nimittdin hévitd kokonaan eliminoinnin aikana. Téllaisessa
tapauksessa matriisi ei ole kdantyva eli silla ei ole lainkaan kédnteismatriisia. Tilanne
on samankaltainen kuin luvulla 0, jolla ei ole lainkaan k&anteislukua.

Esimerkki 7.11. Tarkastellaan matriisia S = [}3 _62]' Eliminoimalla yhdistettyd mat-
riisia [S | Io] saadaan

1 =2 ] 1 0] -3 - 1 =2 ] 10
-3 6 | 0 1] « 0 0 | 3 1|
Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd héavisivéit kaikki alkiot, joten eliminointia

ei voida jatkaa. Matriisia S ei saatu eliminoimalla ykkosmatriisiksi, joten silld ei ole
kédénteismatriisia.

Jos matriisi A ei ole kddntyvéa, matriisiyhtalod AX = B ei voida ratkaista kddnteismat-
riisin avulla. Kéytdnnossa taméa tarkoittaa joko sité, ettd matriisiyhtalolla ei ole lainkaan
ratkaisuja, tai sitd, ettd ratkaisuja on ddreton madrd. T&lloin matriisiyhtélod vastaava
yhtéaloryhmaé on ratkaistava Gaussin—Jordanin menetelmalld, josta voidaan pédtelld, on-
ko ratkaisuja dareton madré vai ei lainkaan.

69



