6 Joitain erityisfunktioita

Tassé luvussa tutustutaan joihinkin luonnontieteissé tarpeellisiin funktioihin. Aluksi esi-
tellddn funktioiden matemaattiset ominaisuudet ja sen jalkeen tarkastellaan esimerkkeja
niiden kaytosta.

6.1 Eksponenttifunktiot

Potenssifunktioksi kutsutaan sellaista funktiota, jossa lahtéarvo korotetaan johonkin va-
kiopotenssiin. Esimerkiksi f(z) = 2% on potenssifunktio. Kun jokin vakio korotetaan liih-
toarvon ilmaisemaan potenssiin, puhutaan eksponenttifunktiosta. Eksponenttifunktioita

ovat esimerkiksi )

f@)=2% g(z) = (g)x h(z) = 10°.

Kuhunkin eksponenttifunktioon liittyy vakio, joka korotetaan potenssiin. Tatéd lukua
nimitetddn kantaluvuksi. Kantaluku on aina positiivinen, koska negatiivisia lukuja ei voi
korottaa mihin tahansa potenssiin. Eksponenttifunktiota, jonka kantaluku on a, nimite-
tdan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi.

Jokainen eksponenttifunktio on mééritelty ja jatkuva kaikilla reaaliluvuilla. Ekspo-
nenttifunktioiden arvot ovat lisdksi aina positiivisia, joten eksponenttifunktioilla ei ole
nollakohtia. Eksponenttifunktioiden kasvavuus riippuu kantaluvusta: jos kantaluku on
suurempi kuin 1, eksponenttifunktio on kaikkialla aidosti kasvava, ja jos kantaluku on
pienempi kuin 1, eksponenttifunktio on aidosti vihenevi. Seuraavaan kuvaan on piirretty
eksponenttifunktioiden kuvaajia eri kantaluvuilla.

Eksponenttifunktioita késiteltdessd potenssien laskusddnnot ovat kayttokelpoisia. Ai-
nakin seuraavat on syytéd palauttaa mieleen:

1) a*t =a%a¥ 3) a¥=—

9) (a®) = o™ 4) o =1.
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Kaavat seuraavat potenssilaskun méaéritelmistd yleistamalld. Koska a® = 1 kaikilla nol-
lasta poikkeavilla luvuilla a, tiedetdén, ettd jokaisen eksponenttifunktion arvo lahtoar-
volla 0 on 1. Tém& nédhtiin my6s edelld esitetyistd kuvaajista.

Kun kantaluvuksi valitaan ns. Neperin luku e, jonka likiarvo on 2,71828. .., saadaan
aivan erityinen eksponenttifunktio, jota nimitetdén luonnolliseksi eksponenttifunktioksi.
Sen lauseke on siis

flz) =€,
Koska e on ykkostd suurempi, luonnollinen eksponenttifunktio on kasvava. Toisinaan
luonnolliselle eksponenttifunktiolle kdytetdin myds erityismerkintdd exp. Talldin kirjoi-
tettaisiin
f(x) =expx tai f(z)=exp(x).

Esimerkiksi laskimissa ja tietokoneohjelmissa merkinté exp(x) on yleinen. Se siis tarkoit-
taa aivan samaa kuin e® eli luku 2,71828 ... korotettuna potenssiin x.

Tavallisen eksponenttifunktion tédrkein ominaisuus on, ettd sen derivaattafunktio on
sama kuin funktio itse. Toisin sanoen

De* = €.

My6hemmin ndhdéaan, miten tdméa ominaisuus liittyy niin sanottuun eksponentiaaliseen
kasvuun. Koska eksponenttifunktio ei muutu derivoitaessa, ei se muutu myoskéan in-
tegroitaessa:

/ e’ dx = e + C.
Integroimisvakio on toki lisdttava.

Esimerkki 6.1. Luonnollinen eksponenttifunktio esiintyy usein yhdistetyssd muodossa,
jossa eksponentissa on jonkin toisen funktion lauseke. Tarkastellaan esimerkiksi funktiota

h(z) = e** 1,

Téassé sisafunktiona on g(x) = 2z + 1 ja ulkofunktiona eksponenttifunktio f(z) = e*.
Tallainen funktio on suoraviivaista derivoida yhdistetyn funktion derivoimissdannoll.
Sisafunktion derivaatta on ¢'(x) = 2 ja ulkofunktion f’(z) = e®, joten

W (z) = f'(g(z)) - d(x) = f'2x + 1) - ¢'(x) = 2T .2 = 227 FL,

Eksponenttifunktioiden yhteydessid myos tulon derivointikaavasta on todellista hyotya.
Esimerkiksi funktio k(z) = x2e* on tulo potenssifunktiosta f(z) = 22 ja eksponentti-
funktiosta g(z) = €. Tulon derivoimissddnnon nojalla saadaan

K(z) = f'(2)g(z) + f(2)g (2) = 2ze” + a?¢”.

Huomaa, miten luonnollinen eksponenttifunktio ei tosiaan muutu derivoitaessa miksi-
kéan.
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Esimerkki 6.2. Eksponenttifunktion yhdistelmien integrointi toisinaan onnistuu, toi-
sinaan ei. Esimerkiksi funktion h(x) = e3* tyyppiset funktiot, joissa eksponenttiin on
yhdistetty jokin ensimmaéisen asteen polynomifunktio, voidaan aina integroida yhdiste-
tyn funktion integroimissddnnolld. Sisdfunktioksi valitaan g(x) = 3z ja ulkofunktioksi
f(z) = e”. Siséfunktio derivaatta olisi ¢’(x) = 3. Koska sisédfunktion derivaatta on vakio,
se voidaan jérjestdd lausekkeeseen kertomalla ja jakamalla luvulla 3. T&lloin padstdaén
kayttdmaan yhdistetyn funktion integroimissdantod. Lasku etenee seuraavasti:

/e3mdx:/%-e3x-3dx:/%-f/(g(x))-g'(m)dx
1 1

= =/'(g@) +C = e +C.

Lopputulosta tarkasteltaessa huomataan, ettd luonnollinen eksponenttifunktio ei muut-
tunut integroitaessa mihinkéddn, ei myoskddn sen sisdfunktio. Eteen vain ilmestyi sisé-
funktion derivaatan kdénteisluku. Integroimisvakiota ei myoskéédn ole syytd unohtaa.

6.2 Logaritmifunktiot

Luvun logaritmi jonkin kantaluvun suhteen kertoo sen, mihin potenssiin kantaluku tulisi
korottaa, jotta tuloksena olisi kyseinen luku. Esimerkiksi 2-kantainen logaritmi luvusta 8
on 3, silld 23 = 8. Tété logaritmia merkitiin log, 8. Totesimme siis juuri, etti logy 8 = 3.

Sellaista funktiota, jonka arvot ovat logaritmeja kantaluvun a suhteen, nimitetdan
a-kantaiseksi logaritmifunktioksi. Esimerkiksi funktio

f(z) =logyx

on 2-kantainen logaritmifunktio.

Logaritmifunktiot on maéritelty ainoastaan positiivisilla ldhtoarvoilla. Ne ovat kaik-
kialla jatkuvia, ja niiden kasvavuus riippuu kantaluvusta samalla tavoin kuin eksponent-
tifunktioilla: jos kantaluku on suurempi kuin 1, logaritmifunktio on kasvava, ja jos kan-
taluku on pienempi kuin 1, logaritmifunktio on viheneva. Jokainen logaritmifunktio saa
ldhtoarvolla 1 arvon nolla, ja tdmé on logaritmifunktion ainoa nollakohta. Seuraavassa
kuvassa on logaritmifunktioiden kuvaajia eri kantaluvun arvoilla.
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Logaritmi palauttaa aina kantaluvun eksponentin: jos 2¥ = 5, niin logy 5 = x. Té&-
ten logaritmeja voidaan kayttdd ratkaistaessa eksponenttifunktion ldhtéarvoja samaan
tapaan kuin juuria kiytetddn ratkaistaessa potenssifunktioiden ldhtoarvoja. Logaritmi-
funktiota kutsutaankin eksponenttifunktion kddnteisfunktioksi.

Esimerkki 6.3. Selvitetidn, milloin funktio f(x) = 3**2 saa arvon 60. T#td varten on
ratkaistava yhtalo
3% = 60.

Logaritmin maaritelman mukaan 3-kantainen logaritmi luvusta 60 kertoo eksponentin,
johon korotettuna luvusta 3 tulee 60. Kun tété sovelletaan yll& olevaan yhtdloon, saadaan

logs 60 = = + 2,

josta edelleen x = log; 60 — 2 ~ 1,73.
Sama toimii my0s toisinpéin: jos etsitddn logaritmifunktion ldhtéarvoja, voidaan tur-
vautua eksponenttifunktioon. Tarkastellaan esimerkiksi yhtaloa

logox = 7.

Logaritmin méaritelmén nojalla 2-kantainen logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin
luku 2 on korotettava, jotta saataisiin x. Yhtdaloon sovellettuna tésta seuraa, etté

2" = 7.
Siispa = = 27 = 128.

Logaritmeja késiteltdessda on hyotya logaritmien laskusddnnoéistd. Ne on mahdollista
johtaa vastaavista eksponenttien laskusédannoéistd. Huomionarvoisia ovat erityisesti seu-
raavat:

1) log,(zy) = log, = +log, y 3) log,(1/z) = —log, «
2) log,xY =ylog,x 4) log,1=0.
Joidenkin kantalukujen tapauksissa on tapana kiyttdd omaa merkintda. Esimerkiksi
logijpx=1gx ja log.xz=Inz.

Usein ndkee myo6s kaytettdvin merkintdd log ilman kantalukua. T&lloin tarkoitetaan
yleensa joko 10-kantaista tai e-kantaista logaritmia.

Erikantaisista logaritmeista matematiikassa tédrkein on e-kantainen eli luonnollinen
logaritmi. Sille kéytetdén yleenséd merkintdé In (tai joskus log). Luonnollinen logaritmi-
funktio on luonnollisen eksponenttifunktion kaanteisfunktio.

Luonnollisen logaritmifunktion derivaatalle pétee

1
DInx =—.
T
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Téméi derivointikaava mahdollistaa lopultakin lausekkeen 1/z eli 27! integroimisen. On
kuitenkin huomattava, ettd edellisen kaavan sekéd yhdistetyn funktion derivointisddnnén

nojalla pétee
1 1
DIn(—z)=—-(-1) = —.
n(-a)=— (1) =+
Tamén vuoksi funktion f(z) = 1/x integraalifunktiolla on kaksi mahdollisuutta: joko
Inz + C tai In(—x) + C. Se, kumpi valitaan, selvidéd asiayhteydestd. Integroimiskaavassa

molemmat vaihtoehdot voidaan ottaa huomioon kayttdmalld itseisarvomerkkeja:
1
/—dmzln\x!—i—C.
x

Esimerkki 6.4. Integroidaan funktiota f(z) = % valilld [1,e]. Funktion f integraali-
funktio on In |z|. (Integroimisvakiota ei nyt tarvitse huomioida, koska kyse on méérétystéa
integraalista.) Koska integroimisvalilla kaikki ldhtoarvot ovat positiivia, integraalifunktio
on itse asiassa Inz. Téten

T

61 e
/—dx:/lnx:lne—lnlzl—():l.
1 1

Integroidaan sitten samaa funktiota valilld [—2, —1]. Koska nyt ldhtéarvot ovat nega-
tiivisia, oikea integraalifunktio on In(—z). Siispa

-1 _
/ ldx:/ 1lm(—x):1n1—1n2:0—11r12:—lm2.
2 X —2
Enta jos integroimisvali olisi sellainen, joka sisdltad seké positiivisia ettd negatiivisia
lukuja? Talloin vali siséltaisi myos luvun 0, mutta siiné ei olisi jarked, silla funktio f ei
ole mééritelty nollassa. Kyseistd tapausta ei siis esiinny, joten integraalifunktio voidaan
aina valita joko positiivisten tai negatiivisten ldhtoéarvojen mukaan.

6.3 Kantaluvun vaihtaminen

Toisinaan on samassa tilanteessa kasiteltdva useita eksponentti- tai logaritmifunktioita,
joilla voi olla eri kantaluvut. My0s esimerkiksi laskimissa on yleensé oma néppédimensa
vain muutamalle eri logaritmifunktiolle. Sen vuoksi on hyvé tietdéd, miten eksponentti-
ja logaritmifunktioiden kantalukuja voidaan muuttaa.

Tarkastellaan ensiksi eksponenttifunktiota ja oletetaan, ettd halutaan ilmaista funk-
tio f(z) = 2% luonnollisen eli e-kantaisen eksponenttifunktion avulla. Téssé kdytetaan
hyvéksi potenssin potenssin kaavaa, jonka mukaan

(ek)a: — ekx‘

k

Jos nyt loydettéisiin sellainen luku k, jolle patee e¥ = 2, saataisiin edellisen kaavan

perusteella yhtélo
ekx — (ek)x — 9T
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Tihéan kysymykseen vastaa logaritmi: luku k, jolle pétee € = 2, on luvun 2 e-kantainen
logaritmi eli In 2. Lopulta saadaan siis

f(x) — 9T _ ekx — e(ln2)aﬁ‘

Olemme siis ilmaisseet 2-kantaisen eksponenttifunktion e-kantaisen eksponenttifunktion
avulla.

Esimerkki 6.5. Derivoidaan eksponenttifunktio f(x) = 2%. Tdhé&n mennessi opitun
perusteella osaamme derivoida vain luonnollisen eksponenttifunktion. Kantalukua vaih-
tamalla saadaan voidaan kuitenkin kirjoittaa funktion f lauseke luonnollisen eksponent-
tifunktion avulla:

f(CC) — 9% 6(1n2):1:‘

Nyt derivoitavana lausekkeena onkin yhdistetty funktio, jossa siséfunktion lauseke on
In2 - x ja ulkofunktion lausekkeena luonnollisen eksponenttifunktion lauseke e®. Tamé
osataan derivoida (vrt. esimerkkiin 6.1):

Fl@) = D(emD7) = (i 2z 19 — 02z,
Haluttaessa voidaan viela lopuksi palata 2-kantaiseen esitykseen:
f(z) =2" -1n2.
Yleisid eksponenttifunktioita derivoitaessa tarvitaan siis apuna luonnollista logaritmia.

Eksponenttifunktion kantaluvun vaihtaminen on tarpeellista, jos on tarpeen derivoida
tal integroida muita kuin luonnollisia eksponenttifunktioita tai jos joudutaan jostakin
syysté vertailemaan kahta erikantaista eksponenttifunktiota keskenédén. Logaritmifunk-
tioiden tapauksessa kantaluvun vaihtaminen on kuitenkin vield tédrkedmpi taito.

Oletetaan, ettd halutaan ilmaista funktio g(z) = logs « luonnollisen logaritmifunktion
avulla. Logaritmi logs x vastaa kysymykseen, mihin potenssiin 3 pitéé korottaa, jotta

saataisiin z. Taméan mukaan siis
3log3x —

Vaihdetaan téssa eksponenttiesityksessé kantaluvuksi e samalla tavalla kuin edell4, jol-

loin saadaan yhtalo
e(ln3)(log3 T) _ .

Nyt kaytetadn jélleen logaritmin maéritelmaé: luonnollinen logaritmi luvusta x on se
luku, johon e pitdé korottaa, jotta saataisiin x. Viimeisen yhtélon perusteella kyseinen
luku on (In 3)(logs x). On siis saatu

Inz = (In 3)(logs ).
Jakamalla yhtalo puolittain luvulla In 3 saadaan lopulta esitys

Inx

g(x) 083 T n3
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Logaritmifunktion kannanvaihtoa tarvitaan niin usein, etté esitetdén se vield yleisessé

muodossa kaavana:
logy

1 = .
%a® log, a

Esimerkki 6.6. Ratkaistaan yksinkertainen eksponenttiyht#lo 4 = 10. Koska 4! = 4 ja
4% = 16, ratkaisu on oletettavasti ykkosen ja kakkosen vilissi. Logaritmin méiritelméin
perusteella ratkaisu on x = log, 10, mutta laskimessa on harvoin toimintoa mielival-
taisen logaritmin laskemiseksi. Laskimen néppéaimistad 16ytyy yleensd vain luonnollinen
logaritmi (In tai log) seké toisinaan my6s 10-kantainen logaritmi (lg, joskus myos log!).
Joudumme siis vaihtamaan kantaluvun. Vaihdetaan logaritmi vaikkapa luonnolliseksi,
jolloin se voidaan laskea laskimella:

In10 2,303
In4 ~ 1,386
Yhtélon voisi ratkaista myos toisella tavalla. Ottamalla alkuperiisen yhtalon 47 = 10

molemmilta puolilta luonnollinen logaritmi saadaan yhtapitavéd yhtalo

In4* = 1n 10.

x =logy 10 = 1,66.

Tahén voidaan kayttda logaritmien laskusdantod, jonka mukaan In4® = x1n4, ja tésta
voidaan ratkaista x. Koko paéittely etenee seuraavasti:

4* =10 <= In4*=1n10
<= zln4=In10 |:In4
In10
T=r
Lopullinen likiarvo on tietenkin tésmélleen sama kuin edella.

6.4 Trigonometriset funktiot

Trigonometrisia funktioita ovat koulusta tutut sini-, kosini- ja tangenttifunktiot. Sana
"trigonometria” tulee kreikan kielestd ja tarkoittaa kolmion mittaamista (’trigonon’ =
kolmio, 'metrein’ = mitata). Trigonometriset funktiot ilmaisevat suorakulmaisen kolmion
sivujen pituuksien suhteiden riippuvuutta annetusta kulmasta. Jos lahtéarvona on jokin
kulman suuruus, esimerkiksi sinifunktion arvo tuolla ldhtéarvolla saadaan seuraavasti:
asetetaan kyseinen kulma toiseksi kulmaksi mihin tahansa suorakulmaiseen kolmioon ja
luetaan tuon kulman vastaisen kateetin ja hypotenuusan pituuksien suhde. Tuo suhde
on sinifunktion arvo eli annetun kulman sini. Trigonometristen funktioiden perinteiset
madaritelmét ndkyvét oheisesta kuvasta.

sinx = a/c
a cos z =b/c

tan x = a/b
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Suorakulmaisen kolmion avulla voidaan kuitenkin méarittda trigonometristen funk-
tioiden arvoja vain tietyilld kulman arvoilla, koska suorakulmaisessa kolmiossa kaikki
muut kuin suora kulma ovat pienempié kuin 90 astetta. Jos siis haluttaisiin méaéritella
sinin arvo vaikkapa lahtoarvolla 130, torméttéisiin vaikeuksiin. Asia korjaantuu méérit-
telemalld trigonometriset funktiot uudelleen ns. yksikkoympyrdan avulla.

Yksikk6ympyra on koordinaatistoon piirretty ympyré, jonka keskipiste on origossa ja
side on 1. Tdhdn ympyrdan sijoitetaan kulmia siten, ettd niiden kérki on origossa ja
toinen kylki x-akselin positiivisella osalla. Kulman suuruus tulkitaan positiiviseksi, jos
se aukeaa x-akselilla olevasta kyljesta vastapéivédan, ja negatiivinen, jos se aukeaa myo-
tapaivadn. YksikkGympyraan voidaan piirtdd myos tdyskulmaa (360°) suurempi kulma
kiertdmalld ympyrd ympéri mahdollisesti useampaankin kertaan.

Y positiivisia
1 Eulmia !

Y

|
|

N

N

suuri kulma
negatiivinen (> 360°)
kulma —1

Matematiikassa kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneina. Radiaani on sen
kokoinen kulma, ettd yksikkOympyréassé sité vastaavan kaaren pituus on sama kuin kulma
itse. Kulman koko on siis yksi radiaani, jos sitd vastaavan yksikkéympyran kaaren pituus
on 1.

1 rad T

Radiaaneja kaytettdessa yksikkod ei yleensd merkitéd lainkaan nékyviin. Joskus saa-
tetaan selvyyden vuoksi kdyttdd lyhennettd “rad”. Koska yksikkdympyrdn koko kaaren
pituus on 2w, koko ympyrénkaarta vastaavan kulman eli tdyskulman suuruus on 27 ra-
diaania. Toisaalta tdyskulma on 360 astetta. Téstd saadaan radiaanien ja asteiden valille
seuraava muunnoskaava:

kulma radiaaneina = kulma asteina - 175%
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6.5 Sinifunktio ja kosinifunktio

Sini- ja kosinifunktiot voidaan méaritelld yksikkéympyran avulla seuraavasti. Olkoon x
lahtoarvo. Piirretddn yksikkoympyradn kulma, jonka suuruus on x siten, etté sen alkukyl-
ki tulee x-akselin positiiviselle osalle. Oletetaan, ettd loppukylki leikkaa yksikkdympyrén
pisteessi (a,b). Talloin sinifunktion arvo sinz on tuon leikkauspisteen y-koordinaatti eli
a, ja kosinifunktion arvo cosx on saman leikkauspisteen y-koordinaatin arvo eli b. Maa-
ritelmét ndkyvat myos oheisesta kuvasta.

(a,b) = (cos z, sin x)

—1

Maéritelméstd nahdéaén, ettd sini- ja kosinifunktion arvot sijoittuvat vilille [—1,1],
silla yksikkéympyrallé olevan pisteen x- ja y-koordinaatit eivét voi olla suurempia kuin 1
tai pienempid kuin —1. Kun negatiiviset kulmat ja yli tdysympyrdn menevit kulmat
tulkitaan aiemmin selitetylld tavalla, sini- ja kosinifunktiot voidaan méaritelld kaikilla
reaaliluvuilla. Niiden arvot tosin toistuvat aina tayskulman vélein, kun yksikkéympyraan
piirretyn kulman loppukylki palaa taas x-akselille.

Sini- ja kosinifunktion arvoja laskettaessa kéytetdan yleensé kulmanyksikkona radiaa-
nia. Funktioiden kuvaajat on piirretty seuraaviin kuviin. Kuvista huomataan, etté seka
sini- ettd kosinifunktion kuvaajat toistavat itsedén aina tdyskulman eli 27 radiaanin vé-
lein. Téllaisia funktioita, joiden arvot toistavat itsedén, sanotaan jaksollisiksi. Sini- ja
kosinifunktio ovat siis jaksollisia funktioita, joiden jakson pituus on 2.

=sinx Ay
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Sini- ja kosinifunktion kuvaajia vertailemalla huomataan, ettd niiden kuvaajat vastaa-
vat toisiaan, kun toista siirretddn hieman vaakasuunnassa. Tarkka mééara on itse asiassa
/2 (eli 90°). Kaavana voitaisiin ilmaista, ettd cos z = sin(x + 7/2).

Koska sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, my06s niiden nollakohdat toistavat itsedén
sdannollisesti. Sinifunktio saa arvon nolla, kun kulman suuruus on nolla, ja nollakohdat
toistuvat aina 7 radiaanin (eli 180°) vélein. Nollakohdat voidaan siis ilmaista lyhyesti
muodossa

xr = nm, missid n on kokonaisluku.

Kosinin ensimmaéinen nollakohta puolestaan on kohdassa z = 7/2 (eli 90°), ja nollakoh-

dat toistuvat 7 radiaanin valein. Taten nollakohdat voidaan ilmaista muodossa

7T N .
T = 5 + nmw, missd n on kokonaisluku.

Esimerkki 6.7. Etsitddn vélilta [0, 4] ne luvut x, jotka toteuttavat yhtalon
T
in (2 — ) =0.
sin ( T+ 2)

Tama yhtélo toteutuu tdsmaélleen silloin, kun lauseke 2x47/2 on sinifunktion nollakohta.
Erés téllainen nollakohta on 0, ja muut saadaan téstd m:n vélein. Voidaan siis péaatella,
ettd yhtalo patee, kun

2 - =
z+ 2 nrw,

missd n voi olla mikd tahansa kokonaisluku. Téasta uudesta yhtalostd voidaan helposti
ratkaista x:

i
2 Z =
:c—|—2 nm
2x:n7r—E
2
nT o
r=———.
2 4

Saatu z on yhtélon ratkaisu aina, kun n on kokonaisluku. Sijoittamalla n:n paikalle
eri kokonaislukuja saadaan muun muassa ratkaisut
T T 27 3w

T dr =«
~ — — — —— =2 — —— = i = .
0,79, 2”1 0,79, 2 "1 ,36, 5 "1 3,93 ja 5 "1 5,50

T
2 4
Vain osa ratkaisuista osuu tutkittavalle vélille [0,4]. Nam4 ratkaisut ovat (likiarvoina)
0,79, 2,36 ja 3,93.

6.6 Tangenttifunktio

Tangenttifunktio on trigonometrinen funktio, jonka ominaisuudet poikkeavat melkoisesti
sini- ja kosinifunktioiden ominaisuuksista. Tangenttifunktio mééritelldén sinin ja kosinin
osamaarana:

sin
tanx =

cosx
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Koska nollalla ei voi jakaa, tangenttifunktio ei ole mééaritelty sielld, missé kosinifunktio
saa arvon nolla. Toisin sanoen tangenttifunktion arvo tan x ei ole mééaritelty, kun

™ - .
T = 5 4+ nmw, missd n on kokonaisluku.

Tangenttifunktion kuvaaja on piirretty seuraavaan kuvaan.
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Myos tangenttifunktio on jaksollinen, mutta télla kertaa jaksona on 7. Tangenttifunk-
tion arvot toistuvat siis m:n vélein. Tangenttifunktio saa arvon nolla silloin, kun osoittaja
on nolla. Nollakohdat ovat siis samat kuin sinifunktiolla, eli ne ovat muotoa nmw, missi
n on miké tahansa kokonaisluku.

6.7 Sini- ja kosinifunktioiden derivaatat

Kun kulman yksikkoné kéytetdén radiaania, sini- ja kosinifunktioiden derivointi sujuu
helposti:

Dsinxz = cosz,

Dcosx = —sinx.

Integrointi on aivan yhta helppoa:
/sinx dex = —cosz + C,
/cosx dr =sinz + C.

Esimerkki 6.8. Tutkitaan, missi pisteissi funktio f(z) = 2sinx + = saa &ariarvoja
avoimella valilla ]0,10[. Téatd varten derivoidaan ensin funktio f. Sinin derivaatta on
kosini, ja z:n derivaatan tunnemme entuudestaan. Vakiokerroin ei muutu derivoitaessa,
joten saadaan

fl(x) =2cosz + 1.
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Kulkukaavion selvittamista varten on ratkaistava derivaatan nollakohdat. Ensinnakin
nahdéan, etta

1
2cosz+1=0 < cosx = 5

Laskimen tai taulukkokirjan avulla voidaan selvittaéd jokin sellainen lahtéarvo, jolla ko-
sini saa arvon —1/2. (Laskimessa toiminto merkitiin yleensi "cos™!".) Vastaukseksi
pitéisi tulla 27r/3 radiaania (120°) tai likiarvona 2,094.

Kaikkien derivaatan nollakohtien selvittdmiseksi on kuitenkin ndhtéva hieman enem-
mén vaivaa. Kosinifunktio on nimittdin jaksollinen funktio, joten se saa samat arvot
aina 2mm vélein. Arvo —1/2 tulee siis paitsi kohdassa = 27/3, my6s aina kohdissa
x =27/34 2w, x = 2w /3+ 4x jne. Toisaalta kosinifunktion kuvaajasta tai yksikkéympy-
rastd ndhdddn, ettd luvun ja vastaluvun kosinit ovat samat. Téten arvo —1/2 saadaan
my6s esimerkiksi kohdassa © = —27/3. Kun ndméa kaksi seikkaa otetaan huomioon,
voidaan péaatella, ettd derivaatan nollakohtia on itse asiassa kahdenlaisia:

27 . 27

r=—+n-27 tai z=—(—+n-27).
3 3

Kummassakin n voi olla miké tahansa kokonaisluku. Tilanne nékyy hyvin seuraavasta

kuvasta, johon on piirretty kosinifunktion kuvaaja sekd ne kohdat, joissa funktio saa

arvon —1/2.

Saatuja nollakohtia tutkimalla ndhddén, ettd tarkasteltavalle vélille ]0, 10[ niistd osu-
vat vain seuraavat:

2 27 8 27 47
— =~ 2,094 — + 21 = — ~ 8378 j — — 4+ 27 = — ~ 4,188.
3 A g AT 3 AesE a g TT= gAY

Laskemalla derivaatan arvoja niaiden nollakohtien vélissd (muista asettaa laskimeen kul-
manyksikoksi radiaanit!) saadaan seuraavanlainen kulkukaavio:

0<x<2,094 | 2,094 <z <4,188 | 4,188 <x < 8,378 | 8,378 <z < 10
F@ |+ - ¥ -
fo | 7 N v S

Néhdéén siis, ettd funktiolla f on maksimikohdat x = 2,094 ja x = 8,378 sekd mini-
mikohta x = 4,188. Se, onko funktiolla pienintéd tai suurinta arvoa, selvidd laskemalla

o4



arvot tarkasteluvélin péétepisteissd ja derivaatan nollakohdissa. Osoittautuu, ettad pie-
nin arvo saavutettaisiin tarkasteluvilin vasemmassa paétepisteessa, mutta koska véli oli
avoin, se ei sisdlla padtepisteitdéan, joten pieninté arvoa ei itse asiassa koskaan saavuteta.
Suurin arvo sen sijaan saavutetaan jommassakummassa maksimikohdassa. Laskemalla
nahdéén, ettd f(2,094) ~ 3,826 ja f(8,378) = 10,110, joten suurin arvo on 10,110 koh-
dassa x = 8,378. Ohessa on vield funktion f kuvaaja.
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