5 Jatkuvan funktion integraali

Derivaatalle kddnteistd kéasitettd kutsutaan integraaliksi. Aloitetaan integraaliin tutus-
tuminen esimerkill&.

Esimerkki 5.1. Tuotantolaitoksessa on tapahtunut kemikaalivuoto. Mééritellddn funk-
tio V siten, ettd V(¢) on vuotaneen kemikaalin mééra litroina ajanhetkelld ¢ (yksikkoné
kuluneet tunnit vuodon alusta lukien).

Funktion derivaatta kertoo sen muutosnopeuden. Téssé tapauksessa derivaattafunktio
V' kertoo siis kemikaalin vuotonopeuden, ja sen yksikkonéd on 1/h, litroja tunnissa. Jos
vuotaneen kemikaalin maarad kuvaava funktio on esimerkiksi V'(¢) = 2t, vuotonopeus
on V'(t) = 2 litraa tunnissa eli vuoto on tasaista.

Jos vuoto on tasaista ja tieddmme vuotonopeuden, voimme toisaalta myos péatella
vuotaneen kemikaalin méadrdn. Jos vuotonopeus V'(¢t) on 2 litraa tunnissa, tiedimme
esimerkiksi ettd kymmenesséd tunnissa ainetta ehtii vuotaa 2 - 10 = 20 litraa. Jos vuoto-
nopeus sen sijaan ei ole tasainen, tilanne on monimutkaisempi.

Vuotaneen kemikaalin méarén selvittdminen vuotonopeuden perusteella on esimerk-
ki operaatiosta, jotka kutsutaan matematiikassa integroimiseksi. Integroiminen on deri-
voinnille kddnteinen toimitus: jos tunnemme vuotonopeuden V'(t) lausekkeen, saamme
vuotaneen méiréan selville, jos pystymme selvittdméin, minka funktion derivaatta V'(t)
on. Tama& on yleensd hankalampaa kuin funktion V' derivoiminen.

5.1 Integraalin maaritelma

Funktio F' on funktion f integraalifunktio, jos f on funktion F' derivaattafunktio. Funk-
tion f integraalifunktion lauseketta merkitdan

Tésséd merkinnéssé [ kuvaa integrointia ja lopussa oleva dx kertoo sen, minkd muuttujan
suhteen funktion lauseke on kirjoitettu. Voitaisiin myos kirjoittaa esimerkiksi [ f(y)dy.
Integraalifunktion méaritelmé voidaan nyt kirjoittaa lyhyesti néin:

Fa)= [f@)ds  jos  Fa) = f@)

Esimerkki 5.2. Etsitiin polynomifunktion f(x) = x*+ 2z eris integraalifunktio. Termi
2z on tullut derivoitaessa vastaan monta kertaa, ja siksi muistetaankin, ettd D 22 = 2z.
Titen termistd 22 tulee integroituna z2.

Termi z* on hankalampi. Koska potenssitermeji derivoitaessa potenssi pienenee yh-
delli, pitiisi integroitaessa potenssin vastaavasti kasvaa. Kuitenkin D 2® = 5z* # 2,
joten integroitu termi ei ole suoraan 2°. Asia kuitenkin korjaantuu lisidmallé eteen va-

kiokerroin. Vakiokertoimet eivit muutu derivoitaessa, joten ne eivit muutu myoskaén
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integroitaessa. Osoittautuu, ettd sopiva vakiokerroin on % Téama nimittdin kumoaa de-
rivoinnissa syntyvéan kertoimen 5:

1 1 1
D(—xS) = —.Dzd == .5zt =2t
5 5 5

Yhteensé on siis padtelty, etta funktion f erds integraalifunktio on F'(z) = %x5 + 22

Toisin kuin funktion derivaattafunktio, funktion integraalifunktio ei ole yksikésittei-
nen, vaan jokaisella funktiolla on monta eri integraalifunktiota. Tdmé& johtuu siité, etta
kaikki vakiotermit héavidvit derivoitaessa. Integroitaessa derivoitua funktiota ei siis voida
tietad, oliko alkuperdisessé funktiossa jokin vakiotermi mukana ja miké se mahdollisesti
oli. Taman vuoksi tdytyy integraalifunktioon lisidta ns. integroimisvakio. Yleensa kéyte-
tdan kirjainta C, mutta kirjaimen valinnalla ei tietenkdédn ole matemaattista merkitysté.

Esimerkki 5.3. Edellisen esimerkin tilanteessa integraalifunktioksi olisi voitu valita
my6skin F(x) = éx5 + 22 4 1, silld

1
F'(z) =D <5x5+x2+1> =zt 224 0=12a"+22 = f(2).
Vakiotermin 1 paikalla voisi yhtd hyvin olla mika tahansa muukin luku. Tamén vuoksi
integraalifunktion lauseketta merkitddn seuraavasti:

1
/x4—|—2xdx:gm5—|—x2—|—a

Vakiotermi C' kuvaa sité, ettd integraalifunktioon voi lisdtd minka tahansa vakion.

5.2 Integraalin soveltaminen

Integraalia voidaan soveltaa luvun alun esimerkin kaltaisiin tilanteisiin, joissa funktion
muutosnopeus eli derivaattafunktio tunnetaan, ja halutaan tuntea funktion kuvaaman
suureen kertymd. Talloin on ensin pédateltavé alkuperdinen funktio derivaattafunktiosta
ja sen jilkeen laskettava, kuinka paljon funktion arvot ovat yhteensid muuttuneet.

Esimerkki 5.4. Palataan luvun alun esimerkkiin 5.1. Oletetaan, ettd on jotenkin p&a-
telty vuotonopeuden kasvavan tasaisesti ja noudattavan funktiota f(t) = %t, missé ¢
on aika tunteina vuodon alusta lukien ja funktion arvot ilmoitetaan litroina tunnissa.
Tehtavané on laskea, kuinka paljon ainetta vuotaa tuntien 5 ja 7 vélilld vuodon alusta
lukien.

Ensinnékin on péaiteltdvd, minkélainen funktio kuvaa vuodon médrda. Vuotonopeus
on vuodon méaran derivaatta, joten vuodon méérda on vuotonopeuden integraali. Etsi-
tddn siis funktiota F', jonka derivaattafunktio olisi f. Téllainen 16ytyy melko helposti
paattelemaéllas:

1 1
F(t) = /gtdt = 1—0t2 +C.
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Derivoimalla voidaan tarkistaa, etti F'(t) = {5 -2t = 1t. (Myohemmin tutkitaan, miten
integraaleja voi laskea integroimiskaavoista.)

Integraalifunktion lausekkeessa esiintyvé integroimisvakio C' kuvaa téssé esimerkissa
sitd, kuinka paljon ainetta oli vuotanut ajanhetkelld 0, silla
1
=1
Voimme siis ajatella, ettd C' = 0 (litraa). Toisaalta C' ei tule vaikuttamaan tehtavin
ratkaisuun, joten voimme myos olla valittamatta siité.

Integraalifunktion arvo F'(t) kuvaa nyt sitd, kuinka paljon ainetta on vuotanut ajan-
hetkelld ¢. Tehtévin vastaus, eli vuotaneen aineen mééréa, saadaan sijoittamalla annetun
ajanjakson alku- ja loppuhetket integraalifunktion lausekkeeseen ja laskemalla erotus.

F(0) 0*+C=0+C=C.

Niin saadaan

F(7) = F(5) = (% 7 +C) - (1—10-52 +C) 49+ C—25—C =24 (litraa).

Kuten huomataan, integroimisvakiot supistuvat pois lopullisesta vastauksesta, joten niita
ei tarvitsisi ottaa huomioon.

Jos F' on funktion f integraalifunktio, halutaan usein laskea arvoja F'(b) — F'(a), missi
a ja b ovat joitakin lahtoarvoja. Kuten edellisessa esimerkissd nédhtiin, téllainen erotus
kuvaa kertymaéé esimerkiksi ajanhetkien a ja b valilla. Kyseistd erotusta kutsutaan funk-
tion f (madratyksi) integraaliksi valilld [a,b] ja sitd merkitdan

Maarattyd integraalia laskettaessa on siis ensin laskettava funktion f integraalifunktio,
ja sitten sijoitettava siihen annetut yla- ja alarajat.

Myoés vélivaiheelle, jossa on médritetty integraalifunktio, mutta sijoitus on vield teke-
mattd, on oma merkintdnsa. Voidaan laskea esimerkiksi

1 1
/Q:de:/ 2 =120 =1.
0 0

Tissd on siis ensin integroitu lauseke 2z lausekkeeksi 22 (jolloin integroimissymboli [
"oikenee” ja dz hdvidd) ja sen jilkeen sijoitettu yléd- ja alarajat 0 ja 1. Integroimisvakiota
ei tarvitse ottaa lukuun, koska se supistuisi joka tapauksessa pois erotusta laskettaessa.

5.3 Integraalin laskeminen

Integraalifunktion laskeminen funktion lausekkeesta perustuu siihen, ettd péaatelldén,
minké funktion derivaatalla on kyseinen lauseke. Esimerkiksi potenssilauseke derivoi-
daan ottamalla eksponentti kertoimeksi ja vihentdmélla eksponenttia yhdelld. Potenssi-
lausekkeen integrointi tapahtuu siis vastaavasti lisidmaélla eksponenttiin yksi ja jakamal-
la syntyneelld eksponentilla. Samalla tavalla vakiota integroitaessa on lisattdva z, joka
derivoitaessa katoaisi. Ndin saadaan seuraavat kaavat.
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° / adxr = ax+ C, kun a on miké tahansa reaaliluku

karl
. /mkdx:k+1+0, kun k # —1

Y1la olevassa potenssilausekkeen integroimiskaavassa oikeanpuoleinen lauseke voidaan
kirjoittaa my6s muodossa
L k1
—x" 4+ C.
k+1

Huomautus k # —1 on tarpeellinen, silld muuten jaettaisiin nollalla. Tarkastellaan esi-
merkkia.

Esimerkki 5.5. Integroidaan polynomi 23 — 522 + 6. Koska derivointi voidaan suorit-
taa termi kerrallaan, voidaan myos integrointi tehdé talla tavoin vaiheittain. Potenssin

1
3 4
dr = -2~
/x x 4x

(Lisdémme integroimisvakion C' vasta lopulliseen lausekkeeseen.) Tulos on helppo tar-
1 1
D (—az4> == 4g% =43
4 4
Koska vakiokertoimet eivdt muutu derivoitaessa, eivit ne muutu myoskdan integroi-
taessa. Téten termi 522 voidaan integroida seuraavasti:

integroimiskaavan nojalla

kistaa derivoimalla:

1 5
/5x2dx:5-/x2dx:5-—m3 = g3,
3 3
Vakiotermi voidaan ajatella nollannen asteen potenssitermiksi:
0 L
/de:/ﬁx dx:G-Ix = 6x.

Toinen vaihtoehto on vain muistaa, ettd vakion a integraali on aina axz. Kun edellisten
vaiheiden laskut kootaan yhteen, saadaan koko integraalifunktioksi

1
/x3—5x2+6dx:Zx4—gx3+6x+0.

Nyt ei sovi unohtaa integroimisvakiota.

Esimerkki 5.6. Myo6s negatiiviset ja murtopotenssit voidaan integroida potenssin in-
tegroimiskaavalla. Esimerkiksi

1 -3 I 341 I

38



Ainoastaan potenssia 7! ei voida integroida néin, koska jakajaksi tulisi nolla. Erityisesti

emme voi integroida lauseketta
1

x

potenssilausekkeen integroimissdannolla, koska % = 27!, Kyseinen lauseke opitaan in-
tegroimaan myohemmin.

Potenssilausekkeen integroiminen ei ole vaikeaa, mutta yleisesséd tapauksessa lausek-
keen integroiminen on paljon hankalampaa kuin sen derivoiminen. Periaatteessa misté
tahansa derivointikaavasta voitaisiin tietysti johtaa vastaava integroimiskaava ka&ntéa-
mallé se toisin padin, mutta tillaiset kaavat eivét ole yleensé kéyttokelpoisia. Esimerkiksi
rationaalifunktion derivoimiskaava johtaa niin monimutkaiseen lausekkeeseen, ettid vas-
taava integroimiskaava ei olisi enda hyodyllinen.

On kuitenkin syytd mainita yhdistetyn funktion derivoimiskaavasta saatava integroi-
miskaava. Sitd voidaan nimittda yhdistetyn funktion integroimiskaavaksi, vaikka silld ei
voidakaan integroida mité tahansa yhdistettyja funktioita. Kaava on esitetty alla.

o [ £g@)d @)z = f(g(a)) +C

Kaava perustuu suoraan yhdistetyn funktion derivoimiskaavaan. Yhdistettyja funk-
tioita derivoitaessa lauseke on kerrottava lopuksi sisdfunktion derivaatalla. Vastaavasti
integroitaessa lausekkeessa on oltava sisdfunktion derivaatta valmiina. Integrointia suo-
ritettaessa se sitten havida jaljettomiin.

Esimerkki 5.7. Etsitddn funktion h(z) = 2z(z? — 1)? integraalifunktio. Funktion h
lausekkeessa on yhdistetyn funktion lauseke, jonka kertoimena on lisdksi 2x. Yritetdén
soveltaa yhdistetyn funktion integroimiskaavaa.

Jotta kaavaa voitaisiin soveltaa, on valittava, mitd kaavassa esiintyvit f', g ja ¢’ ovat.
On luonnollista valita g(z) = 22 — 1 ja f'(x) = 2°, koska t#lléin

flo(@) = (2* = 1)°.

Integroimiskaavassa esiintyy liséksi sisdfunktion derivaatta 2x. Koska olemme valinneet,
etti g(r) = 22 — 1, ndemme, etti ¢'(x) = 2x. Kaava sopii siis tilanteeseen tiydellisesti,
ja voidaan kirjoittaa

/h(:ﬂ) dz = /(g:2 —1)% . 2zdzx = /f'(g(a:))g'(:c) de = f(g(z)) +C.

On enéi selvitettivi, mikd f on. Koska f'(z) = 2°

néstd, ettd f(z) = 1520 Téten

, haemme potenssin integroimissaan-

/h(:c) dz = f(g(x)) +C = 1%(“’”2 oL
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Esimerkki 5.8. Edellisen esimerkin tavoin voidaan integroida my6s samankaltainen
funktio k(z) = 2%(z® + 1)'2. Nyt valittaisiin g(z) = x +1ja f/(z) = 2'2. Funktion k
lausekkeessa on kuitenkin tillid kertaa kertoimena x?, kun taas ¢’(z) = 3z%. Ongelma
saadaan ratkaistua kertomalla ja jakamalla lauseke samalla vakiolla 3. Nain saadaan

1
/k: /(m3—|—1)12-xde:/g-(:U3+1)12-3x2dx.

Vakiokerroin 4 3 el muutu integroitaessa, ja toisaalta lausekkeeseen on saatu sisafunktion
derivaatta ¢/(z) = 3z2. Voidaan siis integroida siinnon mukaisesti:

/3 (z® 4+ 1)1% . 322 dx—/3 '(x)dx:é-f(g(x))—i—a

Kun vield todetaan, ettd f(z) = 152'%, saadaan lopulta

/k(m)dng-f(g(x))—i—(]: 3-1—3(363—1—1)13—1—(3’— 319(35 +1)®+C.

5.4 Integraalin tulkinta kuvaajassa

Oheisessa kuvassa on erddn jatkuvan funktion kuvaaja. Oletetaan, ettd tdmé funktio
kuvaa jonkin suureen muutosnopeutta ajan suhteen, ja yritetddn sen avulla selvittéda
suureen kertymé aikavalilla [a, b].

A

Y

a b

Ongelma ratkeaa seuraavasti. Hyvin pienelld aikavélilla voidaan olettaa, ettd funktion
arvo, eli suureen muutosnopeus, ei ehdi muuttua paljonkaan. (Tédhén vaaditaan funktion
jatkuvuutta.) Voidaan siis arvioida, ettd talld lyhyelld aikavélilla muutosnopeus on vakio,

jolloin kertymé& on suoraan muutoksen nopeus kertaa aikavéilin pituus. Tamé vastaa
seuraavan kuvan mukaisen suorakaiteen pinta-alaa.

A

'
<~ - -muutosnopeus

L'.I
lyhyt
aikavali

40



Jaetaan nyt koko tarkasteltava aikavéli pieniin osavéleihin, joilla jokaisella muutosno-
peuden oletetaan olevan vakio. Nain saadaan suureen kokonaiskertymaksi seuraavaan ku-
vaan piirrettyjen suorakulmioiden yhteispinta-ala. Kun osavélien pituus ldhestyy nollaa,
suorakulmioiden pinta-ala ldhestyy puolestaan kuvaajan alle jadvin alueen pinta-alaa.

A A

Naiin on pééatelty seuraava tulos:

Jatkuvan positiivisen funktion integraali valilld [a, b] vastaa funktion kuvaa-
jan ja x-akselin véliin jaavin alueen pinta-alaa kyseiselld valilla.

Positiivinen funktio on sellainen, joka saa pelkdstddn positiivisia arvoja. Vastaava
tulos pétisi myos negatiiviselle funktiolle, eli sellaiselle, joka saa koko ajan negatiivisia
arvoja. Talloin kuitenkin integraalin tulos on negatiivinen, vaikka pinta-ala tietysti on
positiivinen. Integraalilla ja pinta-alalla on kuitenkin sama lukuarvo (eli itseisarvo). Jos
funktio saa seké positiivisia ettd negatiivisia arvoja, kummatkin on késiteltava erikseen.

Esimerkki 5.9. Pinta-alatulkinta mahdollistaa integraalin arvon arvioimisen kuvaajan
perusteella. Tarkastellaan vield esimerkin 5.1 kemikaalivuotoa. Oletetaan, ettd mittaus-
tulosten perusteella vuotonopeus vaihteli ensimmaéisen vuorokauden aikana suunnilleen
seuraavan kuvaajan mukaisesti. Tehtédvana on arvioida vuodon mééréd (eli kertymaé) ai-
kavélilla 6-18 tuntia vuodon alkamisesta.

1/h A vuotonopeus
6

N W

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 h
Olisi vaikeaa keksid sellaisen funktion lauseke, jonka kuvaaja vastaisi tilannetta, jo-

ten myos integraalifunktion lauseke jaa hamaéradn peittoon. Kuvan perusteella voimme
kuitenkin suoraan arvioida integraalin suuruutta.
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Integraalin suuruus valilld [6, 18] vastaa pinta-alaa, joka jaa tuolla vélilld kuvaajan
ja x-akselin véliin. (Téssa tapauksessa x-akseli kuvaa aikaa, joten voitaisiin oikeastaan
puhua t-akselista.) Kuvasta arvioituna tuolle vilille j&& 15 kokonaista ruutua (kuvassa
taytetyt pallot) ja 9 osittaista ruutua (tyhjat pallot). Jos arvioidaan kaikki osittaiset
ruudut puolikkaina, saadaan pinta-alaksi suunnilleen 15 + 9/2 =~ 20 ruutua. Jokaisen
ruudun vaakasivu puolestaan vastaa kahta tuntia aika-asteikolla ja pystysivu taas litraa
tunnissa. Yhden ruudun pinta-ala on siis 2 h-1 1/h = 2 1. Yhteensé pinta-alaksi saadaan
arvioitua 20 kertaa 2 litraa eli 40 litraa.

Integraalin arviota voitaisiin tietysti parantaa paljon, jos pinta-ala arvioitaisiin tar-
kemmin. Kaytdnnossé téallaisissa tilanteissa kédytetddn apuna tietokonetta, joka pystyy
arvioimaan pinta-alan hyvinkin tarkasti.
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