4 Derivaatta

4.1 Funktion kasvun ja viahenemisen tutkiminen

Eréita kiinnostavimmista asioista funktioita tutkittaessa ovat funktion kasvavuus ja vd-
henevyys. Funktio on jollain vélilla kasvava, jos f(a) > f(b) aina kun a > b. Vastaavasti
funktio on vihenevé, jos f(a) < f(b) aina kun a > b. Esimerkiksi funktio, jonka kuvaaja
nikyy alla, on kasvava, kun = <1 tai z > 3, ja vihenevé, kun z on vililla [1, 3].
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Kuinka funktion kasvavuutta voidaan tutkia tésméllisesti? Ensin tdytyy olla jokin
keino mitata kasvamisnopeutta. Jos funktion kuvaaja olisi suora, voitaisiin sanoa, ettéi
funktion kasvunopeus on suoran kulmakerroin. Yleisen funktion tapauksessa kuvaajalle
asetetaan tutkittavaan pisteeseen sivuaja eli suora, joka koskettaa kdyrad paikallisesti
vain yhdessa pisteessa. Funktion kasvunopeudeksi tutkittavassa pisteessa sovitaan tuon
sivuajan kulmakerroin. Oheisessa kuvassa ndkyy joitakin funktion kuvaajalle piirrettyja
sivuajia ja niiden kulmakertoimia.
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Kun funktion f kuvaajalle piirretdén sivuaja pisteeseen (x, f(z)), tuon sivuajan kul-
makerrointa kutsutaan funktion derivaataksi pisteessd x. Derivaattaa pisteessd = merki-
taan

f'(=).
Esimerkiksi edellisen kuvan funktiolle piirrettiin sivuajat pisteisiin (1, %), (2, 3) ja (4, 3).
Kuvan mukaan vastaavat derivaatan arvot ovat f'(1) =0, f'(2) = —3 ja f/(4) = 3.

Funktion derivaatta kuvaa funktion hetkellistd kasvunopeutta: mitd suurempi on deri-
vaatan arvo, sitd jyrkempi on sivuajasuora, ja sitd nopeammin funktio ndyttaa kasvavan.
Koska derivaatta kuitenkin lasketaan vain yhdessé pisteessé, siitd ei yksinddn voi paé-
telld kasvua tai vihenemistd. Yleensd taytyy tutkia derivaatan arvoja jollakin vélilla
tai hahmotella funktion kehitystd pisteen ympéristossd jollakin toisella tavalla. Téhén
palataan my6hemmin.

Derivaattaa ei aina voida maarittaa. Joissakin pisteissé ei funktion kuvaajalle nimittain
voida piirtdéd sivuajaa. Tamé voi tapahtua lahinna kolmessa tapauksessa:

1) funktiolla on epajatkuvuuskohta kyseisessi pisteessé
2) funktion kuvaajalla on teréva “karki” kyseisessé pisteessi

3) funktion kuvaaja nousee hetkellisesti pystyyn.

Kahdessa ensimmaisessd tapauksessa ei sivuajaa voida lainkaan jérkevésti piirtda. Vii-
meisessd tapauksessa sivuaja olisi pystysuora, mutta pystysuoralla suoralla ei ole kulma-
kerrointa. Kaikista tapauksista on esimerkkikuvat alla.
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4.2 Derivaatan laskeminen, osa |

Derivaatan méaritteleminen kuvaajan avulla ei riitd kovin pitkélle, silld sivuajan piir-
tdminen on melko epédtdsméllistd. Derivaatta voidaan kuitenkin laskea myo6s funktion
lausekkeesta. Tarkasti ottaen téssa kéytettiisiin raja-arvoja, mutta talla kurssilla riittéaa
osata laskukaavat erityyppisille funktioille.

Aloitetaan laskukaavojen opettelu yksinkertaisista perussddnnoistéa. Lausekkeen deri-
vointia merkitddn kirjaimella D. Esimerkiksi lausekkeen 22 derivaattaa merkitdin D z2.
Ensimmaiset sddnnot koskevat potenssin ja vakiofunktion derivointia seké lausekkeiden
summaa ja vakiolla kertomista.
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DzF = kzF=1  kun k on jokin reaaliluku

e Da=0, kun a on jokin vakio

D(f(x) £ g(x)) = D f(x) + D g(x)
D(af(z)) =a-D f(z), kun a on jokin vakiokerroin

Esimerkit valaisevat parhaiten sddntojen soveltamista.

Esimerkki 4.1. Polynomifunktion lauseke on summa x:n potensseista joillakin vakio-
kertoimilla kerrottuina. Edelld on esitetty derivointisddnnot potensseille, summille ja va-
kiokertoimille, joten polynomin derivoimisen ei pitdisi tuottaa ongelmia. Tarkastellaan
esimerkiksi yksinkertaista lauseketta 322 — 4z. Lausekkeessa esiintyvit potenssitermit 2
ja z derivoidaan vastaavan siinnén mukaan seuraavasti (huomaa, etti x = x!):

D2? = 22! = 2z,
Dr=12"=1-1=1.
Koko lauseke derivoidaan nyt vélivaiheineen seuraavasti:
D(3z® —4z) = D(32*) = D(4z) =3 -Da®> —4- Dz =3-20 —4-1 =6z — 4.
Alla on derivoitu muutamia polynomilausekkeita hieman vihemmilla valivaiheilla:

D(—2®+52)=—Da*+5-Dx=—32>+5-1=—322 +5,

D(=3z° +2%) = -3-Da® + Da* = -3 - 52* + 42® = —152% + 423,

D428 +11)=4-Da® + D11 =4-82" +0 = 32z".

Viimeisessd kohdassa kaytettiin vakion derivoimissaéntod D a = 0. Taté ei pida sekoit-
taa vakiokertoimen derivoimissadntoon, jonka mukaan vakiokerroin siilyy derivoitaessa
sellaisenaan, esimerkiksi D(ax) =a-Dx=a-1=a.

Esimerkki 4.2. Potenssin derivoimissdanto ei rajoitu pelkéstdan niihin tapauksiin, mis-
sé, eksponentti on positiivinen kokonaisluku, vaan sitd voidaan soveltaa myo6s negatii-
visiin ja murtolukueksponentteihin. Esimerkiksi murtolauseke 1/x? voidaan kirjoittaa
my6s muodossa 2, jolloin sithen voidaan soveltaa potenssin derivointisdéntod. Néin
saadaan

1
D (—) =Dz ?=-2.23=-22"3=—-—_.

Taytyy vain muistaa, ettd eksponentti todellakin pienenee yhdelld. Talloin positiivisesta
luvusta 2 tulisi 1, mutta negatiivisesta luvusta —2 tuleekin —3.
Murtopotenssiksi muuntaminen on ainoa tapa neli6- ja muiden juurten derivointiin.

Esimerkkind nelijuuren derivoiminen:
1 1 1

1 1
_ /2 _ t 1/2-1_ + -1/2 _ + - _ L
D(Jz)=Dzx =37 =37 EERVARE W
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Myos vakion derivointisddnto voidaan johtaa potenssin derivoinnista, kun muistetaan,
ettd 1 = 20. T&lloin nimittdin vakiolle a pétee a = a -1 = a - 2°, ja saadaan

Da=D(a-2"Y=a-Da’=a-007' =a-0=0.
Kétevinta on kuitenkin vain muistaa, ettd vakion derivaatta on aina O.

Kun osataan derivoida erilaisia lausekkeita, funktioiden derivaatat 16ytyvét helposti.
Esimerkiksi polynomifunktion
f(z) =32° — 4z

derivaatan arvo pisteessd x saadaan derivoimalla funktion lauseke. Tamaé tehtiin esimer-
kissé 4.2, ja tuloksena oli 6z — 4. Funktion f derivaatta pisteessé x on siis

f'(z) =6z — 4.

Tama tarkoittaa sité, ettd esimerkiksi funktion f kuvaajalle pisteeseen kohtaan z = 1
piirretyn sivuajan kulmakerroin on

F1)=6-1-4=2.

Alla on viela kuva tilanteesta.

4.3 Derivaatan sovelluksia

Kuten jo luvun alussa mainittiin, derivaattaa voi kayttaa funktion kasvun ja vihenemisen
tutkimiseen ja mittaamiseen. Mikéli funktion derivaatta jossain pisteessé on positiivinen,
funktio on hetkellisesti kasvava tuossa pisteessd, ja mikéli derivaatta on negatiivinen,
funktio on vdhenevi. Sielld, missd derivaatta on nolla, funktion kasvu on hetkellisesti
pysdahtynyt.

Mainitun kaltainen tarkastelu ei kuitenkaan ole aivan riittavaa. Katsotaan esimerkiksi
funktiota f(z) = 23, jonka kuvaaja on piirretty seuraavaan kuvaan. Funktion derivaatan
lauseke on f/(z) = 322, ja kohdassa x = 0 derivaatta on f’(0) = 0. Funktion kasvu on siis
hetkellisesti pysahtynyt, mutta funktio on silti koko ajan aidosti kasvava. Toisin sanoen
jos x > y milld tahansa reaaliluvuilla x ja y, niin f(x) > f(y). Kasvun hetkellinen
pysdhtyminen ei siis oikeastaan vaikuta kasvuun mitenkéan.
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Tarkempaa tietoa kasvavuudesta ja vihenevyydestd saadaan, kun tutkitaan derivaatan
arvoja laajemmilla vileilld. Seuraava sddnté on niin tédrked, ettd puemme sen lauseen
muotoon.

Lause 4.3. Oletetaan, ettd funktio f on mdadritelty vahintdin avoimella vdlilld ]a,b|
(voi olla myds rajoittamaton vdli, vaikka koko R) ja ettd silla on derivaatta kaikissa
valin Ja, b pisteissd.

e Jos f'(x) > 0 kaikilla Ja,b[, niin f on aidosti kasvava koko vdlilli |a,b|.
e Jos f'(x) <0 kaikilla Ja,b[, niin f on aidosti vihenevd koko vdlilli ]a, b|.

Lisdksi edellisten kohtien tilanne ei muutu, vaikka f'(x) olisi 0 vdlin ]a,b| yksittdisissd
pisteissd.

"Aidosti” kasvava tarkoittaa, ettd jos x > y, niin f(z) > f(y) eikd funktio voi ol-
la edes véliaikaisesti vakio. Lisdhuomautus yksittaisistd pisteistd viittaa sen kaltaiseen
tilanteeseen, kuin mité tarkasteltiin edelld: vaikka funktion f(z) = x3 derivaatta saa
yksittdisessd pisteessd x = 0 arvon nolla, ei funktion kasvavuus muutu. Tarkastellaan
erdsté toista esimerkkia hieman yksityiskohtaisemmin.

Esimerkki 4.4. Miiritelliéin polynomifunktio f(z) = 2% — 22 — 22 + 1. Sen kuvaaja on

piirretty alla olevaan kuvaan. Tutkitaan derivaatan avulla tarkasti, milloin funktio f on
kasvava ja milloin viheneva.

¥

Polynomilausekkeiden derivointisddntéjen mukaan saadaan funktion derivaataksi

f'(z) = 32% — 22 — 2.

27



Tama lauseke kertoo derivaatan arvon (eli funktion hetkellisen kasvunopeuden) riippu-
vuuden ldhtéarvosta x. Se méaarittelee siis itsekin erdédn funktion, ns. derivaattafunktion.

Jotta voitaisiin selvittaéd funktion f kasvavuus, on edelld olevan lauseen mukaan tut-
kittava derivaatan etumerkkid. Kédytetddn apuna tuttua jatkuviin funktioihin liittyvaa
saantoa:

Jatkuvan funktion arvojen etumerkki voi vaihtua vain funktion nollakohdissa
tai sielld, missd funktio ei ole mééaritelty.

Koska derivaattafunktio f’(z) = 322 — 2z — 2 on polynomifunktio, se on méiéritelty
kaikkialla ja lisdksi jatkuva. Derivaatan etumerkki voi siis vaihtua vain derivaatan nol-
lakohdissa.

Selvitetddn ensin derivaattafunktion nollakohdat toisen asteen yhtdlon ratkaisukaa-
valla:

322 -2 —-2=0
24,22 -4-3-(-2)
v 2.3
24428 2427 14+7
T T T 6 3
<— x~1,215 tai z =~ —0,549.

Laaditaan sitten derivaatan merkkikaavio. Koska derivaatan merkki voi vaihtua vain
derivaatan nollakohdissa, riittda tarkistaa merkki ndiden nollakohtien vélissd vaikkapa
laskimella. Esimerkiksi

Néin saadaan seuraavan nakoinen kaavio:

T r < —0,549 | —0,549 <z < 1,215 | = > 1,215
f'(z) + - +

Derivaatan etumerkki nollakohtien eri puolilla olisi voitu péatelld myos siité, ettd deri-
vaattafunktion kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

Derivaatan merkkikaaviosta ndhdédéan, etta derivaatta on positiivinen, kun z < —0,549
tai z > 1,215, ja negatiivinen, kun z on vililla |—0,549, 1,215[. Kayttamalla lausetta 4.3
voidaan derivaatan merkkikaavio tdydentdd alkuperdisen funktion kulkukaavioksi:

T r < —0,549 | —0,549 <z < 1,215 | «x > 1,215
(@) + - +
f(@) / N\ %
Kulkukaaviossa nuolet osoittavat funktion kulkusuunnan.

Nyt on selvitetty tarkasti, milloin funktio f(z) = 2% — 22 — 2241 on kasvava ja milloin
vahenevi. Kerrataan vield lyhyesti tarkastelun vaiheet:
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1. Etsitaén derivaattafunktio f’.

2. Mééritetaan derivaattafunktion f’ nollakohdat.

3. Laaditaan derivaattafunktion merkkikaavio maérittamalld derivaatan etumerkki
nollakohtien valissa.

4. Tédydennetddn merkkikaavio funktion f kulkukaavioksi.

Derivaatan avulla voidaan selvittdd myos funktion pienin ja suurin arvo. Sellaisessa
kohdassa, jossa funktion kasvaminen vaihtuu vdhenemiseksi tai pédinvastoin, kasvu py-
sahtyy hetkellisesti ja derivaatta on nolla. Téllaisessa kohdassa funktiolla on niin sanottu
paikallinen ddriarvo, joko minimi tai maksims. Funktion suurin arvo voi l6ytya téllai-
sesta maksimikohdasta. Toinen mahdollisuus on, ettd suurin arvo l6ytyy maédrittelyvé-
lin paatepisteestd. Vastaava pétee pienimmélle arvolle. Toisaalta esimerkiksi funktiolla
f(x) = 23 ei ole lainkaan suurinta eiké pienintd arvoa.

Esimerkki 4.5. Jatketaan edellisen esimerkin funktion f(x) = 23 — 22 —2x+1 tarkaste-
lua. Sovitaan kuitenkin talla kertaa, ettd funktio on méadritelty vain valilla [0, 5]. Tuolla
valilld funktion kulkukaavio on seuraavanlainen (kopioituna edellisestd esimerkisté):

z |0<xz<1215]125<z<5
f'(x) - +
f(z) N\ /)

Vain yksi derivaattafunktion nollakohta osuu méarittelyvalille, nimittdin « = 1,215.
Koska funktio on tuon kohdan edelld vihenevé ja sen jéalkeen kasvava, kyseessd on mini-
mikohta. Lisdksi ndhdééan, ettd kyseisessd kohdassa funktio myds saa pienimmén arvon-
sa, koska funktio ei endd kdanny laskevaksi méarittelyalueellaan eiké siksi voi saavuttaa
pienempié arvoja. Tuo pienin arvo on f(1,215) ~ —1,1.

Kun funktio f méaritellddn suljetulla vélilla, silld on my6s suurin arvo. Kulkukaavion
perusteella suurin arvo saavutetaan maédrittelyvilin jommassakummassa paétepisteessa.
Kokeillaan kumpi funktion arvo on suurempi:

FO) =1 ja  f(5) =91

Selvésti jalkimméinen arvo on suurempi. Funktion suurin arvo on siis f(5) = 91.

Suurimman ja pienimmén arvon loytédminen on erityisen tdrkedd seuraavan esimerkin
kaltaisissa optimointitehtdvissd.

Esimerkki 4.6. Halutaan rakentaa suorakulmion muotoinen aitaus. Aitatarpeita riittaa
yvhteensa 150 metrin pituiseen aitaan, mutta aitauksen yhdelle sivulle on tarkoitus jattéaa
2 metrin levyinen aukko. Tilanne on siis seuraavan kuvan mukainen.

2 m
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Halutaan 16ytda sellaisen aitauksen mitat, jonka pinta-ala on suurin mahdollinen.
Taméa ongelma ratkeaa muodostamalla funktio, joka kuvaa aitauksen pinta-alaa, seké
etsiméllé derivaatan avulla funktion suurin arvo.

Aloitetaan valitsemalla suure, josta pinta-ala riippuu. Suorakulmion pinta-ala laske-
taan kaavalla A = xy, kun kdytetddn oheisen kuvan merkintéja. Sivujen mitat x ja y
eivit kuitenkaan ole toisistaan riippumattomia, silld aidan kokonaispituus on rajoitettu:
mikali pituutta z kasvatetaan, pituus y vdhenee, ja painvastoin. Tarkemmin sanottuna
rajoittava ehto on

2z + 2y — 2 = 150.

Tastéa yhtdlostd voidaan ratkaista y, jos x oletetaan tunnetuksi:

2y =150 — 2z 4 2
2y =152 — 2z
y="176—=zx.

Nyt on selvitetty, ettd jos aitauksen toisen sivun pituus on z, toisen sivun pituus on
y = 76 — x. Voidaan siis muodostaa pinta-alaa kuvaava funktio

A(x) =2 - (76 — 2) = T6x — 2> = —x* + T6z.

Selvitetddn funktion A méaéarittelyjoukko. Voidaan ajatella, ettd pahimmassa tapauksessa
x voi olla 0, jolloin aitauksella ei ole pinta-alaa. Toinen déritapaus olisi se, jossa y = 0 eli
xr = 76. Myoskaan tdlloin aitauksella ei ole pinta-alaa, vaikka kaikki aitamateriaali on
kéytossa. Méadrittelyjoukoksi voidaan siis valita suljettu véli [0, 76]. Tamén valin luvut
kuvaavat sivun pituuden x mahdollisia arvoja.

Kun tutkittava funktio on selvitetty, lasketaan sen derivaatta:

A'(z) = -2z + 76.

Derivaattafunktiolla on yksi nollakohta, ja se on x = 38. Koska derivaattafunktion ku-
vaaja on laskeva suora, derivaatan arvot ovat positiivisia nollakohdan vasemmalla puolel-
la ja negatiivisia oikealla. Nain voidaan muodostaa derivaatan merkkikaavio. (Voitaisiin
myos tutkia derivaatan arvoja kokeilupisteisséd nollakohdan eri puolilla.) Téydennetaan
merkkikaavio saman tien funktion A kulkukaavioksi:

x [0<z<38[38<z<76
A'(z) + -
A(z) / N

Kulkukaaviosta ndhdaén, ettd kohdassa z = 38 on funktion A maksimikohta ja samalla
sen suurin arvo. Suurin aitaus saadaan siis, kun sivun pituus z on 38. T&lléin toinen

sivun pituus on y = 76 — 38 = 38, eli aitaus on nelibn muotoinen. Sen pinta-ala on
A(38) = 382 = 1444 (m?).
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4.4 Derivaatan laskeminen, osa |l

Tahan mennessé opittujen laskusddntojen avulla pystytddn derivoimaan polynomifunk-
tioita sekd hyvin yksinkertaisia rationaali- ja juurifunktioita. Seuraavaksi opetellaan
funktioiden tulon ja osamééran seké yhdistettyjen funktioiden derivointisdannot. Ndiden
avulla voidaan derivoida kaikki rationaalifunktiot sekéd suuri joukko sellaisia funktioita,
jotka voidaan tulkita yhdistetyiksi funktioiksi.

o D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(2)d (z)

f@\ P @) - f@)d (@)
° P (g@c)) = 9(0)?

e D(f(g(x))) = f'(g(x))g (=)

Aloitetaan tutkimalla rationaalifunktion derivoimista.

Esimerkki 4.7. Tarkastellaan rationaalifunktiota

_3£C—|—1

h:R\{2,-2} R, h(z)= "5

Rationaalifunktion lauseke on kahden polynomin osamééréd. Merkitdan osoittajapolyno-
mia f(z) = 3z + 1 ja nimittdjipolynomia g(z) = x? — 4x. Lausekkeiden osamiirin
derivointisddnnon nojalla derivaataksi tulee

f(:v)) _ ['(@)g(x) = f(z)g'(x)
g(x) g(x)? '

Lasketaan derivaatta vaiheittain. Ensinnékin osoittajan derivaatta on

W(x)=D ( (4.1)

f(z)=DBz+1)=3
ja nimittdjéin derivaatta on
d(z) = D(x* — 4) = 2.

Nyt voidaan koota osaméérdan derivaatta sijoittamalla f(x), g(z), f'(z) ja ¢'(x) kaa-
vaan (4.1):

_ f(2)g(z) — f@)g'(w) _3-(a*—4) — Bz +1) 20
9(z)? (22 — 4)2
~ 32? — 12— 62 — 2z
T @292
—3z? — 22 — 12
G

Rationaalifunktioita derivoitaessa ei nimittdjan lauseketta kannata yleensé kertoa auki.
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Katsotaan seuraavaksi, miten yhdistetty funktio derivoidaan.

Esimerkki 4.8. Tarkastellaan funktiota k(z) = (z? — 1)Y. Tdm4 funktio voitaisiin de-
rivoida kertomalla se auki, mutta kertolasku olisi hyvin tyolas. Pddsemme helpommalla,
kun tulkitsemme lausekkeen yhdistetyn funktion lausekkeeksi.

Valitaan sisifunktioksi g(z) = 22 — 1 ja ulkofunktioksi f(z) = 2% Tallsin pétee
k(x) = f(g(x)), joten k' (z) = D(f(g(z)). Voidaan siis kdyttdd yhdistetyn funktion
derivointisdantod. Sitd varten derivoidaan ensin valmiiksi ulko- ja sisdfunktiot:

f(z) = 928 ja J(x) = 2.
Nyt yhdistetyn funktion derivoimissddnnén mukaan pétee

K(x) = f'(9(x))g ()

= f'(z>-1) 2z
=9(z* - 1)%- 22
= 18z (2? — 1).

Yhdistettyéd funktiota derivoitaessa ideana on, ettd derivoidaan ensin ulkofunktio ja
pidetédédn sisdfunktio paikallaan, ja sen jilkeen kerrotaan saatu lauseke sisdfunktion deri-
vaatalla. Toisena esimerkkiné voitaisiin ottaa juurifunktio p(z) = /2 — 1. Tét4 ei osata
derivoida ilman yhdistetyn funktion sdantod. Nyt sisdfunktioksi valitaan g(z) = 2x — 1
ja ulkofunktioksi f(z) = /z = 2'/2. Yhdistetyn funktion seké potenssin derivointiséiin-
tojen mukaan saadaan

1
/ _11/2 Lo 1\-1/2 . _-1/2
p(z) = D((Qa: 1) ) = 2(2x 1) 2 =(2x-1) .
g(x) g(x) g'(z)

Vastaus voidaan vield haluttaessa muuttaa muotoon p'(z) = 1/y/2z — 1.
Tarkastellaan viimeisené esimerkkiné rationaalifunktion kasvamisen tutkimista.

Esimerkki 4.9. Palataan viela kerran esimerkin 2.5 funktioon

r+1

h: R\{0,2} - R, h(z)= o

Tamén funktion kuvaaja nikyy oheisessa kuvassa. Olemme todenneet, ettd funktio h
ei ole maaritelty ldhtoarvoilla 0 ja 2. Lisdksi olemme paédtelleet esimerkissd 3.3, etté
funktion arvot ldhestyvét nollaa hyvin suurilla ja hyvin pienilld ldhtoarvoilla. Tutkitaan
nyt derivaatan avulla funktion kasvuominaisuuksia.
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Derivoidaan funktio h osamééran derivointisdédnnon mukaan. Osoittaja on f(x) = z+1
ja nimittiji on g(x) = 22 — 22. Saadaan

f'(x)g(x) — f(x)d (x)

) = g(x)?
1-(2?—22)— (x4 1) (22 —2)
(2% — 2x)2
(22 —22) — (222 — 22 + 22 — 2)
- (2% — 2x)2
_ r? — 22 — 222 + 2
B (22 — 2x)?
_ —x2 — 22 42
T (22 - 2x)2

Selvitetdan seuraavaksi derivaatan etumerkki. Derivaatan nollakohdat ovat samat kuin
derivaatan osoittajan nollakohdat:

h'(z) =0

— —22-22+42=0

24+ /22— 4-(—1)-
L 2EVTA (D)

2-(-1)

2++12 242
= = = 2\/3:—11\/5
— ==0,732 tai = -2,732.

Derivaatan merkkikaaviota varten on nyt otettava huomioon myos kohdat, joissa deri-
vaatta h ei ole méaritelty. Namaé ovat samat kohdat kuin missé funktio ei ole maéritelty,
eli lahtoarvot x = 0 ja x = 2. Néiissa kohdissa derivaatan merkki voi muuttua. Derivaatan
merkki on siis tarkistettava kullakin osavéleista

]—o00,—2,732[, ]-2,732,0[, 10,0,732, 10,732,2[ ja ]2,00].
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Lasketaan esimerkiksi arvot

h'(=3)~ —44, h'(-1)=0,3, K(0,5)=~1,3,

Nyt voidaan laatia funktion A kulkukaavio:

W(1)=-1 ja K(3)~—-14.

x T < —=2,732|-2732<z<0|0<2<0,732|0,732<z<2|2>2
B (z) - + + - -

Kulkukaavio kertoo, ettd funktio h on kasvava véleilld |—2,732,0] ja ]0,0,732[, muulloin
h on vaheneva. Tamaéan vahvistaa késityksen, joka saatiin aiemmin h:n kuvaajasta.
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