3 Raja-arvo ja jatkuvuus

3.1 Raja-arvon kasite

Raja-arvo kuvaa funktion kayttdytymistd jonkin ldhtoéarvon laheisyydessd. Raja-arvoa
tarvitaan toisinaan siksi, ettd funktion arvoa ei voida laskea kyseiselld ldhtoarvolla ja
sen vuoksi on tyydyttdva arvoon, jota funktion arvot nayttéavit lahestyvin. Raja-arvot
ovat myos kiinnostavia, kun tutkitaan funktion jatkuvuutta, silld funktio on jatkuva
tdsmalleen silloin, kun se saa missad tahansa lahtopisteessd melkein saman arvon kuin
ldhelld olevissa pisteissé.
Tarkastellaan esimerkin vuoksi funktiota
2
Flz) = 22° — 10z + 12.
T — 2

Funktio f ei ole mééritelty kohdassa x = 2, koska nollalla ei voi jakaa. Lasketaan kui-
tenkin funktion arvoja muutamissa kakkosen ldhelld olevissa pisteissas:

x f(z)

1,9  -22
1,99  —2,02
1,999 —2,002
2,001  —1,998
2,01 —198

21  —1,8

Mité ldhempéné lahtéarvo on lukua 2, sitd lahempéna nayttavat funktion arvot olevan
lukua —2. Voidaan sanoa (vaikka véite ei olekaan tédsmallisesti perusteltu), ettd funktion
f raja-arvo kohdassa x = 2 on —2. Tama merkitddn symbolein

lim f(z) = —2.

r—2

Raja-arvo ndkyy myo6s hyvin kuvaajasta, jossa ldhtéarvon x = 2 kohdalla funktion arvot
lahestyvat lukua —2.
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Toisinaan raja-arvoa ei ole olemassa lukuna, vaan sen sijaan funktio kasvaa tai vihenee
rajatta tietyn lahtoéarvon ldheisyydessd. Néin kiy etenkin rationaalifunktioiden tapauk-
sessa hyvin usein. Esimerkiksi funktio h(z) = 1/z? ei ole méiiritelty, kun = 0. Kun
lasketaan arvoja ldhelld lahtoarvoa 0, saadaan seuraava taulukko:

x h(z)
-0,1 100
—0,01 10000

—0,001 1000000

0,001 1000000
0,01 10000
0,1 100

Huomataan, ettd mitd ldhempéné ldhtoarvot ovat lukua 0, sitd suuremmiksi funk-
tion arvot kasvavat. Alla olevasta kuvaajasta voimme pédtelld saman asian. (Pédttely
ei edelleenkéén ole aivan aukoton, koska olemme vain laskeneet muutamia mielivaltai-
sia funktion arvoja.) Téllaisessa tapauksessa sanotaan, ettd funktion h arvot kasvavat
rajatta kohdassa x = 0. Ilmidlle kéytetdan merkintda

lim h(x) = oc.
z—0

Asrettomyyssymbolia kiytetdin tissd kuvaamaan sitd, ettd funktio saa mielivaltaisen
suuria arvoja.

3.2 Rationaalifunktion raja-arvo

Raja-arvo voidaan rationaalifunktioiden tapauksessa myos médrittad tdsmaéllisesti. Tar-
kastellaan tdtd muutamien esimerkkien valossa.

Esimerkki 3.1. Tutkitaan esimerkin 2.5 funktiota

r+1

g: R\ {0,2} - R, g¢g(z)= P
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Kun z = 2, funktio ¢ ei ole méaritelty. Alla on piirretty uudestaan funktion g kuvaaja.
Kuvaajasta ndhdaén, ettd ldhestyttdessd kohtaa x = 2 oikealta funktion g arvot kasva-
vat rajatta. Lahestyttdessd samaa kohtaa vasemmalta ne puolestaan pienenevét rajatta.
Varsinaista raja-arvoa ei siis ole olemassa, mutta voimme tutkia funktion kayttaytymista
sen lausekkeen avulla.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Huomataan, ettd nimittdjasta voidaan erottaa tekijéd x — 2, johon itse asiassa siséltyy
kaikki ongelmallisuus. Talld tavoin voimme muokata funktion lausekkeen muotoon
z+1 z+1 1 z+1

g(z) = =

x2—2x_(x—2)x:x—2. x

Tarkastellaan nédin saatua lauseketta, kun x on lahelld lukua 2 mutta hiukan suurempi.

Talloin tekija xTH on lihelld lukua 2L = % Toisaalta ongelmatekijan x% nimittaja

x — 2 on ldhelld nollaa, mutta kuiteninn positiivinen, silld x > 2. Kun ykkééen jaetaan
ldhelld nollaa olevalla positiivisella luvulla, tuloksena on hyvin suuri positiivinen luku.
Koska funktion arvo g(z) on tulo tekijoista mT“ ja ﬁ, se kasvaa hyvin suureksi, kun x
ldhestyy lukua 2 sen oikealta puolelta. Tatd merkitddn toisinaan symbolein

li = 0.
Jip, ola) =oc
Merkinté tarkoittaa, ettd funktion g arvot kasvavat rajatta, kun ldhtéarvo ldhestyy lu-
kua 2 sen oikealta puolelta.

Kun z on ldhelld lukua 2 mutta hiukan pienempi, voidaan tehdé samanlainen paéttely.
Kirjoitetaan se télla kertaa pelkédstddn symbolisesti:

1 1
lim g(ﬂ:)zlim( s )Z—OO';:—OO.

r—2— x—=2— \x — 2 €

Tulos on tésséd tapauksessa negatiivinen, koska tekijéa ﬁ saa vain negatiivisia arvoja,
kun z < 2.
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Toisinaan seké osoittajalla ettd nimittdjilla on nollakohta samassa kohdassa a. Tal-
16in saattaa olla, ettd raja-arvo 16ytyy erottamalla tekija x — a sekd osoittajasta etta
nimittajasta.

Esimerkki 3.2. Maaritellaan funktio

fay= "2

r< —x

Funktion maérittelyjoukkoon eiviat kuulu ldhtoarvot 0 ja 1, silld ne ovat nimittdjén
nollakohtia. Tutkimalla osoittajaa ndhdéin, ettd = 1 on my0s osoittajan nollakohta.
Voimme nyt kéyttdd sitd tietoa, ettd jos polynomilla on nollakohta a, siitd voidaan
erottaa tekija x — a. Tekijd x — 1 voidaan siis erottaa seké osoittajasta ettd nimittéjasta.
Funktion lauseke voidaan lopulta kirjoittaa muodossa

f(x):x2_;_x—2_ (x—1)(z+2) _x—1.x+2:x+2.

X

-z (z—-Dxz -1 oz x

Kévi niin hyvin, ettd muotoa z — 1 olevat ongelmatekijit supistuivat kokonaan pois
lausekkeesta. Nyt raja-arvo voidaan péatella suoraan:

3.

2 142
limf(x):limx—i_ e

rz—1 r—1 €T 1

3.3 Funktion kdyttaytyminen suurilla tai pienilla Iahtoarvoilla

Funktion raja-arvoa muistuttava asia on funktion kdyttaytyminen mielivaltaisen suurilla
tai pienilla (negatiivisilla) lahtoarvoilla. Voi kdyd4 niin, ettd funktion arvot kasvavat tai
vahenevit rajatta tai ne voivat ldhestyd jotakin lukua. Tarkastellaan tastékin esimerk-
kiné paria rationaalifunktiota.

Esimerkki 3.3. Tutkitaan viela esimerkin 3.1 funktiota

r+1

g: R\ {0,2} - R, g(z)= o

Tuon esimerkin yhteydessé esitetystd kuvaajasta ndhdéén, ettd funktion arvot néyttavat
ldhestyvan nollaa suurilla ja pienilld ladhtoarvoilla. Téta merkitdan
Jim g(z) =0 ja  lim g(z)=0.

Tarkka paéattely voidaan téalla kertaa tehdéd supistamalla funktion lauseke silld nimit-
tdjan termilld, jolla on suurin aste, eli termilld z2. Jaetaan siis seki osoittajan ettd
nimittdjén jokainen termi termilld 2, jolloin funktion lausekkeesta tulee

r+1 1+ %

g(x):xQ—Qx: 1-27
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Téstéd on se hyoty, ettd ldhtdarvon z kasvaessa suureksi, termit 1/x, 1/22 ja —2/z 14-
hestyvét kaikki nollaa, silld niissd kaikissa jaetaan jotain hyvin suurella luvulla. Sama
tapahtuu, mikali x pienenee hyvin pieneksi negatiiviseksi luvuksi. Téaten voidaan péaatella

1, 1
Lyd 040
lim g(z) = lim £—2° — 0

x—+oo x—+oo 1_%_1_0_0'

Esimerkki 3.4. Maaritellaan funktio
2+ 1

PRV SR f@) =T

Kun lasketaan funktion f arvoja hyvin suurilla ja hyvin pienilld arvoilla, saadaan seu-
raavanlainen taulukko:

z (=)
100 99,02

1000 999,00
10000 9999,00

—100 —101,02
—1000  —1001,00
—10000 —10001,00

Nayttaa siltéd, ettd hyvin suurilla ja pienilld lahtoarvoilla funktion arvot eivat ldhesty
mitddn lukua, vaan suurilla ldhtoarvoilla ne kasvavat rajatta ja pienilld ldhtoarvoilla
puolestaan vihenevét rajatta. Tata merkitddan

lim f(z)= o0 ja lim f(z)= —ooc.

T—00 T——00

Sama tulos ndkyy oheisesta kuvaajasta.
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Kéayttdytyminen voidaan tarkistaa supistamalla funktion lauseke jélleen silld nimit-
tdjan termilla, jolla on suurin aste, eli termilla x. Talldin nimittdin voidaan padtella
suurilla arvoilla seuraavasti:

2?+1 . x4+i 00+0
_ _ ~ oo,

lim f(z)= lim

= lim =

ja pienilld arvoilla puolestaan seuraavasti:

211 r+1 - 0
lim f(z)= lim Tl lim T = ©+0_
T——00 z——oc0 x +1 z——o0 1 + Z 1+0

3.4 Jatkuvuus

Monet funktiot ovat sellaisia, ettd ne muuttuvat tasaisesti ldhtéarvojen muuttuessa ei-
vitké tee hyppéyksid. Toisin sanoen ldhtéarvon muuttuessa hyvin vihan myos funktion
arvo muuttuu vain viahdn. T&atd ominaisuutta sanotaan jatkuvuudeksi. Luonnossa on
paljon esimerkkejé jatkuvista funktioista, kuten vaikkapa huoneen keskilimpdétila ajan
funktiona. Lukuunottamatta hyvin poikkeavia olosuhteita lampdtila ei tee hyppéyksia
ajan kuluessa.

Jatkuvuuden ymmartia ehka parhaiten, jos tarkastelee esimerkkié epdjatkuvasta funk-
tiosta. Tallainen syntyy useimmiten silloin, kun funktio méaritellddn paloittain. Esimer-
kiksi esimerkissd 2.6 méériteltiin funktio

h(z) 22, kun z < 1
€T =
—x+3, kun = > 1.

Funktion h kuvaaja on piirretty uudestaan seuraavaan kuvaan. Nahdaén, ettd kohdassa
x = 1 kuvaaja katkeaa ja funktion arvot hyppéavit dkisti aivan toiseen kohtaan. Tal-
lainen kohta on funktion epdjatkuvuuskohta. Siind funktiolla on jokin arvo, mutta koh-
dan valittoméssa ldheisyydessd jommalla kummalla puolella funktion arvot poikkeavat
rajusti kyseisesta arvosta.

Epéjatkuvan funktion tunnistaa useimmin siitéd, ettd sen kuvaaja katkeaa. On kui-
tenkin huomattava, ettd kuvaaja voi néyttad katkeavan myos sellaisessa kohdassa, jossa

20



funktiota ei ole lainkaan maéaéritelty. Téllaisessa kohdassahan funktio ei saa mitdén ar-
voa, joten kuvaaja ei voi kulkea kyseisen kohdan ldpi. Ohessa on esimerkkiné funktion
f(x) = 1/z kuvaaja.

<
>
>

Kohtaa, jossa funktio ei ole maéritelty, e7 kuitenkaan koskaan kutsuta epéjatkuvuus-
kohdaksi. Se jatetddn yksinkertaisesti kokonaan jatkuvuustarkastelun ulkopuolelle. Voi-
daan vaikkapa ajatella, ettéd sielld missd funktio ei ole mééritelty, mitd tahansa voi ta-
pahtua eikéd funktiota voi siitd syyttaé.

3.5 Lisatieto: Raja-arvon ja jatkuvuuden tasmalliset madritelmat

Maaritelma 3.5. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessé xg, jos kutakin mielivaltaisen
pientd positiivista lukua e kohti voidaan aina 16ytéa jokin vali pisteen xg ymparilta niin,
ettd talla valilld lasketut funktion arvot sijaitsevat valilla |a — e, a + €[ (siis ldhempéné
kuin luvun e pééssd luvusta a), lukuunottamatta mahdollisesti arvoa f(z).

Raja-arvon tédsmaéllisen méaaritelmén kaytto on hyvin haastavaa, eika sithen paneuduta
téssd tdmén enempédd. Jatkuvuus voidaan kuitenkin mééritelld raja-arvon avulla hyvin
luontevasti.

Maaritelma 3.6. Funktio f on jatkuva kohdassa xg, jos sen arvo kohdassa xg on sama
kuin sen molemminpuoliset raja-arvot kyseisessa kohdassa, eli

o) = lm f(2) = lim f(a).

T—To+ T—T0—

Funktio on kaikkialla jatkuva (tai yksinkertaisesti jatkuva), jos se on jatkuva kaikissa
madrittelyjoukkonsa pisteissa.
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Jatkuvuuden maédritelmén ideana on se, ettd funktion arvon on oltava sopusoinnussa
sen ympaéristossd saatujen arvojen kanssa. Esimerkiksi paloittain méaritelty funktio

hz) 22, kun z < 1
€Tr) =
—z+ 3, kun z > 1,

jonka kuvaaja 16ytyy edelliselta sivulta, ei ole jatkuva kohdassa 1. Tamé johtuu siité,
ettd kyseisessd kohdassa funktion arvo on 2, mutta vasemmanpuoleinen raja-arvo on 1.
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