Y100 (Matematiikka 1)
Metsavarojen kiyton laitos
Luentokuulustelu 17.12.2007
Ratkaisuehdotus, 6 sivua

Tehtavisséd 3 oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Derivoi funktio
f(z) =2* —22° + 2z — 100
ja tutki derivaatan avulla funktion f kulkua. Missd f on kasvava,

missd viheneva, missé silld on dédriarvoja?

Ratkaisu. Polynomifunktio f on kaikkialla jatkuva ja derivoituva.
Funktion derivaatta kuvaa sen kulkua. Derivoidaan funktio:

fllz) =32 -2-22+1=3z> -4z + 1.

Koska derivaatta on kaikkialla jatkuva, se voi vaihtaa merkkidin
vain nollakohdissaan. Derivaatan nollakohdat saadaan ratkaisemalla
toisen asteen yht&lo:

4V 431 4+2

32 —4drx+1=0 < 1=
X T + x 5.3 6

Derivaatan nollakohdat ovat siis = 1 ja x = 1/3. Lasketaan muu-
tamia derivaatan arvoja néiden kohtien eri puolilla ja piirretdin nii-
den mukaan merkkikaavio.

fl(0)=3-0>-4-04+1=1>0,
fl(1/2)=3-(-1/2)2=4-1/24+1=-1/4 <0,
fl(2)=3-22-4-24+1=5>0.

Funktio on vihenevi sielld, missé derivaatta on negatiivinen, ja kas-
vava sielld, missd derivaatta on positiivinen.

r<1/3|1)3<z<l|l<z
f(z) + - +
fz)| pY /!

Kaaviosta voidaan péételld, ettd funktio on kasvava, kun x < 1/3
tai © > 1, ja vihenevd vélilla [1/3,1]. Funktiolla on siis paikallinen
maksimi kohdassa z = 1/3 ja paikallinen minimi kohdassa z = 1.

2. Laske seuraavat integraalit:

2 €1 1
/ 32> — x + 1du, / —dz, / |2®| dz.
~1 1 X ~1
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Ratkaisu. Ensimmaisessd integraalissa on tavallinen polynomi:
2

2 2 3 2 2
/3x2—x+1dx:/(3-x——x—+x>:/(x3—x—+x>
1 1 3 21 2
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Toisessa integraalissa integraalifunktio on logaritmi:

61 €
/—da:z/ln|x|=lne—ln1=1—0=1.
1z |

Kolmannessa integraalissa on integroitavana itseisarvofunktio, jon-
ka integraalifunktiota ei tunneta. Integraali voidaan kuitenkin laskea

osissa. Kun z < 0, niin |z®| = —23, muuten |z3| = z3. Niin saadaan

1 0 1 0 1 1 1
/ ‘$3|d$:/ —$3d$+/ x3dx:/——x4+/—x4
-1 1 0 4 4 5 4

1 1 1 1 1
= Z(=1) “1r )=+ =2,
(o+3-0t)+ (G1t-0) =545

3. a) Tarkastellaan erdén bakteeripopulaation aikakehitysté kiyttamal-
14 eksponentiaalisen kasvun mallia, aikayksikkona vuorokausi. Alus-
sa populaation massa oli noin 1 mg. Bakteerien lisddntymiskykya
kuvaavan verrannollisuuskertoimen arvoksi on havaittu 1,5.

Kirjoita funktio, joka kuvaa populaation kokoa kullakin ajanhet-
kell4, ja laske tdmén funktion avulla ennuste viikon kuluttua havait-
tavalle bakteeriméarille.

Ratkaisu. Eksponentiaalisen kasvun mallissa aikakehitystd kuvaa-
va funktio on
B(t) = C - €M,
missd B(t) on populaation koko ajanhetkelld ¢, C' on populaation
koko alussa, ja k on verrannollisuuskerroin. Tehtdvinannon mukaan
C =1 ja k =1,5. Ndin ollen bakteeripopulaation koko viikon (eli 7
vuorokauden) kuluttua on

B(7) =17 = 1% ~ 36000.

Ennuste viikon kuluttua havaittavalle méaéréille on siis 36 g.
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3. b) Laske funktion g(z) = sin z kuvaajan ja x-akselin véliin jadva ala
valilla [, 8]. (Muista tutkia ensin, missé funktio g on negatiivinen.)

Ratkaisu. Integraali antaa funktion kuvaajan ja x-akselin viliin
jadvan pinta-alan positiivisena tai negatiivisena, riippuen siitd, kul-
keeko kuvaaja x-akselin yla- vai alapuolella. Jos halutaan tietdd aito
pinta-ala, on integraali laskettava erikseen niilld véileilld, joilla funk-
tio on negatiivinen, ja vaihdettava nailla valeilld tuloksen etumerkki.

Sinifunktio on jatkuva, joten se voi vaihtaa merkkidin vain nol-
lakohdissaan. Sinifunktiolle pitee sin0 = 0. Lisdksi nollakohdat
toistuvat m:n vélein. Vilille [r, 8] osuu siis kaksi nollakohtaa: 7 ja
27 (= 6,28). Lasketaan integraali erikseen vileilla [r, 27| ja [27, 8].
Sinin integraalifunktion lauseke on — cosz, joten

27 2w
/ sinxdx:/—cosx:—cos?7r—(—c057r):—1—1:—2,

™

ja
8 8

/ sinxdac:/—cosxz—cosS—(—cosQw):—cos8—(—2)
2 27

=1—-cos8~1,15.

Jotta saadaan todellinen pinta-ala, tdytyy negatiivinen integraali
muuttaa positiiviseksi ja laskea sitten integraalit yhteen. Alaksi tulee
néin ollen 2 + (1 — cos8) = 3 — cos 8 =~ 3,15.

4. Erasseen siilioon virtaa ainetta A nopeudella a ja sieltd virtaa ulos
samaa ainetta nopeudella b. Sisddntulevan virtauksen nopeus a on
vakio, mutta ulosvirtauksen nopeus noudattaa funktiota b(t) = %,
missd m(t) on aineen madra siiliossé ja k on verrannollisuuskerroin.
Kirjoita virtaustilannetta kuvaava differentiaaliyhtalo.

Sisdantuleva virtaus katkaistaan ajanhetkelld 0, jolloin siiliGssa
on ainetta 2 litraa. Ratkaise niin syntyvia tilannetta kuvaava al-

kuarvotehtévi. (Jos et osannut kirjoittaa differentiaaliyhtélod, voit



kiyttad yhtdlod m(t)m'(t) = —k.) Mikd on verrannollisuuskertoi-
men k arvo, kun tiedetdén, ettd siilié tyhjeni 4 tunnissa?

Ratkaisu. Jos merkitéén siiliossd olevan aineen maaraa m(t) kul-
lakin ajanhetkelld ¢, niin derivaatta m/(¢) on aineen méérén muutos-
nopeus. Tdm& muutosnopeus saadaan toisaalta vihentamélla tule-
van virtauksen nopeudesta poistuvan virtauksen nopeus, eli m'(t) =

a — b(t). Kun tiedetédén liséksi, ettd b(t) = %, niin voidaan muo-
dostaa tilannetta kuvaava differentiaaliyhtilo:
k
m'(t) =a— —.
(t) m(D)

Téahan liittyy oheinen virtauskaavio.

a b(t)=k/m(t)

— m(t) >

</

k

Kun sisddntuleva virtaus katkaistaan, niin ¢ = 0. T&ll6in s&iliossa
oli 2 litraa ainetta, joten tilannetta kuvaa alkuarvotehtiva

k

m(t)l = _%7

m(0) = 2.

Téama yhtilo voidaan kertoa puolittain luvulla m(t), jolloin se saa-
daan separoituun muotoon m(t)m'(t) = —k. Tadmén jilkeen yhtilo
voidaan ratkaista integroimalla se puolittain:

m-m' = —k

Vakio C' on integroimisvakio. Saadusta yhtélostd voidaan vield rat-
kaista m:

= —kt+C

2= 2kt +2C
m = v =2kt + 2C.

Negatiivinen ratkaisu voidaan hyldté, silli aineen méard m ei voi
olla negatiivinen.
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Saadusta ratkaisusta ndhdaén, etté alussam(0) = /—2k - 0+ 2C =
V2C. Toisaalta alkuarvoehdon mukaan m(0) = 2, joten

V20 =2 < 20 =4 << C =2.

Niin ollen m(t) = v—2kt + 4. Kun tiedetddn lisdksi, ettd siilio
tyhjenee neljassd tunnissa, voidaan ratkaista verrannollisuuskerroin
k. Talloin nimittdin m(4) = 0, ja toisaalta

m(4) = vV—2k-4+4=-8k +4.

Siispé
1
V—8k+4=0<«+= 8k+4=0 <= 8k=4 <— k:§.

Alkuarvotehtavén ratkaisu on siis m(t) = /—2kt + 4, ja verran-
nollisuuskertoimen arvo on k£ = 1/2.

. Olkoon
1 11
A=12 3 0
3 4 2

Etsi matriisin A kddnteismatriisi ja ratkaise sitten yhtaloryhmé 1.
Onko yhtaloryhmalld 2 ddreton madré ratkaisuja?

xT —f—y +z = -2 I —+29 +r3 = —16
2z +3y = 1 2: 21 +3x9 = 11
3r +4y +2z = 2 3r1 +4re +2x3 = 3

Ratkaisu. Etsitddn matriisin A kddnteismatriisi eliminoimalla se
ykkosmatriisiksi ja suorittamalla samat operaatiot samalla ykkdos-
matriisille:

11110 0] «(=2) |-(-3)
230|010 + |
3421001 |+
(11 1 | 1 0 0] «

~ (001 =2 | =2 1 0f «(=1) |-(=1)
01 -1 [ =301 |+
(1 0 3 | 3 -1 0] «

~ 01 =2 | =2 1 0 | +
00 1 [ -1 —1 1] «(=3) [-2
(1 00| 6 2 -3]

~ 01 0] -4 -1 2
001 | -1 -1 1]




Kéaanteismatriisi on siis
6 2 -3
Al=1-4 -1 2
-1 -1 1

Yhtaloryhmissd 1 ja 2 on molemmissa samat kertoimet, ja ndma
muodostavat matriisin A. Jos merkitdan
-2
ja B=1]1],
2

niin ensimmaistd yhtaloryhméaé vastaa matriisiyhtdlo AX = B. Kos-
ka A on kddntyvi, niin yhtdloryhmén ratkaisu on

X =

N K

6 2 -3][-2 6-(—2)+2-1-3-2
X=A"'"B=|-4 -1 2 1|=|-4-(-2)—1-1+2-2
-1 -1 1 2 —1-(=2)—1-1+1-2
12+2—6 —16
=|8-1+4|=|11
2—1+2 3

Siisx =—16,y=1ja z = 2.
Jos sitten merkitdan

o] ]
XQZ T2 ja BQZ 11

[ 3]

niin yhtaléryhméaa 2 vastaa matriisiyhtalo AXy = B,. Koska matriisi
A on edelleen kdantyvi, yhtdloryhmélla on tdsmailleen yksi ratkaisu:
X, = A7 B,. Silli ei siis ole #firetontd miirii ratkaisuja.



