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Tehtavissé 3 oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Derivoi lausekkeet:
r—1

e e’ -sinzx.
z+1

1
22° — —zt + x +e,
3
Ratkaisu. Ensimmaéinen derivoitava on polynomi. Koska e on vakio, joka
ei riipu muuttujasta x, sen derivaatta on nolla. Niin saadaan
5 L 4 g 1 3 s 4
D | 2z —gx +rx+e| =252 —§-4x +14+0=10x —gx + 1.

Toisessa kohdassa kiytetdan rationaalifunktion derivoimissdantoa:

r—1\ D@E-1)-(z+1)—(x—-1)-D(x+1)
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Kolmanteen lausekkeeseen tarvitaan tulon derivoimissaantoas:
D (e®-sinz) = De” -sinx+€”- D sinz = e -sinz + € - cosz

= e”(sinx + cos ).

2. Mééritelladn f(z) = 22° — 2z — 4 kaikilla reaaliluvuilla z. Laske funktion
f kuvaajan ja x-akselin viliin jadvian alueen pinta-ala funktion f nolla-
kohtien vililla.

Ratkaisu. Pinta-ala saadaan integroimalla. Maéritetddn ensin funktion
f nollakohdat:

202 — 20 —4=0 <= 202> -2-2)=0 < 2> -2 —-2=0.
Toisen asteen polynomin nollakohdat saadaan ratkaisukaavasta:
C1£/12-4-1-(-2) 1+V9 1+£3
B 2-1 22

Nollakohdiksi saatiin z; = 2 ja x9 = —1.
1
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Koska funktion f kuvaaja on ylospidin aukeava paraabeli, funktio on
nollakohtiensa vélissd negatiivinen. Téten pinta-ala on tuolla vililla las-
ketun integraalin vastaluku. Alaksi saadaan siis

—/im?—mp4dx=—z<%?—x?—m>
() ()

__ |16 12+2 3l =9
- 3 3 -

3. a) Radioaktiivinen hajoaminen noudattaa eksponentiaalisen kasvun (pa-
remmin sanottuna vihenemisen) mallia. Erasta radioaktiivista ainetta oli
alussa 100 kg mutta 10 vuoden kuluttua endd vain 50 kg.

Kirjoita funktio, joka kuvaa kyseessi olevan aineen mairida kullakin
ajanhetkelld, ja laske tdman funktion avulla, kuinka monen vuoden ku-
luttua ainetta on jiljelld vihemmaén kuin 1 g.

Ratkaisu. Eksponentiaalisen kasvun mallin mukaan aineen méiard nou-
dattaa funktiota
m(t) = moe™,
missé ¢ on aika vuosina, mg on aineen méara alkuhetkelld ja k£ on verran-
nollisuuskerroin (téssd negatiivinen, koska on kyse vihenemisesté). Alussa
ainetta oli 100 kg, joten mg = 100. Toisaalta 10 vuoden kuluttua ainet-
ta oli jiljella 50 kg, eli m(10) = 50. Téstd saadaan yhtélo, jonka avulla



voidaan ratkaista k:

100eF1° =50 || : 100
1
elOk = 5 || In
1
10k =1In 2 || : 10
ln%
k=—2~ —0,0693.

Lopulta taytyy selvittaé, kuinka monen vuoden péésta m(t) = 0,001
kg. Tamé ratkeaa seuraavasti:

100e %99 = 0001 || : 100
670,06931& — 1075 ” In
—0,0693t =In107° || : (—0,0693)
In10~°
t=——— a2 166,1.
0,0693 ’

Aikaa kuluu siis vihintddn 167 vuotta, ennen kuin aineen méira on alle
0,001 kg.

3. b) Ratkaise seuraava alkuarvotehtavé:

y"(t) =1 — cost, y(0)=1, #(0)=1.

Ratkaisu. Tehtavin differentiaaliyhtalé voidaan ratkaista integroimalla
se puolittain kaksi kertaa. Ensin

v (1) :/y”(t)dt:/l—costdt:t—sint—i-C.

Téssda C' on jokin integroimisvakio. Koska alkuehdon mukaan y'(0) = 1,
ja toisaalta juuri saadun tuloksen mukaan

y'(0)=0—sin0+C =0+ C,

niin taytyy olla C' = 1. Siispé y'(t) = ¢t —sint + 1.
Jotta saadaan tietdd y, integroidaan toistamiseen:

t2
y(t)=/y'(t)dt:/t—sint+1dt:§+cost+t+D.

Téssd D on jélleen jokin integroimisvakio. Toisen alkuehdon mukaan y(0) =
1, ja juuri saadun tuloksen perusteella

2

y(o):5+c0s0+0+D=0+1+0+D:D+1.



Téaten taytyy olla D = 0. Lopulliseksi vastaukseksi saadaan siis

t2
y(t) = 3 + cost +t.

. S&ilioon virtaa erdstd ainetta nopeudella a ja sieltd virtaa ulos samaa ai-
netta nopeudella b. Sisddntulevan virtauksen nopeus a on vakio, mutta
ulosvirtauksen nopeus noudattaa funktiota b(t) = %, missd m(t) on ai-
neen maara siilicssa ajanhetkelld t ja k on verrannollisuuskerroin. Kirjoita
virtaustilannetta kuvaava differentiaaliyhtilo.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa sisddntuleva virtaus katkais-
taan ajanhetkelld 0, jolloin siiliGssa on ainetta 2 litraa. Ratkaise tata ti-
lannetta kuvaava alkuarvotehtévi. (Jos et osannut kirjoittaa differentiaa-
liyht&l64 edellisessa tilanteessa, voit nyt kiyttaa yhtaloa m(t)m'(t) = —k.)
Mika on verrannollisuuskertoimen k arvo, kun tiedetdin, ettad siilié tyh-
jeni 4 tunnissa?

Ratkaisu. Jos merkitadn siiliossd olevan aineen maarad m(t) kullakin
ajanhetkelld ¢, niin derivaatta m/(t) on aineen mééirdn muutosnopeus.
Tama muutosnopeus saadaan toisaalta vihentamalld tulevan virtauksen
nopeudesta poistuvan virtauksen nopeus, eli m'(t) = a — b(t). Kun tiede-
taan lisaksi, ettd b(t) = %, niin voidaan muodostaa tilannetta kuvaava
differentiaaliyhtalo:

Téahén liittyy oheinen virtauskaavio.

a b(t)=k/m(t)

— m(t)

k

Kun sisdantuleva virtaus katkaistaan, niin a = 0. Tall6in siiliossi oli 2
litraa ainetta, joten tilannetta kuvaa alkuarvotehtiva

Tama yhtdlo voidaan kertoa puolittain luvulla m(t), jolloin se saadaan
separoituun muotoon m(t)m'(t) = —k. Taméin jilkeen yhtdlo voidaan



ratkaista integroimalla se puolittain:

m-m' = —k

Vakio C' on integroimisvakio. Saadusta yhtédlostd voidaan vield ratkaista
m:

= —kt+C

= -2kt + 2C
m = £V -2kt 4+ 2C.

Negatiivinen ratkaisu voidaan hyléta, silli aineen méard m ei voi olla
negatiivinen.

Saadusta ratkaisusta nahdéén, ettd alussa m(0) = =2k -0+2C =
v2C. Toisaalta alkuarvoehdon mukaan m(0) = 2, joten

V20 =2 < 20 =4 << C =2.

Néin ollen m(t) = /—2kt + 4. Kun tiedetdén lisiksi, ettd siilic tyhje-
nee neljissd tunnissa, voidaan ratkaista verrannollisuuskerroin k. Talloin
nimittdin m(4) = 0, ja toisaalta

m(4) =V —2k -4+ 4=+/—8k +4.

m2
2
m2

Siispa
1
V-8 +4=0<+= 8k+4=0 <<= 8k =4 <= kzi'

Alkuarvotehtavin ratkaisu on siis m(t) = v/ —2kt + 4, ja verrannolli-
suuskertoimen arvo on k = 1/2.

. Olkoot
[24-4] Fm 17 21
A=11 2 0 ja B= 5 -8 —1}.
[2 3 —5J [—1 2 0 J
Etsi matriisin A kidanteismatriisi eliminointimenetelmallid. Vastaukseksi

pitéisi tulla matriisi B. Ratkaise sitten yhtdloryhmé 1. Onko yhtéaléryh-
malld 2 dareton maara ratkaisuja?

20 +4dy  —=z —2 2x1 +4r9 —2x3 = 41
r +2y 1 2. T +2xo —20
20 +3y —Hz = 2 2x1 +3x9 —dx3 = 4



Ratkaisu. Etsitddn matriisin A kifinteismatriisi eliminoimalla se ykkos-
matriisiksi ja suorittamalla samat operaatiot samalla ykkosmatriisille:

2 4 -1 | 1 0 0] « (vaihd.) 12 0 | 01 0] «(=2) |-(-2
12 0 0 1 0 « ~ 124 -1 | 100 « |
23 -5 ]001 23 -5]001 —
(1 2 0 |0 1 0 1 2 0 |0 1 0
~ 10 0 =1 | 1 =2 0| « (vaihd.) ~ [0 =1 =5 | 0 =2 1| -(=1)
0 -1 =5 [ 0 -2 1| « 0 0 -1 | 1 =2 0| -(-1)
[1 20| 0 1 0 120 0 1 0] «
~101 5] 0 2 -1 « ~|010] -5 —8 —1| (=2
001 | -12 0] (=5 001 ]| -1 2 0

[1 0 0 | 10 27 2

~ 1010 | -5 -8 -1

001 | -1 2 0

Ykkomatriisi muuttui matriisiksi B, joten B todellakin on matriisin A
kédnteismatriisi.
Yhtéloryhmissd 1 ja 2 on molemmissa samat kertoimet, ja ndmé puo-
lestaan muodostavat matriisin A. Jos merkitdin
x —2
X=ly ja C=1|11,
z 2
niin ensimmaéistd yhtaloryhmaé vastaa matriisiyhtalo AX = C. Koska A
on kidntyvi, niin yhtdloryhmén ratkaisu on

X=A"'"C=BC= [_;0 iz; —211 [_ﬂ

-1 2 o] (2]

—10-(—=2)+17-1+2-2 20+ 17+ 4 41
=| 5-(-2)—-81-1-2 | =|-10-8-2| = |-20
—1:-(-2)+2-140-2 24240 4

Siis z =41, y = —20 ja z = 4.
Jos sitten merkitdan

X1 41
X2: ) ja 02: —20 s
T3 4

niin yhtéloryhmaa 2 vastaa matriisiyhtdlé AX, = C5. Koska matriisi A
on edelleen kiddntyva, yhtaloryhmalla on tdsméilleen yksi ratkaisu: X, =
A71Cy = BQC,. Sill ei siis ole diretontid mairai ratkaisuja.



