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Mallivastaus, 6 sivua

Tehtavissé 3 oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Derivoi lausekkeet:
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gx?’ —22% + 1 — 4, m—+1, Va3,
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Ratkaisu. Ensimméinen derivoitava on polynomi:
1 1
D<§x3—2x2+x—4> :§-3x2—2-2x+1:x2—4x+1.

Toisessa kohdassa kiytetdan rationaalifunktion derivoimissdantoa:
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Sieventamaélld saadaan kolmas derivoitava helpompaan muotoon:
Vadzd = V4 - Vad = 2452

Derivoidaan tdmaé potenssin derivoimissdinon mukaisesti:

D(22%%) =2- g:v3/21 = 322 = 3/x.

2. Ratkaise seuraava alkuarvotehtéava:

y"(t) = sint, y'(0) =0, y(0)=0.
Ratkaisu. Differentiaaliyhtélé voidaan téssa tapauksessa integroida suo-
raan. Kun y”(t) = sint, niin

J(t) = /y"(t) dt = /sintdt: —cost+C,
missd C' on integroimisvakio. Siispa

y'(0)=—cos0+C =-1+C.
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Toisaalta ensimmaéisestéd alkuarvoehdosta ndhdéin, ettd y'(0) = 0. Téten
—1+4+ C =0 ja edelleen C' = 1.
Nyt siis y'(t) = — cost + 1, joten

y(t)=/y'(t)dt=/—cost+1dt:—sint+t+D.
Siispa
y(0) = —sin0+0+D=0+D =D,

Toisaalta toisesta alkuarvoehdosta néhdéén, etta y(0) = 0, joten D = 0.
Taten alkuarvotehtdvin ratkaisu on

y(t) = —sint + ¢.

a) Osoita, ettd funktio F(z) = e~2%" on funktion f(z) = —ze™2*" inte-
graalifunktio, ja laske integraali

2
_1g2
/ —xe 27 dx.
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Ratkaisu. Méaaritelméan mukaan funktio F on funktion f integraalifunk-
tio, jos F' = f. Derivoidaan siis funktio F' ja toivotaan, etti saadaan tu-
lokseksi f. Téssé kiytetdan yhdistetyn funktion derivoimissaantoas:

2 1 2 1 2
F’(l’) = e_%z - D <_§x2> — e_%z . <_§> QT = —xe_%m = f(x)

Koska nihtavisti F' on f:n integraalifunktio, niin kysytty integraali voi-
daan laskea helposti:

2
/—xe 2T da:—/f dx—/F /6%2:6_%'4—6_%'0
0

=e? -1~ —0,632.

3. b) Verkkoaidasta, jota on kiytettévissd 40 metriéi, on rakennettava suora-
kulmainen aitaus rakennuksen seinidi vasten. Rakennuksen seind korvaa
yhden pitkistd sivuista, niin ettd verkkoa tarvitsee kiyttda vain kolmeen
sivuun. Miten pitkien on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-
ala olisi mahdollisimman suuri?

Ratkaisu. Kuvaillaan aitauksen pinta-alaa sen lyhyen sivun funktiona
ja yritetdan maksimoida tdméa funktio. Merkitddn lyhytta sivua z. Koska
aitaan tulee kaksi lyhytta sivua ja yksi pitkid, ja ndiden yhteispituuteen
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on kiytettavissd 40 m aitaa, niin pitkdn sivun pituudeksi jaa 40 — 2zx.
Aitauksen pinta-ala puolestaan on lyhyen ja pitkéin sivun tulo:

A(r) = 2(40 — 27) = 40z — 22°.

Voidaan ajatella, ettd lyhyt sivu on lyhimmillian 0 m. Pisimmilld&n se
voi olla 20 m, silla talloin kaikki aita hupenee kahteen pitkddn sivuun
(2 -20 = 40). Siispa x on valilla [0, 20], eli toisin sanoen funktio A on
médritelty valilla [0, 20].

40 - 2x
Jotta saadaan selville funktion A kulku, derivoidaan se:
A'(z) = D(40x — 22%) = 40 — 4x.
Derivaatalla on vain yksi nollakohta:
40 -4z =0 <= 4 =40 <= z =10.

Koska A on suljetulla vililla méaaritelty derivoituva funktio, se saa suu-
rimman arvonsa joko derivaatan nollakohdassa tai méirittelyvilin paite-
pisteessi. Lasketaan ndmé arvot:

A(0)=0-(40—2-0) =0,
A(20) =20 - (40 —2-20) =20 -0 = 0,
10 - (40 — 2 - 10) = 10 - 20 = 200.

Suurin arvo saavutetaan, kun lyhyen sivun pituus on z = 10 (m). T&ll6in
pitkdn sivun pituus on 40 — 2z = 40 — 20 = 20 (m). Tarkastelun olisi
voinut myd6s tehdd merkkikaavion tai muun vastaavan avulla.

. Madritellddn jokaista positiivista kokonaislukua k vastaava funktio f,
jonka lauseke on fy(r) = —a?* + 1. Laske funktion f; kuvaajan ja x-
akselin viliin jadva pinta-ala vélilla [—1, 1] niissd tapauksissa, joissa k = 1
tai k = 2.

Ratkaisu. Kun k = 1, funktion f; lauseke on fi(z) = —2? + 1. Tami
on alaspiin aukeava paraabeli, jonka nollakohdat ovat —1 ja 1, silld

filz) =0 <= —2°+1=0 <= 2°=1 < z==+1.



Funktio on siis koko tarkasteluvililld epanegatiivinen. Sen kuvaajan ja
x-akselin viliin jadvin alan saa téten suoraan integroimalla

/_llfl(x)dmzf_ll—x2+1dx:7(—%3-1-96)
() (1)1 ()-S

Kun k = 2, funktion lauseke on fy(r) = —z* + 1. Tamin ainoat nolla-
kohdat ovat jilleen —1 ja 1, silla
fo(2) =0 &= —1*+1=0 <= 1*=1 <= z = =+1.
Funktio on jatkuva, joten se ei voi vaihtaa merkkidan nollakohtien vililla.
Koska se saa nollakohtiensa vilissd positiivisen arvon, esim. fo(0) = 1,
niin se on epénegativiinen koko vililla [—1,1]. Kysytyn pinta-alan saa
jalleen integroimalla

/_11f2(x)dx:/_11—x4+1dx:_/1(—‘%5+x)
(1) ()

Yleisessé tapauksessa funktion lauseke on fi(x) = —x?* + 1. Koska 2k
on parillinen potenssi, niin 22* = 1 tismilleen silloin kun z = —1 tai
x = 1. Taten funktion fi(z) nollakohdat ovat jilleen —1 ja 1, ja funktio
on epénegatiivinen koko vélilla [—1, 1]. Pinta-alan saa integroimalla
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Aina pitee 12! = 1. Toisaalta, koska potenssi 2k + 1 on pariton, niin
(—1)%+1 = —1. Niin saadaan
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Jos nyt k kasvaa rajatta, niin lauseke -2

2k+1

li 2 2 2—-0=2
im — =2-0=2

pienenee kohti nollaa. Téaten




rajatilanne

5. Olkoon
B [1 1 1-|
4= [g ?1 (Q)J .

Etsi matriisin A kddnteismatriisi ja ratkaise sitten yhtaloryhmé 1. Onko
yhtaloryhmalla 2 ddreton maara ratkaisuja?

r 4y 4z = -2 T 4x, 4x3 = —16
1: 2z 43y = 1 2. 2x1 +3z9 = 11
3z +4y +2z = 2 3r; +4xy +2x3 = 3

Ratkaisu. Etsitdan matriisin A kdénteismatriisi eliminoimalla se ykkdos-
matriisiksi ja suorittamalla samat operaatiot samalla ykk&smatriisille:

1 1 1] 10 0] «(—2) |-(=3)
230|010 « |
3421001 |
(11 1 | 1 0 0] «
w001 =2 | =2 1 0] (=1) |-(-1)
01 -1 [ =301 |
(10 3 | 3 -1 0] «
~ 01 =2 | =2 1 0 |+
00 1 | -1 =1 1] «(=3) [-2
(1 00| 6 2 -3]
~ 01 0] -4 -1 2
001 | -1 -1 1]
Kaanteismatriisi on siis
[6 2 —3]
Al=1-4 —1 21.
[—1 -1 1J



Yhtéloryhmissa 1 ja 2 on molemmissa samat kertoimet, ja ndma muo-
dostavat matriisin A. Jos merkitdin
z —2
X=ly ja B=|11,
z 2

niin ensimmaéistd yhtaloryhmai vastaa matriisiyhtdlo AX = B. Koska A
on kddntyva, niin yhtaléryhmén ratkaisu on

6 2 -=3][-2 6-(—2)+2-1-3-2
X=A"'B=|-4 -1 2 1|=|-4-(-2)—1-1+2-2
-1 -1 1 2 —1-(-2)—1-1+1-2
12+2-6 —16
=[8-1+4+4|=|11
2—-1+2 3

Siisx = —16, y =1 ja z = 2.
Jos sitten merkitaan

I —16
Xo=|zo| ja By= |11 |,
I3 3

niin yhtaloryhmaéd 2 vastaa matriisiyhtdlo AX,; = Bs. Koska matriisi A
on edelleen kidntyvi, yhtaloryhmalld on tdsmaélleen yksi ratkaisu: Xy =
A"1B,. Silli ei siis ole ddretonti miirii ratkaisuja.



