8.4 Stokastiset prosessit

Stokastisella prosessilla tarkoitetaan prosessia, jossa systeemin tila kullakin ajanhetkelld
ei ole t#ysin riippuvainen menneisyyden tiloista (kuten esimerkiksi aiemmin késittellyissa
eksponentiaalisen tai logistisen kasvun malleissa), vaan mukana on tiettyd satunnaisuut-
ta. Vaikka systeemin alkutila siis tunnettaisiin, ei voida tarkasti ennustaa, mihin tilaan
systeemi tulevaisuudessa siirtyy, vaan eri vaihtoehtoja on monia. Kun tunnetaan toden-
nékoisyydet, joilla tiloista toisiin siirtyminen tapahtuu, voidaan kuitenkin paatella tilas-
tollisesti, kuinka suuri osa havaintoaineistosta esimerkiksi paatyy mihinkin tilaan tietyn
ajan kuluessa.

Jos erilaisia mahdollisia tiloja on darellinen méaard, niiden suhteellisia todennakdisyyk-
sid kullakin ajanhetkelld ¢ voidaan merkitd tuntemattomilla z1(¢), z2(t),. .., zn(t). Jos
prosessi on lisdksi diskreettiaikainen eli tilasta toiseen siirrytddn vain tietyin kiintein
aikavilein, niin ajanhetkiéd voidaan merkita luonnollisilla luvuilla 0,1,2,3 jne. T&llin esi-
merkiksi viidennen tilan todennékoisyyttéd ajanhetkelld 13 merkittéisiin x5(13). Kullakin
ajanhetkelld kaikkien todenndkoéisyyksien summan on oltava yksi, eli

.’El(t) +.’172(t) + - +.’L'n(t) =1.

Tilasta toiseen siirtymisen todenndkoisyyttd kuvaavat luvut aj;(t), missé ¢ on lahtétilan
indeksi, j tulostilan indeksi ja t ajanhetki. Luku aj;(t) on siis todennékdisyys, jolla tilaan
j siirrytéén tilasta ¢ ajanhetkelld t. Jos siirtymisen todenn#kdéisyys ei riipu ajanhetkesté
vaan ainoastaan alkutilasta (eli prosessi on niin sanotusti stationaarinen), niin toden-
nékoisyyksid voidaan merkitd yksinkertaisesti aj;. Jatkossa tarkastellaan vain téllaisia
prosesseja.

Kullakin ajanhetkelld ¢ voidaan tulostilaan j siis siirtyd kustakin ldhtotilasta ¢ toden-
nékoisyydelld aj;. Kun z;(t) on tilan ¢ todenndkoisyys hetkelld ¢, niin ajz;(t) on tu-
losdénndén mukaan se todenndkdisyys, jolla hetkelld ¢ oltiin tilassa ¢ ja sitten siirryttiin
tilaan j. Tulostilan kokonaistodennékoisyys seuraavalla ajanhetkelld médrdytyy kaikkien
mahdollisten 1dhtotilojen todenndkoisyyksistd edelliselld ajanhetkelld seuraavan yhtalon
mukaisesti:

zj(t+1) = ajiz1(t) + ajewa(t) + - - + ajnn ().

Koska jokaisesta ldhtotilasta ¢ joko siirrytddn johonkin toiseen tai pysytéén paikallaan,
patee siirtyméatodennékoisyyksille lisdksi aina yhtélo

ayi +agi +az; + - +an; = 1.

Siirtymistd kuvaavia yhtaloitd saadaan jokaista tulostilaa kohti omansa, ja ndistd voidaan
muodostaa yhtdloryhma

anxl(t) + a12$2(t) + .+ aln:(;n(t) = I (t + 1)
a2121(t) + azza(t) + - + agzn(t) = z2(t+1)

an171(t) + anexa(t) + -+ + appzn(t) = z,(t+1)



Kuten tiedetdén, téllainen yhtéléryhmaé voidaan kirjoittaa matriisiyhtalona

ai;] a2 ... Qin Jtl(t) .’L‘1(t + 1)
a1 Q92 -.. Q2 :EQ(t) B .fl?g(t + 1)
pl Gp2 - Gpp| [ZR(t) Tn(t+1)
Kerroinmatriisia
aij; a2 ... Qaip
A a1 a2 ... Qao2p
anl1 Gp2 ... Gpp

kutsutaan siirtymdatodenndkdisyysmatriisiksi. Yhtélon (8.4) nojalla tdmén matriisin kun-
kin sarakkeen todenn#kdisyyksien summan on oltava 1.

Siirtymatodennakdisyysmatriisin merkitys on siind, ettd jos silld kerrotaan sarakemat-
riisia X (¢), joka siséltdd kaikkien tilojen todenndkdisyydet ajanhetkelld ¢, saadaan tu-
loksena kaikkien tilojen todenndkéisyydet ajanhetkelld ¢ 4+ 1. Néin voidaan laskea misté
tahansa lahtotilasta X (0) alkaen tilanteen kehittyminen kuinka pitkélle hyvinsé, esim.
AX(0) = X(1), AX (1) = A%2X(0) = X(2), jne.

Itse asiassa on usein tulkinnanvaraista, onko jokin monitilaprosessi stokastinen vai ei.
Esimerkiksi radioaktiivista hajoamista voidaan ajatella prosessina, jossa tietty maara ai-
netta hajoaa aina tietyn ajan kuluessa (deterministinen tulkinta). Toisaalta kullakin ato-
miytimelld on tietty todennékoisyys hajota (eli siirtyd alkutilasta hajonneeseen tilaan),
joten hajoamisprosessia voidaan ajatella myos stokastisena prosessina. Kun tarkastellaan
suuria maarid ainetta, molemmat tulkinnat johtavat samoihin laskuihin. Toisinaan on
kuitenkin hyvé pitdd mielesséd, kummalta kannalta asiaa on alunperin ldhdetty tarkaste-
lemaan.

Esimerkki 8.1. Tarkastellaan metsdn pintakasvillisuuden sukkessiota eli sitd, miten
erilaiset lajit vahitellen korvaavat toisensa metsidn kehittyessa. Pintakasvillisuuden lajit
voidaan jakaa pioneereihin, vélilajeihin sekd kliimaks-lajeihin. Lisdksi osa metsidalueesta
voi olla tyhjad. Kuvataan nyt tilannetta stokastisena prosessina, jossa eri tilat vastaavat
eri lajityyppeji. Naité tiloja on neljd, kun tyhja tila lasketaan mukaan: 1 = tyhja tila, 2
= pioneerilaji, 3 = vililaji, 4 = kliimaks-laji. Tilan 7 todennakéisyys z;(t) kuvaa nyt sité
tilastollista osuutta havainnoitavan alueen pinta-alasta, jonka kasvillisuus on ajanhetkell&
t kyseisessa tilassa. Kdytetddn ajanyksikkond vuotta ja tarkastellaan tilannetta aina joka
vuoden alussa, jolloin ¢ saa vain kokonaislukuarvoja 0,1,2,3 jne.

Sukkessio on yleensé etenevad, eli kustakin tilasta voidaan siirtyéd vain korkeampaan ti-
laan. Kuitenkin jokin hiirié voi palauttaa osan metsistd aikaisempaan tilaan. Kuten
tilojen todenndkdisyydet, myds siirtymatodennékoisyydet aj; on ymmarrettavé tilastol-
lisesti, eli ne kuvaavat sitd suhteellista osuutta metsasta, jonka lajisto kunakin vuonna
siirtyy tilasta ¢ tilaan j. Tarkastellaan seuraavassa esimerkkié, jossa etenevin sukkession
siirtymétodennékoisyydet ovat

a1 = 0757 asy = 0747 asz = 0717
as; =0, aso =0, as3 = 0,05.



Liséksi asetetaan pieni todennikoisyys, jolla kliimaks-lajeja tuhoutuu jonkin hairién (esi-
merkiksi metsipalon tai hakkuun vuoksi) ja metsad palautuu tyhjdan tilaan:

a14 — 0,005.

Kaikki muut takautuvat siirtymét oletetaan mahdottomiksi. Hairiosiirtymé voi olla eri
luonteinen kuin muut siirtymét, koska nuo muut tapahtuvat enemmén tai vihemman jat-
kuvasti, mutta hairio on yleensd lyhytaikainen ja kertaluonteinen. Voitaisiin jopa sanoa,
ettd hairidsiirtyma on luonteeltaan “enemman stokastinen”. Pitkdn aikavélin tarkastelus-
sa tdmé ero voidaan kuitenkin unohtaa.

Sukkessiota voidaan kuvata seuraavanlaisella virtauskaaviolla.

a,=0,5
\/
1 VAN > 2

a,,=0

a,=0 a,,=0,1

a,,=0,005
a,,=0,4

AV
4 < yAN 3

a,,=0,05

Kussakin tilassa ¢ pysymistd kuvaavat siirtymétodennikoisyydet lasketaan vihentamalla
kokonaistodennakdéisyydestd 1 kaikki todennékoisyydet, joilla tilasta ¢ siirrytdan pois,
esimerkiksi ago = 1 —ago — a4 = 1 — 0,1 — 0 = 0,9. Siirtyméatodennakoisyysmatriisiksi

saadaan néin
01 0 0 0,005

05 09 0 0
04 0,1 0,95 0
0 0 005 0995

A=

Tarkastellaan alkutilaa, jossa metsé on jakautunut eri tiloihin seuraavasti: z1(0) = 0,5,
z2(0) = 0,4, z3(0) = 0,1 ja z4(0) = 0. Néistd voidaan muodostaa tilamatriisi

20 [05
K (0) (0,4
XO) = o0 = lo

x4(0) 0

Tilanne vuoden kuluttua saadaan kertomalla tdmé tilamatriisi siirtymétodennékoisyys-
matriisilla:

01 0 0 0005 [0,5 0,05
05 09 0 0o | |o4]| |oe61
X(1) = 4X(0) = 04 01 095 0 | 01|~ 0,335
0 0 005 0995 |0 0,005



Toisen vuoden kuluttua metsdosuudet olisivat vastaavasti

0,1 0 0 0,005] [ 0,05 0,005025

0,5 09 0 0 0,61 | | 0,574
X(2) = AX(1) = 0,4 0,1 0,95 0 0,335 | 0,39925

0 0 0,05 0995] [0,005 0,021725

Kuten ndhd&dn, sukkessio on pddasiassa etenevid, eli korkeampien tilojen osuudet kas-
vavat. Toisaalta osa kliimaks-vaiheen metséstd putoaa myos takaisin tyhjaén tilaan. On
kuitenkin muistettava, ettd néissa laskuissa on koko ajan kyse todennédkéisyyksisté, eika
esimerkiksi voida olettaa, ettd joka vuosi metsdosuudet kehittyisivit tdsmélleen samalla
tavalla. Tilastollisesti kehitys pitdd paikkansa sitd tarkemmin, mitd suurempaa metséi-
aluetta havainnoidaan ja mitd pidemmalls aikavililla tilannetta seurataan.

Siirtyméatodennédkoisyysmatriisin avulla voidaan myo6s tutkia systeemin tasapainotiloja.
Niaméi ovat sellaisia tiloja, joissa systeemi ei endd kokonaisuudessaan muutu eli jokai-
sen tilan todennédkoisyys pysyy vakiona ajanhetkestéd toiseen. Jos merkitdén tilojen to-
denn#koisyydet sisdltdvad matriisia X (¢), niin téllainen tila toteuttaa tasapainoyhtdlon
X(t+1) = X(¢), joka on siirtymatodennakoisyysmatriisin avulla kirjoitettuna

Kun kerrotaan tamén yhtdlon oikea puoli ykkosmatriisilla (miké ei tietenkddn muuta
oikean puolen matriisia mitenkddn) ja siirretdén tuloksena saatava matriisi vasemalle
puolelle, paadytédn yhtéloon AX(t) — I, X (t) = 0y, missé 0, on pelkkia nollia siséltava,
nollamatriisi. Nyt voidaan ottaa vasemmalla puolella matriisi X (¢) yhteiseksi tekijéksi,
jolloin saadaan lopulta yhtalo

(A—1,)X(t) = 0.

Téama yhtélo vastaa erdstd yhtaloryhmés, jonka ratkaisut siis méarittavat tasapainotilan.
Eris ratkaisu on aina se, missé kaikki todennékéisyydet z;(¢) ovat nollia, mutta tdmé on
hylattava, silld kullakin ajanhetkelld tilojen todennakdisyyksien summan on oltava 1. Jos
muita ratkaisuja kuin nollaratkaisu ei 16ydy (eli yhtdléryhmé ei ole huonosti ratkeava),
niin systeemilld ei ole tasapainotiloja.

Esimerkki 8.2. Ratkaistaan edellisen esimerkin sukkessiota kuvaavan systeemin tasa-
painotilat. Muodostetaan ensin ratkaistavan yhtédloryhméan kerroinmatriisi

00 0 0 0,005 1000 0,9 0 0 0,005
A_1 _ |05 09 0 0| 0100 05 —01 0 0
"~ 104 01 095 0 0010 04 01 -005 0

0 0 005 0,995 0001 0 0 0,05 —0,005

Ratkaistaan sitten matriisiyhtilod (A —I,) X (¢) = 0,, vastaava yhtéloryhmé eliminointi-



menetelmalla:

—0,9 0 0 0,005 | 0] :(-0)9)
05 -01 0 0 | o
04 01 -005 0 | O
L0 0 005 —0005 | 0
10 0  —0,005556 | 0] (=0,5) |-(—0,4)
05 =01 0 0 o] « |
04 0,1 —0,05 0 |0 |
0 0 005 —0005 | 0
10 0 —0,005556 | 0
0 —01 0 0002778 | 0| :(=0,1)
1o 0,1 -005 0,002222 | 0
0 0 005 —0005 | 0
1 0 0 —0,005556 | O 10 0 —0,005556 | 0
0 1 0 —0027178 | 0| -(—0,1) 01 0 —002778 | 0
1o 01 —005 0002222 | 0| « 1o 0 —0,05 0005 | 0| :(—0,05)
0 0 005 —0005 | O 0 0 005 —0005 | 0
1 0 0 —0,005556 | O 1 0 0 —0,005556 | O
01 0 —002778 | 0 01 0 —002178 | 0
oard oard
00 1 —0,1 | 0| -(=0,05) 001 -01 | O
0 0 0,05 —0,005 | 0] « 00 0 0 0

Viimeiseltd riviltad katosivat kaikki muuttujat ennen kuin viimeisen sarakkeen kertoimia
pystyttiin eliminoimaan. Viimeistd saraketta vastaa siis vapaa muuttuja z4(t). Muiden
muuttujien arvot riippuvat vapaan muuttujan arvosta, ja kerroinmatriisin eliminoidusta
muodosta ndhdadnkin, etté

0,005556 - .’E4(t) 0,005556

0,02778 - z4(t 0,02778
X(t) = 0.1 .’124(t4)( ) = .'I)4(t) 0.1
T4(t) 1

Vapaan muuttujan arvo tidytyy kuitenkin vield valita niin, etté eri tiloissa olevien met-
sdosuuksien summaksi tulee 1. Tdmé&n vuoksi valitaan
1

1) =
#4(t) = 5005556 + 002778 T 0.1 1 1

~ 0,88235,

jolloin tasapainotilaksi saadaan lopulta

0,005556 0,0049
0,02778 | 10,0245
0,1 ~ 10,0882

1 0,8824

X(t) = 0,88235

Tasapainotilassa siis pieni osa metsdstd on tyhjassi tilassa, koska osa kliimaks-metsésté
palautuu jatkuvasti tyhjaan tilaan (tietylld todenn#koisyydelld). Samaten osa lajeista
on pioneeri- ja vilitiloissa, koska syntynyt tyhjissd tilassa oleva metsdosuus kehittyy
puolestaan tietylld nopeudella eteenpéin.



