8 Matriisilaskenta

Kurssin loppuosassa tutustutaan matriiseihin ja niiden kiyttéon lineaaristen yhtéloryh-
mien ratkaisemisessa.
8.1 Lineaarisen yhtiloryhméin ratkaiseminen
Maisritelma 8.1. Yhtadloa
a1z1 + asTo + -+ + apTy, = b,

missé a1, ...,a, seki b ovat vakioita ja zi,...,x, ovat tuntemattomia, kutsutaan n:n
tuntemattoman lineaariseksi yhtdloksi. Jos liitetdan yhteen m kappaletta lineaarisia yh-
taloita, joissa on samat tuntemattomat, saadaan lineaarinen yhtaloryhma:

ainzi +ai2ze + -+ aipzTy, = b

a21T1 + a2 + -+ + agxTy, =  bo

Am1Z1 + @maT2 + -+ GppTn = by
Lukuja a11,..., 0y, nimitetddn yhtdloryhmén kertoimiksi. Jos tuntemattomia on vé-
hén, niitd merkitddn yleensi z,vy, z,.... Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaiseminen mer-
kitsee sitd, ettéd 1oydetdan n kappaletta lukuja, jotka tuntemattomien x4, ..., x, paikalle

sijoitettuina toteuttavat yhta aikaa kaikki m yhtaloa.

Esimerkki 8.2. Lineaarisia yhtaloryhmia:

4 = 1
zty=1 2w—y+z = -2 o +aTs
r—y =92 49— = 0 —3z1 +2x9 —x3 = .
y= Y - ) +zr3 = 12
Ensimmaisen yhtéléryhmén ratkaisu on z = 3/2, y = —1/2. Toisella yhtaloryhmélld on

dérettoméin monta ratkaisua, kuten mychemmin nghdéén.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisessa pyritdan 10ytamaéaan luvut, jotka tuntematto-
mien paikalle sijoitettuina toteuttavat kaikki ryhmén yhtdlét. On helppo néhda, ettd
tdmé ei aina onnistu, eli yhtdléryhmalld ei aina ole ratkaisua. Esimerkiksi yhtaloryhmé

z+y = 1
z+y = 0

siséltad kaksi keskenéddn ristiriitaista yhtalod, eivatkd mitkdan luvut x ja y voi toteuttaa
molempia yht#loitd yhtd aikaa. Toisaalta joskus ratkaisuja 10ytyy &drettomésti, kuten
seuraavan yhtiloryhméan tapauksessa:

T—Yy 0
2r—2y = 0°
Tamén yhtdloryhman molemmat yhtalot sisdltdvat saman tiedon luvuista z ja y, nimit-

tdin sen ettd r = y. Mika tahansa luku sijoitettuna sekd z:n ettd y:n paikalle toteuttaa
molemmat yhtalot.



Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemiseksi on olemassa monta menetelméad. Pienilld yh-
taloryhmilld (2-3 yhtélod) voidaan kdyttdd sijoitusmenetelméd, jossa yhdestd yhtélosta
ratkaistaan aina yksi tuntematon, joka sitten sijoitetaan muihin yht&l6ihin. Yhtalojen
lukuméaéran kasvaessa tdma menetelmé kdy kuitenkin epékdytdnnolliseksi.

Talla kurssilla kiytetdan yhtdloryhmien ratkaisemiseen ns. Gaussin-Jordanin eliminoin-
timenetelmad. Siind muokataan yhtdloryhmad yksinkertaisemmaksi sellaisilla tavoilla,
jotka eivat muuta yhtéloryhmén ratkaisuja. Yhtdlot kdydaan 1api ylhaédlta alkaen, ja
jokaisen yhtalon kohdalla toistetaan kaksi paédvaihetta. Namé ovat:

1) Jaetaan yhtélo puolittain, jotta yhtélon vasemmanpuolimmaisen tuntemattoman
kertoimeksi saadaan 1.

2) Eliminoidaan tdmén kertoimen avulla vastaavat tuntemattomat kaikista muista
yhtiloista.

Jalkimmainen vaihe, eliminointi, tapahtuu seuraavasti. Oletetaan, ettd ollaan kéasittele-
méssd 1. yhtdloa ja halutaan eliminoida ensimméinen tuntematon 2. yhtalosta. Kerro-
taan 1. yhtalo puolittain 2. yhtédlon ensimmaéisen tuntemattoman kertoimen vastaluvulla.
Lisataan sitten ensimmaéinen yhtalo toiseen, jolloin tuo tuntematon hévida. Tarkastellaan
ensin yksinkertaista esimerkkié.

Esimerkki 8.3. Olkoon ratkaistavana seuraava yhtélopari:

20 +4y = 2
3r+by = —-1°

Aloitetaan kisittely ensimméisestéd yhtdlosta. Jaetaan yhtdlé puolittain luvulla 2, jolloin
ensimmiéiseksi kertoimeksi tulee 1:

42y = 1
3r+by = —-1°

Toisen yhtdlén ensimmaéisen tuntemattoman kerroin on 3. Jotta tdmai saataisiin hévié-
médn, kerrotaan ensimmaéinen yhtalo puolittain luvulla —3, ja lisdtdin néin saatu yhtalo
toiseen. Ensimmaéinen yhté&loé —3:114 kerrottuna on

—3z — 6y = —3.

Lisdtdan tdmé nyt puolittain toiseen yhtaloon:

—3z—6y = —3 | (—3)x(1. yhtdls)
3z+5y = —1 |2 yhtsls
0—vy = —4

Saatu yhtélo kirjoitetaan toisen yhtélon paikalle, jolloin yhtaloryhmaésté tulee

Tz +2y = 1
—y = —4°

Toisesta yhtélostd hivisi ndin . Huomaa, ettd ensimmaéinen yhtélo kirjoitettiin edelleen
samassa muodossa kuin aiemmin. Sitd vain kdytettiin hyviksi z:n kertoimen nollaami-
sessa toisesta yhtalosta.



Téstd muodosta voi jo lukea yhtéloryhmidn ratkaisun, silld selvastikin 4y = 4, ja z:n
voi ratkaista, kun y tunnetaan. Jatketaan kuitenkin menetelmdd vield t&ydellisyyden
(ja harjoituksen) vuoksi loppuun asti. Toisen yhtilén ensimmaiinen nollasta poikkeava
kerroin y:n kerroin ja se on —1. Jaetaan toinen yhtalo luvulla —1, jolloin yhtéloryhmaésté
tulee
z +2y = 1
{ y = 4
Kaytetdan sitten jalkimmé&istd yhtélod y:n hévittdmiseen ensimmaéisestd. Ensimmaises-
sd yhtélossd y:n kerroin on 2. Kerrotaan jalkimmainen yhtild siis puolittain —2:1la ja
lisdtddn ensimmaéiseen:
—2%y = —8 | (—2)x(2. yhtild)
z +2y = 1 |1 yhtils
T = =7

Tulos sijoitetaan ensimmaisen yhtdlon paikalle:

z = -7
y = 47

Nyt yhtéloéryhma on téysin ratkaistussa muodossa, josta voidaan suoraan lukea tuntemat-
tomien arvot. Tarkistetaan vield tdmé& vastaus sijoittamalla saadut arvot alkuperdisiin
yhtaloihin:
2-(=7)+4-4 = —-144+16 = 2
{ 3-(=7)+5-4 = —-214+20 = —-1°

Tulos on oikea.

Kaéytetyssd menetelméssa ei lainkaan koskettu tuntemattomiin z ja y. Niitd ei esimer-
kiksi siirrelty yhtalon puolelta toiselle, vaan kaikki hoidettiin vain manipuloimalla niiden
kertoimia. Tamé antaa aiheen muotoilla yhtdloryhmé niin, ettd vain tuntemattomien
kertoimet ovat nikyvissd, mika helpottaa varsinkin isojen yhtéléryhmien kasittelya huo-
mattavasti. Téallaiseen muotoiluun soveltuvat erityisesti niin kutsutut matriisit.

Maisritelmi 8.4. Lukukaaviota, jossa on m rivid ja n saraketta, kutsutaan matriisiksi,
jonka tyyppi on m X n, eli lyhyemmin m X n-matriisiksi. Matriiseja merkitdan yleensé
isoilla kirjaimilla. Esimerkiksi

a1 a2 ... Q1p
a1 a2 ... a92n,
M =
aml Am2 --- Omn
on m X n-matriisi, jonka alkioina ovat luvut aii,...,am,. Matriisin alkioihin voidaan

viitata merkitsemélld M;;, missd ¢ on rivin numero ja j sarakkeen numero. Esimerkiksi
My, on matriisin M toisen rivin ensimméisen sarakkeen alkio, eli téssd tapauksessa
M21 = a21-

Esimerkki 8.5. Esimerkkejd matriiseista:

0 -1 B 2 2 5 7
1 0 ) -3 \/i ) 1 ’ -1 4 2 .
-1 -3 10 3

[«=R NIE

Néiden matriisien tyypit ovat vasemmalta oikealle lukien 2 X 2, 3 x 3, 3 X 1 ja 2 X 3.



Ratkaistavan yhtaloryhmén kertoimet voidaan sijoittaa matriisiin, jonka jélkeen elimi-
nointi sujuu aivan samalla tavoin kuin aiemminkin; tuntemattomia vain ei tarvitse koko
ajan kirjoittaa nakyviin.

Esimerkki 8.6. Ratkaistaan seuraava kolmen yhtélon yhtéléryhmé:

2:61 +4.’L‘2 +6.’L‘3 = 12
3z1 +x2 —x3 = —2.
21 —3x9 +2x3 = 14

Sijoitetaan kertoimet ja oikealla puolella olevat vakiot 3 x 4-matriisiin. Halutessamme
voimme selvyyden vuoksi merkitd pystyviivan matriisiin sithen kohtaan, missa yhtalo-
ryhméssé on =-merkki. Syntyvd matriisi ndyttasd talta:

2 4 6 | 12
3 1 -1 | —2
2 -3 2 | 14

Aloitetaan nyt eliminointi. Ensimmaéiseksi tarkastellaan matriisin ensimmaéisté rivid (jo-
ka siis vastaa yhtaloryhmén ensimméistd yhtalod). Jaetaan rivi 2:la, jolloin saadaan
ensimmaéiseksi kertoimeksi 1:

2 4 6 | 127 :2 1 2 3 | 6
3 1 -1 | —2 ~ 31 -1 | =2
2 -3 2 | 14 2 -3 2 | 14

Kaytetdan sitten ensimmaisen rivin ensimmaéisen sarakkeen kerrointa eliminoimaan ker-
toimet samasta sarakkeesta kaikilta muilta riveiltd. Toisella rivilld ensimmaisessé sarak-
keessa on 3 ja kolmannella 2. Lisdt4dan siis ensimmainen rivi toiseen —3:1la kerrottuna ja
kolmanteen —2:1la kerrottuna:

1 2 3 | 67 «(=3) |-(-2 1 2 3 | 6
3 1 -1 | =2 « | ~ |0 =5 =10 | —20
2 -3 2 | 14 = 0 -7 —4 | 2

Nyt on eliminoitu ensimméinen kerroin toiselta ja kolmannelta riviltd (eli tuntematon
on hévinnyt toisesta ja kolmannesta yht#lostd). Siirrytdén tarkastelemaan toista rivii.
Toisen rivin ensimmaéinen nollasta poikkeava kerroin on —5. Jaetaan rivi talla luvulla:

1 2 3 | 6 1 2 3 | 6
0 =5 —10 | —20| :(=5) ~ |0 1 2 | 4
0 -7 —4 | 2 0 -7 —4 | 2

Toisen sarakkeen kerroin on ensimmaiselld rivilld 2 ja kolmannella —7. Lisétdén siis
toinen rivi ensimmaéiseen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen 7:114 kerrottuna:

1 2 3 | 6] « 10 -1 | -2
0 1 2 | 4] «(=2) |-7 -0 1 2 | 4
0 -7 —4 | 2 |« 00 10 | 30

Jaetaan vield viimeinen rivi luvulla 10:

10 -1 | -2 10 -1 | —2
01 2 | 4 w01 2 | 4,
00 10 | 30] :10 00 1 | 3



ja lisétaan se ensimmaiseen 1:114 kerrottuna sekd toiseen —2:1lla kerrottuna:
10 -1 | =2] « 100 | 1
01 2 | 4 | ~ [0 1 0 | -2
00 1 | 3] -1 |-(-2 00 1] 3

Nyt on eliminointi suoritettu loppuun. Tuloksena saatiin matriisi, jossa pystyviivan va-

semmalla puolella (eli yhtdloryhmén tuntemattomien puolella) on lavistajalla ykkosia,
muualla nollia. Tdm& matriisi vastaa yhtéloryhmas

X1 = 1
9 = —=2.
T3 = 3

Néin on yhtéloryhma téydellisesti ratkaistu.

Toisinaan jotain tuntematonta eliminoitaessa eliminoituu kaksi tuntematonta samalla
kertaa. Talloin voidaan vaihtaa yhtéléiden jarjestystd, jotta eliminointia voidaan jatkaa.

Esimerkki 8.7. Ratkaistaan yhtéloryhma

r1 +3x0 —x23 = T
2¢1 +6x9 —z3 = 0.
I —Ty —I3 = 3

Kirjoitetaan yhtaloryhma jélleen matriisimuodossa. Ensimmaéisen rivin ensimméinen ker-
roin on jo valmiiksi 1, joten voidaan ruveta eliminoimaan saman sarakkeen muita alkioi-

1 3 -1 | 7] «<-«(=2) |-(-<1) 1 3 -1 ]| 7
2 6 -1 | 0| « | 0 0 1 | —14
1 -1 -1 ] 3 | 0 —4 0 | —4

Koska toiselta riviltd hévisi myos toinen tuntematon, vaihdetaan toinen ja kolmas rivi
kesken&én, jolloin saadaan

1 3 -1 ] 7
0 -4 0 | —4
00 1 | —14

Nyt voidaan jatkaa normaalisti. Jaetaan toinen rivi —4:114:

1 3 -1 | 7 13 -1 | 7
0 -4 0 | -4 (-4 ~|01 0 | 1
00 1 | —14 00 1 | —14

Eliminoidaan toisen sarakkeen kerroin ensimmaiselté riviltd. (Kolmannelta rivilta se on-
kin jo havinnyt.)

13 -1 | 77 « 10 -1 | 4
01 0 | 1| «(=3 ~1J01 0 | 1
00 1 | —14 00 1 | —-14



Eliminoidaan lopuksi vield kolmannen sarakkeen kerroin ensimmadisestd yhtalosta:

10 -1 | 47 « 100 | —10
01 0 | 1 ~ 1010 | 1
00 1 | —14] 1 001 | —14

Tulos vastaa ratkaistua yht&léryhmaa

I = 10
I == 1.
3 = —14

Kuten edelld mainittiin, lineaarisella yhtéloryhmalld ei aina ole ratkaisua, ja toisinaan
taas ratkaisu ei ole yksikésitteinen. Téllaisia yhtaloryhmid nimitet&dan talla kurssilla huo-
nosti ratkeaviksi.

Lause 8.8. Lineaarisella yhtaloryhmalld on aina joko yksi, ei yhtdadn tai ddareton mdadard
ratkaisuja. Jos yhtaloryhmdlld ei ole lainkaan ratkaisua tai ratkaisuja on ddretén mdadrd,
sanotaan, ettd yhidloryhmd on huonosti ratkeava.

Esimerkki 8.9. Ratkaistaan eliminoimalla matriisimuodossa esimerkin 8.2 yhtaloryhmé
2 -y +z = =2
-3z +2y —2 = 0°
Jaetaan aluksi ensimmainen rivi 2:1la:

2 -1 1 | =2]:2 _[1 -1/2 1/2 | -1
3 2 -1 ] 0 -3 2 -1 ] o0}

Lisdtaan sitten ensimmaéinen rivi toiseen 3:1la kerrottuna:

B N |

Jaetaan jalkimméinen rivi 1/2:1la (mikd on sama kuin kertominen kahdella), jotta saa-
daan ensimmaiseksi nollasta poikkeavaksi kertoimeksi 1:

B A I e G

Lopuksi lisétdén toinen yht#lo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna:

1—1/2 12 | 1] « [t 01| —4
o 1 1 | —6] -1/2 011 | —6]"

Eliminointi on nyt suoritettu loppuun. Tulosmatriisi vastaa yhtaléryhmaa

T +z = —4
y +z = —6°

Viimeistd tuntematonta z ei voitu eliminoida, koska se ei tullut mihink&&n yhtiléon en-
simmaiseksi. Téllaista tuntematonta kutsutaan vapaaksi muuttujaksi, silla sen arvo voi
olla mité vain. Yhtéloryhmalld on siis ddreton méara ratkaisuja, mutta ndma ratkaisut
riippuvat vapaan muuttujan (joita voi olla myds useita) arvosta. Jos esimerkiksi valittai-
siin z = 1, niin muut tuntemattomat voitaisiin talld perusteella ratkaista, ja saataisiin
r=-5jay=—".



Edellisessé esimerkissé oli kaksi yhtéloé ja kolme tuntematonta. Jotta vapaita muuttujia
ei tulisi, taytyy yhtaloita olla vahintddn yhtd paljon kuin tuntemattomia. Lisdksi miké
tahansa yhtaloryhmaé voi olla ratkeamaton. Yhteenvetona saadaan seuraava lause.

Lause 8.10. Jos lineaarisessa yhtiloryhmdssd on n tuntematonta ja m yhtdlod, jan > m
(eli enemmdn tuntemattomia kuin yhtdldita tai matriisimuodossa litan vihdn rivejd),
yhtaloryhma on huonosti ratkeava.

Yhtaloryhma voi olla huonosti ratkeava, vaikka siiné ei olisikaan enempéé tuntemattomia
kuin riveja.

Esimerkki 8.11. Tarkastellaan seuraavaa yhtéloryhméas:

1 +z2 +zz = 3
211 +xr2 +xT3z = 2.
X1 —2.’L'2 —2.’1,'3 = -2

Ensimmiéisen rivin ensimméinen kerroin on valmiiksi 1. Lisdtddn ensimméinen rivi toi-
seen —2:1la kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottuna:

11 1 | 3] (-2 |-(-1) 11 1 | 3
2 1 1 | 2| « | ~ 10 -1 -1 | —4
1 -2 -2 | -2 | + 0 -3 -3 | =5
Jaetaan toinen rivi puolittain —1:114:
1 1 1 | 3 1 1 1 | 3
0 -1 -1 | -4 :(-1) ~ |0 1 1 | 4
0 -3 -3 | -5 0 -3 -3 | =5

Lisdtaan sitten toinen rivi ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen 3:lla kerrottu-

1 1 1 | 37 « 100 | -1
001 1 | 4| «(=1) |3 ~1{0 11| 4
0 -3 -3 | =5 = 000 | 7

Tulokseksi saatu matriisi vastaa yhtaloryhmaa

I = -1
Ty +x3 = 4 .
0 = 7

Viimeiseltd riviltd eliminoituivat siis kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle j&i
luku 7. T&ma& on ristiriitaista, silld 0 # 7. Yhtéloryhmalls ei siis ole ratkaisua. Huomaa,
ettd vaikka ensimmaiselld rivilla lukeekin 1 = —1, tdmé ei ole edes osittainen ratkaisu,
silla yhtaloryhmad ratkaistaessa on kaikki yhtalot ratkaistava yhtéd aikaa. Jos johonkin
kohtaan tulee ristiriita, se tarkoittaa, ettd koko yhtaloryhma oli alun pitéden ristiriitainen.

Kerrataan vield eliminointimenetelmén vaiheet. Jokaista rivid kohti ylh&alta alkaen suo-
ritetaan seuraavat operaatiot:



1. Jos tarvitaan, vaihdetaan rivi jonkin alemman vield késittelemattomaén rivin kans-
sa.

2. Jaetaan rivin alkiot jollain luvulla niin, ettd ensimmaéisen nollasta poikkeavan ker-
toimen arvoksi tulee 1.

3. Eliminoidaan tdmaéan kertoimen avulla vastaava kerroin saman sarakkeen kohdalta
kaikilta muista riveilta.

Kun namai vaiheet on suoritettu kaikille riveille, tulos voi olla jokin seuraavista:

e Kaikki tuntemattomat jadvat yksin omalle rivilleen, ja yhtdloryhmé ratkeaa yksi-
késitteisesti.

e Jokin tuntematon ei ole ensimmaisend milldén rivilld. Tdmé& on vapaa muuttuja,
ja yhtaloryhmaén ratkaisu riippuu sen arvosta. Ratkaisuja on ddretén méaara.

e Jostakin yhtdlosta havidvat kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle ja& nol-
lasta poikkeava luku. Télloin yhtaléryhmalld ei ole ratkaisua.

8.2 Matriisien laskutoimitukset

Paitsi ettd matriiseja voi kiyttdd napparasti apuna yhtaloryhmén merkitsemisessé, niil-
14 on myos kokonaan oma eldménsa. Matriiseja voidaan muun muassa laskea yhteen ja
kertoa toisillaan, ja kullakin n&istd operaatioista on oma merkityksensd myds sellais-
ten yhtdléryhmien kannalta, jota kyseiset matriisit kuvaavat. Toisaalta matriisien las-
kutoimituksilla on tiettyja rajoituksia: mitd tahansa matriiseja ei esimerkiksi voi laskea
yhteen.

Maisritelmi 8.12. Matriisien yhteen- ja vihennyslasku. Olkoot A ja B m X n-
matriiseja. Yhteenlasketun matriisin A + B alkiot saadaan laskemalla A:n ja B:n alkiot
yhteen kohdakkain. Sama péatee vihennyslaskulle A — B. Siis

Huom! Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen tai vihentéd toi-
sistaan.

Esimerkki 8.13. Kahden 3 x 2-matriisin yhteenlasku:

1 2 2 -1 142 24 (-1) 31
3 4[+10 1|=|3+0 441 |=|3 5
5 6 3 2 5+3 6+2 8 8

Maisdritelmi 8.14. Skalaarikertolasku. Minkd tahansa matriisin A voi kertoa reaali-
luvulla ¢. Tatd toimitusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi ja merkitdén cA (ilman ker-
tomerkkid). Téssa operaatiossa jokainen matriisin alkio yksinkertaisesti kerrotaan kysei-
selld luvulla, eli

(CA)Z']' =cC- Aij-



Esimerkki 8.15. Eraan 3 x 2-matriisin kertominen luvulla:
2 -1 2:2

210 1|1 =1{2-0

3 2 2.3

2. (=1) 4 -2
2.
2

1 = |0
-2 6

2
4
Matriisin kertominen luvulla on helppo toimitus ja se voidaan aina suorittaa. Kahden
matriisin vélinen kertolasku on hieman monimutkaisempi ja myos rajoitetumpi operaatio.

Miidritelmi 8.16. Matriisikertolasku. Kaksi matriisia voidaan kertoa toisillaan vain,
jos ensimmdisessd on yhtd paljon sarakkeita kuin toisessa on rivejd. Olkoon siis A m X n-
matriisi ja B n X p-matriisi. Téll6in matriisi AB on mééritelty. Sen alkio (AB);; saadaan
kertomalla A:n i:nnen rivin alkiot yksitellen B:n j:nnen sarakkeen alkioilla ja laskemalla
saadut tulot yhteen. Siis

n
(AB)ij = AilBlj + AiQBZj +---+ Aman (: Z AikBkj) .
k=1

Tuloksena on m X p-matriisi.

Esimerkki 8.17. Olkoon

1 2

A:E _31 (2)] ja B=|-2 -1
0 1

Koska A:ssa on kolme saraketta (tyyppi 2 x 3) ja B:ssé on vastaavasti kolme rivid (tyyppi
3 x 2), matriisit voidaan kertoa keskendén. Tulosmatriisi on tyyppid 2 x 2.

Katsotaan aluksi, miten saadaan tulomatriisin ensimmaéisen rivin ensimmaéisen alkion
arvo. Méaritelmin mukaan on otettava matriisista A ensimméinen rivi ja matriisista B
ensimmaéinen sarake, kerrottava néilld olevat alkiot keskendin, ja laskettava yhteen. Siis

(AB)11 = A11B11 + A12B91 + A13B3;
214 (=1)-(=2)+0-0 =4,

Lasketaan tdmén jilkeen ensimmaisen rivin toinen alkio kertomalla matriisin A ensim-
maisen rivin alkiot matriisin B toisen sarakkeen alkioilla:

(AB)12 = A11B12 + A12Bos + A13Bso
—2.24(=1)-(=1)+0-1=5.

Samaan tapaan lasketaan muutkin alkiot:

12
-2 -1
0 1
_[2-1+(—1)-(—2)+0-0 2-2+(—1)-(—1)+0-1]_[4 5]
T 1-143-(=2)+2-0 1-243-(=1)+2-1 | |-5 1|°

I

1 3 2

Tulos on 2 X 2-matriisi, niin kuin pitdakin.



Matriisia, jossa on yhtd monta rivid kuin saraketta, kutsutaan neliomatriisiksi. Neliomat-
riiseja voidaan kertoa toisillaan kummin péin tahansa, mutta tulos ei silti valttaméatta
ole sama.

Esimerkki 8.18. Olkoot A= [?1] ja B=[2Y3%]. T&llsin

B — [2-0+1-(—4) 2-3+1-1] _ [—4 7]’

1-042-(—4) 1-342-1] " |-8 5

mutta

BA:[0-2+3-1 0-1+3-2]:[3 6]_

—-4-241-1 —4-14+1-2 -7 =2

Aina ei siis pdde AB = BA. Kuitenkin seuraavat sdannot patevit matriisien kertolaskulle
silloin, kun se voidaan suorittaa:

1. A(BC) = (AB)C,
2. A(B+C)=AB+ AC,
3. (A+ B)C = AC + BC.

8.3 Kiinteismatriisi

Olkoon A n X n-nelidmatriisi, alkioinaan a1, -- -, @py, ja olkoot X ja B n x 1-matriiseja
(vain yksi sarake), alkiot vastaavasti z1,...,zp ja b1,...,b,. Tarkastellaan matriisiyhtd-
loa

AX = B.

Yhtédlon vasemmalla puolella oleva kertolasku antaa tulokseksi

ai] a12 ... Gip T1 a11T1 + a2 + -+ + a1pTy

ag1 a2 ... Qao2p 9 a91T1 + a929x9 + -+ a9n Ty
AX = =

anl Qp2 ... Gpn Tn Ap1T1 + p2Z2 + - - - + AppTy

Tamé on n X 1-matriisi, samoin kuin alkuperéisen yhtdlon oikealla puolella oleva matriisi
B. Yhtdlo pétee, jos ja vain jos vasemmanpuoleisen matriisin alkiot ovat samat kuin
oikeanpuoleisen, eli

a1171 + apxe + - + a1, = by
211 + a20x2 + -+ agpxy, = bo
ap1x1 + an2To + - + appxy = bn

N#&hdéan, ettd matriisiyhtdlo AX = B vastaa erdstd lineaarista yht&loryhméa.

Lause 8.19. Lineaarista yhtaléryhmdd, jossa on n yhtdloa ja n tuntematonta, vastaa
matritsiyhtdlo AX = B, missd A on nxn-matriisi, joka sisdltdad yhtdaléryhmdn kertoimet,
X on n x 1-matriisi, joka sisdltia tuntemattomat, ja B on n X 1-matriisi, joka sisdltia
yhtdaloiden oikealla puolella olevat vakioarvot.
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Vaikka mikd tahansa yhtdloryhmé voidaankin kirjoittaa vastaavana matriisiyhtalona,
téssa yhteydessa tarkastellaan kuitenkin vain sellaisia yhtéloryhmié, joissa on yhtd mon-
ta yhtdlod kuin tuntematonta. Yhtéloryhmé voidaan nimittdin aina muuttaa téllaiseen
muotoon niin, ettd ratkaisut pysyvét edelleen samoina. Yhtéléihin voidaan aina lisa-
td tuntemattomia, jos niiden kertoimeksi vain asetetaan nolla, ja toisaalta sama yhté-
16 voidaan toistaa ryhméssd useamman kerran, jolloin yhtdloiden méara kasvaa, vaikka
ratkaisut eivdt muutu.

Matriisiyhtalossa on kaikkien yhtéloiden kertoimet ikddn kuin korvattu yhdelld “superker-
toimella” A. Vastaavasti muuttujat on korvattu “supermuuttujalla” X ja oikean puolen
vakiot “supervakiolla” B. Matriisimuodon kiyttdmisesté olisi todellista hyotyé, jos tdmé
“superyhtéld” voitaisiin ratkaista kerralla ikdan kuin tavallinen yhtélo. Tahén pyrittdessa
otetaan ensin mallia tavallisen yhtédlon ratkaisemisesta.

Ensimméisen asteen yhtdlé on muotoa ax = b. Jos a # 0, voidaan yht&lo ratkaista
jakamalla sen molemmat puolet a:lla, eli kertomalla molemmat puolet a:n kddnteisluvulla
1/a =a"':

ar =b || a t
a”}(az) =
(e o)z = a_lb
l-z=a"'b
z=a 'b.

Niin 16ydetdsin yhtdlon ratkaisu = a~'b = b/a. Ratkaiseminen perustui tiettyihin lu-
kujen ominaisuuksiin. Ensinniikin kaikilla luvuilla pitee a~!(az) = (a~'a)z. Toisaalta
kdinteisluvulla pitee a ta = 1 jalopulta ykkoselld kertominen antaa 1-z = z. Ensimmai-
nen ominaisuus patee matriiseillakin, silla A(BC) = (AB)C, jos kertolasku vain voidaan
suorittaa. Jos matriiseilta 16ydettdisiin muutkin kuvaillut ominaisuudet, voitaisiin mat-
riisiyhtéld ratkaista samalla tavalla kuin lukuyhtélokin. Naistd ominaisuuksista viimeksi
mainittu, eli 1.z = z, voidaankin itse asiassa muotoilla helposti myds matriisella.

Maisritelm3a 8.20. Neliomatriisia, joka siséltdd vasemmalta ylhaaltd oikealle alas kulke-
valla lavistajalladn pelkkid ykkosid ja muuten pelkkid nollia, kutsutaan ykkdsmatriisiksi
ja merkitain

1 0 0
I, = 0 1 ’

: 0

0 ... 0 1

missd n on rivien (ja sarakkeiden) lukumdééré. Jokaista riviméérad n vastaa oma ykkos-
matriisi I,,. YkkOsmatriisille patee
I,X = X,

olipa X miké tahansa n X p-matriisi. (Siind téytyy siis olla n rivid, jotta kertolasku olisi
mahdollinen.)

Ykkosmatriisilla kertominen vastaa siis ykkoselld kertomista: se ei muuta kerrottavaa
matriisia mitenkdan. Téytyisi vield 16ytad kddnteislukua vastaava matriisi. Luvun a kdan-

teisluvulla @' on se tirked ominaisuus, ettd a~! - a = 1. Tarvittaisiin siis sellainen
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matriisia A vastaava matriisi A71, ettd A"'A = I,,. Kaikilla luvuilla ei kuitenkaan ole
kaanteislukua (nimittdin nollalla), eikd kaikilla matriiseillakaan ole kd#nteismatriisia.

Maidritelma 8.21. Olkoon A n X m-nelidmatriisi. Jos on olemassa jokin matriisi B,
jolle patee BA = I, niin sanotaan, ettd A on sddnndllinen eli kdidntyvd, ja B on A:mn
kddnteismatriisi. Kasnteismatriisi on yksikésitteinen, ja sitd merkitdin B = A~!. Lissksi,
jos A on siinnéllinen, niin myds A~! on s#finnéllinen ja sen kiinteismatriisi on A (eli
(A DY 1=A4jadd ! =1,).

Esimerkki 8.22. Olkoot A = [?}] ja B=[2 3’]. Tilléin
_[3-2+(=5)-1 3-5+(=5)-3] [1 0] _
BA=1"1.242.1 —1.542.3) |0 1] 7P

Siispad B on A:n kiinteismatriisi eli B = A™'.

Jos nelidmatriisille A sovelletaan eliminointimenetelmé&é, voi tuloksena olla ykkOsmat-
riisi, kuten esimerkissd 8.6. Jos eliminoinnissa kiytetyt operaatiot suoritetaan samassa
jarjestyksesséd ykkOsmatriisille, tuloksena onkin A:n kidnteismatriisi.

Lause 8.23 (Ké&inteismatriisin olemassaolo ja 16ytdminen). Olkoon A n x n-
matriisi. Sovelletaan matriisiin A eliminointimenetelmdd, jolloin saadaan jokin matriisi
B. Jos B on ykkismatriisi, niin A on sadnnéllinen, ja A:n kddnteismatriisi loydetddn
suorittamalla eliminoinnissa lapikaydyt operaatiot uudestaan ykkésmatriisille. Jos taas
B #1,, niin A ei ole sddnnéllinen.

Kaytannossi kannattaa suorittaa eliminointi samanaikaisesti seké matriisille A ettéd yk-
kosmatriisille kokoamalla ndmé vierekkdin samaan matriisiin [A|1,].

Esimerkki 8.24. Tarkastellaan esimerkin 8.22 matriisia 4 = [% g] Sovelletaan elimi-
nointimenetelméd yhdistettyyn matriisiin [A|I]:

2 5 | 1 0] :2 1 5/2 | 1/2 0] «(=1)
_13|01] W[13|01]<—
1 5/2 | 1/2 0 1 5/2 | 1/2 0] «
o 12 | —1/2 1] £ 1/2 W[O 1] -1 2] (—5/2)
10| 3 -5
R 2]'

Vasemmalle puolelle muodostui ykkdsmatriisi, joten oikealle puolelle muodoustui vastaa-

vasti A:n kddnteismatriisi A~! = [_31 _25]. Tama vastaa aikaisempaa tulosta.

Esimerkki 8.25. Tarkastellaan vield matriisia S = [_13 _62]. Eliminoimalla yhdistettya
matriisia [S|Iz] saadaan

1 —2 | 1 0] 3 1 -2 ] 10
~ .
-3 6 | 0 1] « 0 0 | 31

Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd havisivit kaikki alkiot, joten eliminointia
ei voida jatkaa. Matriisia S ei saatu eliminoimalla ykkdsmatriisiksi, joten silld ei ole
kédnteismatriisia.
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Palataan nyt jélleen matriisiyhtédl6on AX = B. Jos A:lla on kddnteismatriisi, voimme
ratkaista tdmén yhtdlon aivan kuten tavallisen ensimméisen asteen yhtélon kertomalla
molemmat puolet vasemmalta A:n kiddnteismatriisilla. (Oikealta kertominen ei tuota sa-
maa tulosta, koska matriisien kertolaskulle ei vélttamétta pide AB = BA.) Tama kiy
seuraavasti:

AX=B | A"
A1 (AX)=A"'B
(A'A)X =A"'B
,X=A"'B
X=A"B.
Koska tdma matriisiyhtalo vastasi tiettyd yhtéloryhmaiés, voidaan kyseinen yhtaloryhmé
siis ratkaista kddnteismatriisin avulla. Koska kianteismatriisin olemassaolo riippuu vain

kerroinmatriisista A, riippuu my0s ratkaisun onnistuminen vain matriisista A, ei siis
tuntemattomista eikd vakiot sisdltavistd matriisista B.

Lause 8.26. Olkoon ratkaistavana yhtdloryhma AX = B. Jos kerroinmatriisi A on
sddnnollinen, yhtaloryhmdlld on yksikdsitteinen ratkaisu X = A~1B. Jos A ei ole sddn-
noéllinen, yhtdloryhmd on huonosti ratkeava.

Kadnteismatriisi soveltuu kéytettaviksi erityisesti silloin, kun ratkaistavana on monta
yhtaloryhmai, joissa on samat kertoimet. Talloin ndet ratkaisemisessa tarvittava elimi-
nointi tarvitsee suorittaa vain kerran kdanteismatriisin 16ytdmiseksi.

Esimerkki 8.27. Ratkaistaan sellaisen paraabelin yht#lo, joka kulkee pisteiden (—1,6),
(1,2) ja (2, 3) kautta. Paraabelin yleinen yht#lé on y = az? + bz + ¢. Kun ensimmiisen
pisteen koordinaatit sijoitetaan tdhin yhtdloon, saadaan yhtilo

l=a - (-1)?+b-(=1)+c < a—b+c=0.

Sijoitetaan yhtdloon sitten vastaavasti muidenkin annettujen pisteiden koordinaatit, jot-
ta saadaan seuraava yhtaloryhmaé:

a—b+c = 6
at+tbt+ec = 2.
4da+2b+c = 3
Tata yhtdloryhmés vastaa matriisiyhtdlo AX = B, missé

1 6
1|, X=|b| ja B=|2
1 3

Ratkaistaan matriisiyhtalo kdanteismatriisin avulla. Sen 10ytédmiseksi eliminoidaan yh-
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distettyd matriisia [A|I3]:

1 -1 1 | 1 0 0] «(=1) |-(-4) 1 -1 1 | 1 00

1 1 1] 010« | ~ 10 2 0 | -1 1 0] :2

4 2 11001 | + 0 6 -3 | —4 01

1 -1 1 | 1 0 0] « 10 1 | 1/2 1/2 0
~10 1 0 | —=1/2 1/2 0| -1 |-(=6) ~ |0 1 0 | —1/2 1/2 0

0 6 -3 | —4 0 1 | 00 -3 | -1 -3 1

101 | 1/2 1/2 0 ] « 100 | 1/6 —1/2 1/3
~ 10010 ] =1/2 1/2 0 ~ 101 0] -1/2 1/2 0

001 | 1/3 1 -1/3] «(-1) 001 | 1/3 1 -1/3

Matriisi A on ndemm4 sdénndllinen, ja sen kddnteismatriisi on
1/6 —-1/2 1/3
Al =|-1/2 172 0
1/3 1 —1/3
Yhtéloryhmén ratkaisu on taten
[1/6 —1/2 1/3 7 [6 1/6-6—-1/2-2+1/3-3
X=A"'"B=|-1/2 1/2 0 2| =|-1/2-6+1/2-240-3
| 1/3 1 -1/3] [3 1/3-6+1-2—-1/3-3

[1—1+1 17
=|-34+1+0| = |2
| 2+2-1 3

Siispi @ = 1, b= —2 ja ¢ = 3, joten paraabelin yhtilé on y = 2% — 2z + 3.

Jos nyt haluttaisiin selvittad sellaisen paraabelin yht#lo, joka kulkeekin pisteiden (—1, —3),
(1,1) ja (2,0) kautta, olisi ratkaistavana yht&léryhmé

a—b+c = -3
at+tb+c =1
4a+2b+c¢ =

Téssé on samat kertoimet kuin edelld (koska pisteiden x-koordinaatit olivat samat), joten
kerroinmatriisi A on sama kuin edelld, ja ratkaisu saadaan jdlleen samaa kddnteismatriisia
kayttamalla. Talla kertaa B siséltdd y-koordinaattien arvot —3, 1 ja 0:

[1/6  —1/2 1/37 [-3 1/6-(=3)—1/2-1+1/3-0
X=A"'B=|-1/2 1/2 0 1|=|-1/2-(-3)+1/2-140-0
13 1 -1/3] |0 1/3-(=3)+1-1-1/3-0
[—1/2—-1/240 —1
=|3/2+1/2+0 | =1|2
~14+1-0 0
Uuden paraabelin yht#ls on siis y = —z? + 2z.

Jos yhtéloryhmé on huonosti ratkeava, kd&nteismatriisisista ei ole hyotyd. Sen avulla ei
esimerkiksi voida sanoa, onko yhtaléryhmaé ristiriitainen vai onko ratkaisuja mahdollisesti
adrettoman monta.
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