7 Differentiaaliyhtilot

7.1 Differentiaaliyhtilot ja alkuarvotehtavit

Useissa tilanteissa jonkin suureen muutos riippuu jollain tavoin suureen tilasta. Aiemmin
on jo esitetty esimerkkejd, joissa muun muassa bakteerikannan lisddntymisnopeus oli
riippuvainen bakteerien méaédrasta. Talla tavoin bakteerien médrd tulevaisuudessa myds
riippuu niiden méaréstd menneisyydessé: mitd vihemmén bakteereja nyt, sitd pienempi
lisddntymisnopeus ja sitd vihemméan bakteereja tulevaisuudessa. Riippuvuus voi tietysti
olla paljon monimutkaisempaakin.

Jos suureen arvoa kuvaa jokin derivoituva funktio, tdmén derivaatta kertoo suureen muu-
tosnopeudesta. (Muutos voi olla paitsi ajallista, myos paikallista tai johonkin muuhun
muuttujaan sidottua.) T&lloin edelld kuvatun kaltaisia riippuvuuksia voidaan ilmaista
matemaattisesti yhtaloilld, jotka sitovat funktion derivaatan arvot jollain tavoin funk-
tion arvoihin. Téllaisia yhtéloitd differentiaaliyhtdléiksi. Edelld mainitun bakteeriesimer-
kin riippuvuutta kuvaa differentiaaliyhtalo

S'(t) =k-S(t),

missé funktio S kuvaa bakteerien méaraé ajan suhteen ja k on verrannollisuuskerroin, jo-
ka kuvaa bakteerien lisdantymiskykya. Yhtalo siis ilmaisee, ettd bakteerien maaran muu-
tosnopeus S’(t) hetkelld ¢ on suoraan verrannollinen bakteerien mééraan S(t) kyseiselld
hetkelld. Tallaisesta yhtélosta olisi tarkoitus paételld, minkilainen on funktio S. Yhtélon
ratkaiseminen tarkoittaa siis kyseisen funktion riippuvuussdannon maarittamista.

Differentiaaliyhtéloissé esiintyy aina (vahintddn yksi) tuntematon funktio, joka pyritdén
ratkaisemaan. Koska ratkaistavana ei siis ole luku vaan funktio, ei ratkaisussa parjaté
pelkistaan tavallisten yhtéloiden kisittelyssa opituilla menetelmillé. Lisdksi differentiaa-
liyht&lon ratkaisu ei ole yleensé yksikésitteinen, vaan moni funktio voi toteuttaa saman
yhtélon. Talléin tarvitaan jotain lisdtietoa, jotta funktio voitaisiin ratkaista yksikésittei-
sesti. Téllainen lisdtieto voisi olla esimerkiksi bakteerien méaéré jollain sovitulla alkuhet-
kelld. Tamé lisdtieto auttaa ratkaisemaan bakteerien méaédrad ajan funktiona kuvaavan
funktion yksikésitteisesti, mikéli verrannollisuuskerroin k£ tunnetaan (riippuu bakteerien
fysiologiasta).

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessa kiytetddn matematiikassa yleensé tiettyjd melko va-
kiintuneita merkintdja. Tuntematonta funktiota merkitédén usein y ja sen derivaattaa y'.
Liséksi yht#lossd voi esiintyd derivaatan derivaattoja y”, ¢ jne. Funktion muuttujana
voi olla z, mutta hyvin usein myds ¢, varsinkin jos funktio kuvaa jotain ajasta riippuvaa
suuretta. Jos muuttujana on ¢, funktiota itsedén voidaan toisinaan jopa merkité x:114, esi-
merkiksi z(t) = ¢2. Koska differentiaaliyht#lon ajatellaan yleensi pétevin kaikilla muut-
tujan arvoilla (esimerkiksi bakteerien méérén riippuvuutta kuvaava yhtélo pétee teorias-
sa kaikilla ajanhetkilld), niin yhtdloissa jatetdédn lisdksi yleensd merkitseméttd funktion
muuttuja; ei siis merkitd funktion arvoa (oikeaoppisesti) y(z) vaan yksinkertaisesti y.

Maidritelma 7.1. Yhtalo4d, jossa esiintyy vahintdan yksi tuntemattoman funktion y deri-
vaatta tai korkeampi derivaatta, kutsutaan differentiaaliyhtiloksi (DY). Differentiaaliyh-
télon ratkaisu on miké tahansa funktio, joka y:n paikalle sijoitettuna toteuttaa yhtalon.
Yhtalon kertaluku eli aste on korkeimman siiné esiintyvan derivaatan kertaluku.



Esimerkki 7.2. Differentiaaliyhtiloita:
y =0 (1. aste),
y' 4+ 2zy =z (2. aste),
i (3. aste).
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Esimerkki 7.3. Tarkastellaan yhtaloa
y' -2 +y=uz.

Taméi on toisen asteen differentiaaliyhtils. Yhtélon erds ratkaisu on y(z) = €% + z + 2,
sillé sen derivaatat ovat

Y(@)=€e"+1 ja y'(z)=¢€"
Kun nédm3 sijoitetaan yhtdlon vasemmalle puolelle, saadaan
y' =2y +y=e"—2(e* +1)+ (" +x+2) ==
Tam4 on sama kuin yhtélon oikea puoli, eli funktio y toteuttaa yhtélon.

Esimerkki 7.4. Jos suureen muutosnopeus on suoraan verrannollinen suureen nykyti-
laan, kuvaa tilannetta differentiaaliyhtélo

y' = ky,
misséd k on verrannollisuuskerroin. Téllaisen yhtdlon ratkaisut ovat muotoa
y(t) = Ce*,
missd C' on jokin tuntematon vakio. Nimittdin, téllaisen funktion derivaatta on
y'(t) = CeP -k = k- CeFt = ky(t),

joten ndhd&an, ettéd y todella toteuttaa kyseisen yhtédlon. Téllaista yhtélod sanotaan eks-
ponentiaalisen kasvun (tai vihenemisen) yht#loksi, silld ratkaisufunktio y on eksponent-
tifunktio. Mik&li verrannollisuuskerroin & on positiivinen, ratkaisu on eksponentiaalisesti
kasvava, mikéli £ on negatiivinen, ratkaisu on eksponentiaalisesti viheneva ja ldhestyy
nollaa. Luvun alun bakteeriesimerkki on tyypillinen esimerkki eksponentiaalisesta kas-
vusta. Luku C on tuntematon vakio, joka kuvaa systeemin alkutilaa. Sen arvoa ei voi
paatelld suoraan ilman lisdtietoja.

Esimerkki 7.5. Ilman ympériston asettamia rajoitteita populaation koon kehittyminen
noudattaa eksponentiaalisen kasvun mallia. Ympéariston vaikutus voidaan ottaa huo-
mioon lisdédmalla yhtaloon ympériston kantokykyé kuvaava vakio E. Olkoon N (t) popu-
laation koko ajanhetkelld ¢. Suhde N (t)/E kuvaa ympéristén kuormitusta. Kun se on 0,
niin N(t) = 0 eikd ympéristo ole lainkaan kuormittunut. Kun se on 1, niin N(t) = E ja
ympéaristo asettaa esteen lisddntymiselle. Ndin saadaan yhtéldé populaation lisdantymi-

selle yht&lo
N
N =kN|(1-=]).
e (1-5)
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Kuva 1: Eksponentiaalisen kasvun kuvaajia

Téssd yhtalossd k on jélleen elididen lisddntymiskykya kuvaava vakio, joka on nyt posi-
tiivinen. Eksponentiaalisesta mallista poiketen mukana on nyt termi 1 — N(¢)/E, joka
pakottaa lisdédntymisnopeuden nollaan, kun populaation koko N (t) saavuttaa ympériston
kantokyvyn E.

Edella kuvattua yhtdloa sanotaan logistisen kasvun yhtéloksi. Sen ratkaisut ovat muotoa
_ E-CeM
T E+C(ekt —1)’

missd C on jilleen populaation alkutilaa kuvaava tuntematon vakio.
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Kuva 2: Erés logistisen kasvun kuvaaja

Edellisissé esimerkeissé nahtiin, ettd differentiaaliyhtdlé ei médrds systeemis valttdmat-
ta taydellisesti, vaan ratkaisuun saattaa jaada tuntemattomia vakioita. Usein systeemis-
td kuitenkin tiedetddn sen toteuttaman differentiaaliyhtélon lisdksi sen alkutila tai tila



jollakin muulla hetkelld. N&am& alkuarvot auttavat systeemin tilaa kuvaavan funktion
tarkassa méarittdmisessa.

Maiidritelmi 7.6. Ongelmaa, jossa yritetddn ratkaista tuntematon funktio, kutsutaan
alkuarvotehtdviksi (AAT), jos tiedetdén

1) jokin y:n toteuttama differentiaaliyhtdls, seki

2) y:n sekd sen derivaattojen arvot jossain (samassa) pisteessi (n — 1):nteen derivaat-
taan asti, missé n on yhtélon kertaluku.

Esimerkki 7.7. Tarkastellaan tavallista eksponentiaalisen kasvun mallia, jota kuvaa
yht&lo

y'(t) = ky(t),

misséd k on verrannollisuuskerroin. Téllaisen yhtédlon ratkaisut ovat muotoa
y(t) = CeM,

missd C' on jokin tuntematon vakio. Jos tunnetaan systeemin alkutila eli funktion y arvo
ajanhetkelld y(0), voidaan vakion C arvo selvittdd. Esimerkiksi, jos y kuvaa bakteeri-
kasvuston massaa ja alussa bakteereja oli 3 mg, voidaan merkitd y(0) = 3. Funktion y

lausekkeen mukaan
y(0)=C-eF'=C-1=C,

joten voidaan paatell, ettd C = 3.

Esimerkki 7.8. Aina alkuarvoehtokaan ei riitd yhtalon yksikésitteiseen ratkaisemiseen.
Tarkastellaan vaikkapa alkuarvotehtavaa

¥y =y,  y(0)=0.

Heti néhdédén, ettd vakiofunktio y1(z) = 0 toteuttaa yhtdlén ja alkuarvoehdon, joten
se on eriis ratkaisu. Toisaalta myds ys(z) = z2/4 on ratkaisu. Tdmé#n derivaatta on
nimittéin y5(z) = 22/4 = z/2, ja

\/y_z=\/z;=%=§,

joten v = \/y2. Liséksi ys toteuttaa myds alkuarvoehdon.

Koska differentiaaliyhtéloissd esiintyy derivaattoja, tdytyy niitd ratkaistaessa yleensi
etsid funktioiden integraalifunktioita. Tadmén vuoksi differentiaaliyhtalon ratkaisemista
kutsutaan joskus yhtdlon integroimiseksi. Integraalifunktioita etsittdessa on muistettava,
ettd tietyn funktion integraalifunktio ei ole koskaan yksikésitteinen. Eri integraalifunktiot
voivat poiketa toisistaan integroimisvakiolla, joka on otettava huomioon.

Esimerkki 7.9. Jotkut differentiaaliyhtdlét ovat yksinkertaisia ratkaista. Tarkastellaan
esimerkiksi alkuarvotehtivaa

Tamé yhtalo sanoo yksinkertaisesti, ettd tuntematon funktio ¢ on sellainen, jonka toisen
derivaatan lauseke on 2z. (Huomaa, etté itse funktio y ei vilttdmatta esiinny yhtélossa.)



Yhtdlé voidaan ratkaista peruuttamalla derivointi kahdesti, eli etsimélld funktion g
integraalifunktiot ', ja sitten tdméan funktion integraalifunktiot y. Aluksi saadaan

Y'(z) = /y”(a:) dr = /23: dzx = 2% + C.

Téssé ei saa unohtaa integroimisvakiota C. Toisen alkuarvoehdon mukaan nimittdin
pitéa pited y'(0) = —1, ja toisaalta

y'(0)=0*+C =C,

joten itse asiassa C' = —1 ja y'(z) = 22 — 1. Nyt voidaan jatkaa:

3
y(x) :/y'(x)dwz/x2—1d$: %—Z+D.
Edelleen, koska ensimmaéisen alkuarvoehdon mukaan patee y(0) = 0, mutta toisaalta

03
y'(O):§—0+D:0—O+D:D,

niin itse asiassa D = 0 ja y(z) = 3/3 — .

Jos alkuarvoehtoja ei olisi, ei vakiota C olisi voitu selvittda. Talloin ratkaisuksi saataisiin

3
va) = [y@do= [+ Cdo= T +Co4D,

ja ratkaisuun jai kaksi tuntematonta (integroimis)vakiota.

7.2 Separoituvan yhtilon ratkaiseminen

Separoituvia differentiaaliyhtéloitd esiintyy kiytdnnon tilanteissa melko usein, ja niiden
ratkaisumenetelmd on yksinkertainen. Separoituvassa differentiaaliyhtéléssd muuttujan
arvo ja funktion arvo saadaan yhtdsuuruusmerkin eri puolille.

Maiiritelma 7.10. Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyht&lod kutsutaan separoitu-
vakst, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

9(y)y' = h(z),

misséd g(y) on lauseke, jossa ei esiinny ollenkaan muuttujaa z (paitsi funktion y muuttu-
jana) ja h(z) on lauseke, jossa ei esiinny lainkaan tuntematonta funktiota y.

Esimerkki 7.11.

a) Yhtils

on separoituva. Téssa g(y) = 2y ja h(z) = z*.



b) My6s yhtdlo

y' = (¢ +2)y°
on separoituva, jos y # 0, silli se voidaan t#lloin jakaa puolittain y?:lla, jolloin
saadaan
yl
Y

Tissd g(y) = 1/y? ja h(z) = = + 2.

¢) Yhtils
v +2y==x
ei ole separoituva, silld se ei ole muotoa g(y)y' = h(z), eikid sitd voi mydskddn
muuttaa tdhén muotoon.

Separoituvan differentiaaliyhtélon ratkaiseminen perustuu yhdistetyn funktion derivaat-
taa koskevaan integrointisddntoon. Tarkoituksena on péasté eroon y:n derivaatasta, jol-
loin yhtdlo muuttuu differentiaaliyhtilosté tavalliseksi algebralliseksi yhtaloksi.

Kun muistetaan ym olevan itse asiassa xz:n funktio, niin huomataan, ettd yhtdlon va-
semmalla puolella oleva g(y) = ¢g(y(z)) on yhdistetyn funktion lauseke. Merkitdén G:114
jotain funktion g integraalifunktiota. Talloin G’ = g, joten separoituva yhtdlé voidaan
kirjoittaa muotoon

G'(y(=))y' (z) = h().
Nyt ndhdéddn, ettd vasemmalla puolella olevassa lausekkeessa on yhdistetty funktio ker-

rottu sisdfunktion derivaatalla. Téhén voidaan suoraan soveltaa sopivaa integroimissaén-
t64 (numero 5), jolloin vasemman puolen integraalifunktioksi saadaan

/ G (y(x))y () de = G(y(x)) + C.

Vasemman puolen integraalifunktion on oltava sama kuin oikean puolen, jonkin vakion
lisdystéd lukuunottamatta. Jos merkitdin oikean puolen funktion h jotain integraalifunk-
tiota H, niin saadaan ratkaisuksi

G(y(z)) = H(z) + C.

Tamé on nyt tavallinen yhtéld, koska siind ei endd esiinny y:n derivaattoja. Tasta pyri-
tdan vield ratkaisemaan y, mutta se ei ole aina mahdollista.

Esimerkki 7.12. Ratkaistaan yht&lo

2y = z2.
Tissd g(y) = 2y ja h(z) = z2. Funktio g on siis ikiifin kuin muuttujan y funktio, ja
sen eriis integraalifunktio on G(y) = y?. Funktion h integraalifunktioksi voidaan valita
esimerkiksi H (z) = z%/3. Edell4 esitetyn ratkaisumenetelméin mukaan G(y) = H(z)+C,
missd C' on jokin vakio, joten
y?> =123/3 4 C.

Tastd voidaan vield ratkaista y ottamalla molemmilta puolilta nelidjuuri. Téaytyy kui-
tenkin muistaa ottaa huomioon my6s negatiivinen vaihtoehto:

1
y(z) = £/ §x3 +C.



Usein yhtdlon muuttaminen separoituvaan muotoon vaatii lisdoletuksia, joiden avulla voi
16ytya lisdratkaisuja. Tallaisia ratkaisuja, jotka 16ytyvat ennen kuin yhtélé on separoitu-
vassa muodossa, kutsutaan erillisratkaisuiksi.

Esimerkki 7.13. Ratkaistaan yht&lo
a3

Yhtalo ei ole separoituvassa muodossa, mutta se voidaan helposti muuttaa sellaiseen
jakamalla termill y2. TAm3 on kuitenkin kiellettyi, jos y = 0. Toisaalta funktio y(z) = 0
toteuttaa kyseisen yhtdlon. Se on siis erillisratkaisu.

Muiden ratkaisujen 16ytdmiseksi voidaan olettaa, ettd y # 0. Jaetaan yht&lé puolittain
2
y~:1la:

y_zy' =1
Nyt g(y) = y~2, ja tdmin erdis integraalifunktio on G(y) = —y~!. Toisaalta funktion
h(z) = 1 erés integraalifunktio on H(z) = z. Saadaan siis
—y t=z+C,
josta ratkeaa helposti
1
z)=— .
y(=) z+C

Tamaé separoimalla saatu ratkaisu ei saa koskaan arvoa 0, niin kuin oletettiinkin. Yhté-
16n ratkaisuja ovat siis erillisratkaisun lisdksi kaikki separoimalla saadut ratkaisut, jotka

riippuvat vakiosta C":
1

T+ C

Jos tehtévissé olisi vielda alkuarvoehto, sen avulla voitaisiin valita oikea ratkaisu. Jos
esimerkiksi y(1) = 0, niin tiedetéén, ettéd erillisratkaisu y(z) = 0 on oikea, koska sepa-
roimalla saatu ratkaisu ei voi koskaan saada arvoa 0.

y(z) =0 tai y(z) =

Separoituvan yhtélon ratkaisumenetelmén muistamista voi helpottaa, jos ajattelee vain
“integroivansa molemmat puolet”. Samalla voi yhdistetyn funktion integroimissddnnon
muistaa muodossa y' dz ~ dy.

Esimerkki 7.14. Ratkaistaan eksponentiaalisen kasvun mallin mukainen alkuarvoteh-
tava

y'(t) =-3y@®), y(0)=4
Yhtalo ei ole separoidussa muodossa, mutta se voidaan helposti muuttaa sellaiseen ja-
kamalla puolittain termilld y. Tdméa on kuitenkin kiellettyd, jos y = 0. Erillisratkaisu
y(t) = 0 ei kuitenkaan toteuta alkuarvoehtoa, joten voidaan olettaa, ettd y # 0. Jaetaan
nyt yhtalo puolittain y:114 ja integroidaan:

/l-y'dt:/—3dt
Y
1
/—dy:/—3dt
Y

In|yl =-3t+ C.



Integroimisvakio tarvitsee merkitd vain toiselle puolelle. Koska alkuarvoehdon mukaan
y(0) =4 > 0, niin voidaan jétté4 itseisarvomerkit pois.

Koska logaritmi y:sté kertoo, mihin potenssiin kantaluku pitéisi korottaa, jotta saataisiin

—3t + C, ndhdéan etti
y=e 30 — . g3t
On tapana merkiti e¢ = yp, jolloin ratkaisufunktio on y(t) = yoe 3, missi yo = ¢ on

jokin positiivinen vakio.
Koska alkuarvoehdon mukaan y(0) = 4, ja toisaalta
y(0) =yo- " =yo -1 = o,
niin nahd&in, ettd vakio yg = 4. Ratkaisufunktio on siis
y(t) = de™™

Esimerkki 7.15. Myos logistisen mallin yhtdlo on separoituva. Muokataan yhtdlon

lauseketta ensin hieman:
N N?
N =kN|[l—-=|=k|N-—).

Voidaan olettaa, ettd N > 0 (eli populaatio ei ole tyhja) ja N < E (eli populaatio ei
ole saavuttanut ympariston kantokykyéd), jolloin yhtdlo voidaan jakaa puolittain oikean

puolen termilli N — N2/E:
1

N - N?/E
Yht#l on nyt separoidussa muodossa: H(t) = k ja G(N) = 1/(N — N?/E), joista
jalkimméinen voidaan myos kirjoittaa muodossa
1 1
N N-E
Integroidaan yhtéloé puolittain ja muistetaan, ettda N >0 ja N — E < O:

/(%—N1E>N'dt:/kdt
/(]17 N E)dN /kdt

InN —In(E—-N)=kt+C.

N' =k.

G(N) =

Logaritmien laskusdéntéjen mukaan In N —In(E — N) = In ﬂ, joten eksponenttifunk-

tion avulla saadaan

N
——— =Y. M

E—N
Merkit#sn nyt e“ = Ny/(E — Np) ja ratkaistaan vield yhtilostd N:
N Ngekt
E—-N E-N,
EN — NyN = ENyeFt — NNye

EN — NNy + NNye** = ENye

(E + No(e** — 1)) N = ENye**

_ ENyet

" E+ Ny(ekt —1)°

|| (kerrotaan ristiin)




Jos nyt ¢t = 0, niin

ENyek0 ENy-1 EN,
N(0) = = = = Np.
© E+ No(e"0—1)  E+Ny(1—-1) E 0
0

Vakio Ny kuvaa siis populaation kokoa ajanhetkelld 0.

7.3 Virtausmallit

Virtausmallit tuottavat helposti differentiaaliyhtéléité, silld aineen virtaaminen johonkin
sailioon tai sieltd pois aiheuttaa aineen médrdn muutoksen siiliossid. Jos virtausnopeu-
det ovat jonkin takaisinkytkennén kautta sidoksissa aineen mé&iraan siiliossé, tilannetta
voidaan kuvata differentiaaliyhtdlslla.

Esimerkki 7.16. Olkoon 7T'(t) aineen méa#ra sailiossd ajanhetkelld ¢. Ainetta on hetkelld
t = 1 siiliossd 10 litraa, eiké sitd tule lisdd. Ulosvirtaavan aineen nopeus u(t) puolestaan
riippuu aineen méérastd siiliossd niin, ettd u(t) = k7T'(t). Verrannollisuuskerroin & ei
kuitenkaan talld kertaa ole vakio, vaan vihenee ajan my6té noudattaen funktiota k(t) =
1/t%. Siiliossi olevan aineen midrin muutos ajanhetkelld ¢ on 7"(t), ja koska se riippuu
nyt vain ulosvirtauksen nopeudesta, saadaan yhtdlo T'(t) = —u(t) = —k(¢)T'(t) eli

1

T'(t) = 5 - T(t).
Tilannetta kuvaa oheinen virtauskaavio.
u(t) = k(t)T(t)
T(t)
k(t) = 1/t

Tamé yhtdlo voidaan separoida jakamalla puolittain 7:114. Koska alkuehdon mukaan
aineen miara ei ole nolla, niin jako voidaan suorittaa, jolloin saadaan

1 1
T:_t_2

T
1 1
—.T'dt= | —=dt

/T dt /t2

1
—dT = _4—2
[Lar— [t

tfl
1

Koska aineen maéra siilidssd on aina positiivinen, voidaan itseisarvomerkit jattaa pois.
Eksponenttifunktion avulla saadaan

1 1 1
T =eitC = ¢C . et = Aet,



missé on merkitty e¢ = A. Alkuehdon mukaan T'(1) = 10, ja toisaalta
T(1) = Aet = Ae,

joten A -e = 10, josta A = 10/e = 10e~!. Alkuarvotehtéivin ratkaisuksi saadaan siis
funktio ) )
T =10e et = 10e: .

Kun #:t# kasvatetaan, niin 1/t — 0, joten lim; ,o T(t) = 10e ! = 3,68.
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