6 Joitain erityisfunktioita

6.1 Eksponenttifunktiot

k on tihin mennessd midritelty vain niissi tapauksissa, joissa k

Luvun a potenssi a
on kokonais- tai murtoluku. Tétd maéaritelméa voidaan kuitenkin laajentaa koskemaan
my0s muita reaalilukuja, jolloin voidaan laskea esimerkiksi luku 2V2. Misritelméd ei
kayda 1api talla kurssilla, vaan sen sijaan luotetaan siihen, ettd laskin antaa téllaisille

luvuille tarvittaessa hyvia likiarvoja.

Kun potenssi laajennetaan koskemaan mité tahansa lukuja, voidaan muodostaa sellainen
funktio, jonka arvot ovat jonkin positiivisen vakion a arvoja korotettuina muuttujan
osoittamiin potensseihin. Tama4 funktio on nimeltdén a-kantainen eksponenttifunktio, ja
sitd merkitddn usein exp,.

Maiiritelm3 6.1. Funktiota exp, : R = R, exp, z = a”, missd a on jokin positiivinen
vakio, kutsutaan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi. Vakiota a kutsutaan eksponentti-
funktion kantaluvuksi.

Potenssifunktion ja eksponenttifunktion ero on siis se, ettd potenssifunktiossa muuttu-
jan arvo korotetaan vakiopotenssiin, kun taas eksponenttifunktiossa vakio korotetaan
muuttujan osoittamaan potenssiin. Huomaa, ettd jalkimmaisessa tapauksessa vakion a
on madritelman mukaan oltava positiivinen.

Esimerkki 6.2. Olkoot f(r) = z? ja g(z) = 2% Tillsin f(1) = 12 = 1, f(-1) =
(-1)? = 1ja f(V2) = (V2)? = 2. Toisaalta g(1) = 2! = 2, g(—1) =271 = 1/2 ja
9(v/2) = 2V2 ~ 2,665. Kuitenkin f(2) = 22 = ¢(2).

Eksponenttifunktio on (kantaluvusta riippumatta) kaikkialla jatkuva ja derivoituva seké
aina aidosti positiivinen. Alla on eksponenttifunktion kuvaajia erilaisilla kantaluvun a
arvoilla. Jos @ > 1, niin eksponenttifunktio on aidosti kasvava. Jos taas a < 1, niin
funktio on aidosti vihenevi.
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Potenssien laskusdénnot péteviat myos eksponenttifunktiolle:
1. a®a¥ = a*1¥

2. (a®)¥ = a®

1
3. a7 % =—
aSC
4. a%=1
Kun kantaluvuksi valitaan ns. Neperin luku e = 2,71828 ..., saadaan erds erityisen tar-

ked eksponenttifunktio. Yleensd, jos puhutaan eksponenttifunktiosta kantalukua mainit-
sematta, tarkoitetaan juuri tdtd funktiota.

Maisritelma 6.3. Funktiota
exp:R—> R, expzx=c¢e®

kutsutaan (tavalliseksi) eksponenttifunktioksi. Vakio e on irrationaaliluku, jonka likiarvo
on 2,71828.

Tavallisen eksponenttifunktion térkein ominaisuus on se, etté sen derivaatan arvo on joka
pisteessd sama kuin itse funktion arvo:

D e* =€~

Tamé ominaisuus osoittautuu erityisen térkedksi myohemmin differentiaaliyhtéléiden
yhteydessa.

Esimerkki 6.4. Eksponenttifunktioiden yhteydessd tulon ja yhdistetyn funktion de-

rivointisdinnot tulevat tarpeeseen. Derivoidaan esimerkin vuoksi funktio f(z) = ze??.

Kyseessé on siis polynomin ja eksponenttifunktion tulo. Tulon derivointisdannén mukaan
fl(z) =Dz -e** 4+ 1-De*®* =1-€* + - De*® = e + - De*.

Derivoimatta jii vield De?®. Témé on yhdistetyn funktion lauseke, misss ulkofunktio-
na on g(z) = €® ja sisdfunktiona h(z) = 2z. Ulko-osan derivaatta on e®, ja sisdosan
derivaatta on 2. Yhdistetyn funktion derivoimissd&innén mukaisesti saadaan siis

De* = ¢ (h(@))l (¢) = ¢'(22) -2 = € -2 = 2™,
Lopputulos on siis

fl(z) = € + - De*® = €*® 4 x-2e** = e2® + 2z¢* = **(1 + 2z).

6.2 Logaritmifunktiot

Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kdanteisfunktio. Tama tarkoittaa sité, ettd eks-
ponenttifunktion arvo syotettynd logaritmifunktiolle palauttaa alkuperdisen muuttujan
arvon. Toisaalta myos logaritmifunktion arvo sydtettyné eksponenttifunktiolle palauttaa
alkuperdisen arvon.



Maisritelma 6.5. Olkoon a jokin positiivinen vakio. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa
funktio log, : ]0,00[ — R, jolle pétee

log, a® = a8 = .
Tata funktiota kutsutaan a-kantaiseksi logaritmifunktioksi.

Luvusta = otettu a-kantainen logaritmi kertoo siis, mihin potenssiin a taytyy korottaa,
jotta saataisiin z (silld a!°8«® = z). Huomaa, etts logaritmi on méritelty vain positii-
visilla luvuilla, koska positiivinen a korotettuna mihin tahansa potenssiin on aina posi-
tiivinen. Kuten eksponenttifunktio, myo6s logaritmifunktio on kantaluvusta riippumatta
derivoituva koko médrittelyjoukossaan, ja jos a > 1, niin logaritmifunktio on kasvava,
jos a < 1, niin se on vidheneva.
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Esimerkki 6.6. Logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin kantaluku taytyy korottaa,
jotta saataisiin x. Siispé

logy 16 =4, logz9 =2, logs125=3.
Lisdksi kaikilla kantaluvuilla a patee
log,1=0 ja log,a=1.

Eksponenttifunktion laskusdénnéistd voidaan johtaa logaritmin laskusdantoja.

1. log, zy = log, = + log, y

2. log, z¥ =ylog,

1
3. log, i —log,

4. log,1=0



Esimerkiksi 1 sd&ntd voidaan johtaa seuraavasti. Logaritmi log, zy kertoo, mihin po-
tenssiin g taytyy korottaa, jotta saataisiin xy. Eksponenttifunktion laskusdannon 1 seké
logaritmifunktion mé#iritelmén avulla saadaan a8 *t1%8a¥ = glo8a2 . glo8aY = gy, Siis
log, zy = log, x + log, y.
Joidenkin kantalukujen tapauksissa on tapana kdyttdd logaritmista omaa merkintda.
Esimerkiksi

logipz=1gz, log,z=Inz, logeoz =1bzx.

Esimerkki 6.7. Kymmenkantainen logaritmi kertoo suunnilleen, kuinka monta numeroa
luvussa on:

lgl0=1, 1g120~2 1g10000 =4, 1g987654321 ~ 9.

Erikantaisista logaritmeista matematiikassa tirkein on In. Sitd kutsutaan luonnolliseksi
logaritmiksi, ja se on tavallisen eksponenttifunktion kdanteisfunktio. Monesti sitd merki-
taan yksinkertaisesti log (ilman kantalukua). Luonnollisen logaritmin derivaatta on

1
D Inz=-—.
T

Esimerkiksi yhdistetyn funktion derivoimissédénnolld voidaan nayttad, ettd myos D In(—zx)
1/z. Téstéd saadaan integroimissidénto

b b
1
/ —dw:/1n|:v|.
a z a

Itseisarvo tarvitaan, koska ei tiedetd, onko vili [a, b] positiivisella vai negatiivisella puo-
lella. Logaritmiin ei nimittdin voi sijoittaa negatiivisia lukuja. Nyt voidaan vihdoin kir-
joittaa potenssin integroimissdénté kokonaisuudessaan:

b i bxk+1
xdx:/— jos k #£ —1
/a ak+1’ J # )

b b
/ z de = /ln|:1;|.
a a

Esimerkki 6.8. Integroidaan funktiota f(z) = 1/x vélilla [1, e]. Funktion f (erds) inte-
graalifunktio on In|z|. Koska esimerkin integroimisvélilld patee z > 0, integraalifunktio
on itse asiassa Inz. Téten

€1 €
/ —dxz/lnx:lne—lnl:l—Ozl.
1 T 1

Integroidaan sitten samaa funktiota vélilld [—2, —1]. Koska nyt = < 0, integraalifunktio
on In|z| = In(—=z). Siispa
-1

/ —dzr = /ln(—m):1n1—1n2:O—ln2:—ln2.
_9 T 2y

Huomaa, ettd funktiota f ei voi ollenkaan integroida sellaisella vélilla, joka siséltdd seké
negatiivisia ettd positiivisia lukuja (esimerkiksi [—1, 1]), koska f ei ole mééritelty nollassa.



6.3 Kantaluvun vaihtaminen

Kaikki eksponentti- ja logaritmifunktiot voidaan ilmaista tavallisen eksponenttifunktion
ja luonnollisen logaritmifunktion avulla. Koska €@

Ina)” In a-
aw — (ena) :ena:c_

Toisaalta log, y on se luku z, johon a pitdd korottaa, jotta saataisiin y. Edellisen yhtdlon
mukaan tdmé luku z kerrottuna luvulla Ina on se luku, johon e pitdd korottaa, jotta
saataisiin y. Saadaan siis seuraavat laskusdénnot kantaluvun vaihtamiselle:

= a, saadaan ensinnakin

exp, z = exp(lna - x),

log, z = ln_:z:
Ina

Itse asiassa tdssd voisi olla toisena kantalukuna jokin muukin kuin e. Voitaisiin esimer-

kiksi vaihtaa kantaluvuksi 10 seuraavilla kaavoilla:

exp, ¢ = exp;o(lga - z),
log, z = lg_x
@ Iga
Esimerkki 6.9. Ratkaistaan yksinkertainen eksponenttiyht#ls 4% = 10. Koska 4! = 4 ja
4% = 16, ratkaisu on oletettavasti ykkosen ja kakkosen viilissi. Logaritmin méiritelmin
perusteella ratkaisu on z = log, 10, mutta tavallisella laskimella t&td ei voi suoraan
laskea. Laskimen néppéimisséd on yleenséd vain luonnollinen logaritmi (In tai log) seké
toisinaan my6s kymmenkantainen logaritmi (lg, joskus myos log (!!)). Kéytetddn siis

kantaluvun vaihtoa:
In10 2,303 _

In4 1,386
Yhtélon voi ratkaista myos toisella tavalla. Logaritmien laskusdéntdjen mukaan nimittéin
In4* = xIn4. Voidaan siis paitelld seuraavasti:
4* =10 <= In4* =1n10
<= zln4=I10 |:In4

_In10

~ Ind’
Esimerkki 6.10. Derivoidaan funktio f : ]0,00[ — R, f(z) = z*. Kantalukua vaihta-
malla ndhdisn, ettd 2% = ™%, Téten

f'(a:) — Dzt =D (elnw-w) .

z = log, 10 = 1,66.

Taméa voidaan nyt laskea yhdistetyn funktion derivaattana. Ulkofunktio on tavallinen
eksponenttifunktio, jonka derivaatta on kyseinen funktio itse. Ulko-osa séilyy siis koske-
mattomana. Sisdfunktion lauseke on puolestaan lnz - z, jonka derivoimiseen kiytetdan
tulon derivointisdantoas:

1
D(lnz-z)=D(lnz)-z+Inz-Dr=—--z+hnzx-1=1+Inz.
x
Yhdistetyn funktion derivoimissdénnoén mukaisesti saadaan lopulta
f'(x)=D (elnw'w) =e"%?. D(Ing - z) =% (1 4 Inzx).

Lopputulos voidaan vield kirjoittaa muotoon f'(z) = z%(1 + Inz).



6.4 Logaritminen asteikko

Toisinaan on kaytéannollistd ilmaista jonkin suureen arvoja ns. logaritmisen asteikon avul-
la. Tama tulee kyseeseen erityisesti, jos suureen arvot vaihtelevat erityisen laajoissa ra-
joissa. Logaritmin ottaminen palauttaa arvot ymmaérrettévélle asteikolle.

Esimerkiksi kuuloaisti toimii siten, ettd d4dnen intensiteetin kymmenkertaistaminen lisda
kuulovaikutelman voimakkuutta vakiomaaralld, oli kyse sitten kovista tai hiljaisista 8&-
nistd. (Siis kymmenkertainen voimakkuuden muutos alkuperéiseen verrattuna kuulostaa
samalta kuin satakertainen kymmenkertaiseen verrattuna.) Jos samalla asteikolla esi-
merkiksi kellon tikityksen voimakkuus on 1 ja puheen 10, on ukkosen voimakkuus jopa
1000. Téllaisella asteikolla pienet vaihtelut jadvat asteikon alapadssé varjoon.

Asnen voimakkuuden kuvaamiseen kiytetdisn yleisesti desibeliasteikkoa, joka madritel-
144n kaavalla L = 10 -1g(I /1) tai L = 10 - (1g(I) — 1g(lo)) (katso logaritmin laskusdén-
not). Samaa asteikkoa kiytetdan muissakin yhteyksissd, mutta #énenvoimakkuden ta-
pauksessa I on dinen intensiteetti (yksikkénd W/m?) ja Iy on kuulokynnysti vastaava
intensiteetti. Luku L on voimakkuden vaikutelma desibeleiné.

Kaavan idea on seuraava. Koska kuulijan havaitsema d&nenvoimakkuus lisdéntyy vakiol-
la, kun intensiteetti kerrotaan vakiolla, kiytetd&n intensiteetin sijasta sen logaritmia.
Logaritmin laskusdéntéjen mukaan nimittédin lg(c-I) = lgc + lg I. Sitten asteikkoa siir-
retddn niin, ettd kuulokynnykselld saadaan nolla. Ndin saadaan kuulovaikutelma beleind:
lg(I) — lg(Ip). Lopulta siirrytdan desibeleihin kertomalla tulos kymmenella.

Kaavan mukaan 60 desibelin &&ni on intensiteetiltddn kymmenen kertaa voimakkaampi
kuin 50 desibelin &4ni. Toisaalta 70 desibelin 4&ni on jo sata kertaa voimakkaampi.

Logaritminen asteikko

<~ 100000000000 110 dB
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= 10000000 70 dB

8 100000 50 dB

§7

3

= 1000 30dB
10 T \ ‘ ‘ . 10dB
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tikitys puhe

Myés danen korkeutta kuvataan yleensd logaritmisella asteikolla. Tietty sdvel soitettu-
na oktaavia korkeammalta on aina taajuudeltaan kaksinkertainen alkuperdiseen ndhden.
Esimerkiksi yksiviivainen a soi taajuudella 440 Hz, kaksiviivainen a taajuudella 880 Hz
ja kolmiviivainen taajuudella 1760 Hz. Richterin asteikko, jolla ilmaistaan maanjaristys-
ten voimakkuuksia, on myos logaritminen. Yhtd Richterin yksikkod kovempi jaristys on
alkuperéiseen ndhden voimakkuudeltaan kymmenkertainen.



6.5 Trigonometriset funktiot

Téassé osassa tutustutaan sini-, kosini- ja tangenttifunktioihin. N&itd kutsutaan trigo-
nometrisiksi funktioiksi, koska ne liittyvat kolmioiden sivujen ja kulmien suhteisiin. Ne
voidaan my6s méadritelld suorakulmaisen kolmion avulla koulusta tutulla tavalla seuraa-
vasti: kulman z sini, jota merkitdan sin z, on kulman z vastaisen kateetin pituuden suhde
kolmion hypotenuusan pituuteen. Kuvan mukaisesti siis sinz = A/C. Samoin mééritel-
l48n, ettd kulman z kosini on kulman viereisen kateetin pituuden suhde hypotenuusan
pituuteen. Tangentti puolestaan on vastaisen kateetin suhde viereiseen kateettiin.

c sinx =A/C
cos x =B/C
tan x = A/B
X
B

Suorakulmaisessa kolmiossa ei mikdin muu kuin tuo suora kulma voi olla 90 astetta
suurempi. Tall4 tavoin médriteltyjen trigonometristen funktioiden méarittelyjoukoksi jaa
siis véli [0,90[. Mésritelm&d voidaan kuitenkin laajentaa niin sanotun yksikkoympyrin
avulla, kun tulkitaan negatiiviset sekd 360 astetta suuremmat kulmat oikealla tavalla.

Yksikkéympyra on x,y-koordinaatistoon piirretty origokeskeinen ympyra, jonka séide on
1.

A\ 4

Sijoitetaan yksikkéympyradn suunnattu kulma (eli kulma, jolla on médrityt alkukylki
ja loppukylki) siten, ettd kulman kérkipiste on origossa ja alkukylki kulkee x-akselin
positiivista puolta pitkin. Kulman suuruus on positiivinen, jos se aukeaa alkukyljesta
vastapdivddn, muutoin negatiivinen. Kulma voi olla laajempikin kuin taysi ympyra.
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Kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneissa eli absoluuttisissa kulmayksikéissa.
Yksi radiaani on sellaisen kulman laajuus, jota vastaa yksikkdympyran kehilld kaari,
jonka pituus on 1.

1rad

\/

Koska yksikkdympyrén kehén pituus on 27, on koko ympyrissa eli tdyskulmassa 27
radiaania, oikokulmassa (180°) m radiaania ja suorassa kulmassa % radiaania. Yleisesti

asteiden ja radiaanien yhteys on seuraava:

) . . T
kulman suuruus radiaaneina = kulman suuruus asteina - —

180

6.6 Sinifunktio

Yksikkéympyrédn piirretyn kolmion avulla voidaan maéritelld yleinen sinifunktio.

Maisritelma 6.11. Funktio sin : R — R maééaritelldén seuraavasti. Olkoon z yksikkéym-
pyrddn sijoitetun suunnatun kulman suuruus. Télléin sinz on kulman loppukyljen ja
ympyran kehdn leikkauspisteen y-koordinaatin arvo.



>
>

sin X fy----->

kulma x 1

\4

Funktion maérittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko eli R. Sinifunktion arvot tayt-
tavat suljetun vélin [—1,1], toisin sanoen funktio saa kaikkia arvoja ko. vililtd, vélin
pidtepisteet mukaan lukien. Sinifunktio on kaikkialla jatkuva. Sinifunktion kuvaaja, si-
nikdyrd, aaltoilee -1:m ja 1:n véalilla:

1 :
\ /\ s, | 21/\
H T
N, A N o NS N N
/2 : \x
_0_ .37'5/
-14 ;

Edellisessa kuvassa kulman yksikkoné on kiytetty radiaaneja, mikd on matematiikassa
yleensé kitevad. Talloin sinifunktio kasvaa z:n kasvaessa (:sta §:een, alkaa sitten vihetd,
muuttuu negatiiviseksi arvon z = 7 jélkeen, alkaa taas kasvaa arvon x = %7‘(’ jilkeen ja
saavuttaa uudelleen nollan kohdassa r = 27. Tamén voi todeta helposti myds pienen-
tdmalld ja kasvattamalla suunnattua kulmaa yksikkéympyréassd. Kaytannossd kohdat,
joissa sinifunktion suunta tai merkki vaihtuu, osuvat kohtiin, joissa tarkasteltavan kul-
man loppukylki siirtyy koordinaatiston neljdnneksestd toiseen ja jotka siis ovat suoran
kulman 7/2 monikertoja.

Sinifunktio on jaksollinen, mika tarkoittaa, ettd samat arvot toistuvat aina tietyin vélein.
Sinifunktion aaltoilu toistuu kuvaajassa aina 27:n vélein, ja funktiolla on déreton masra
nollakohtia. Trigonometristen funktioiden nollakohtia laskettaessa onkin aina muistet-
tava, ettd nollakohtia on funktion toistumisjakson vélein dareton méaédréd. Sinifunktion
nollakohdat voisi esittdéd esimerkiksi seuraavasti:

z=04+n-m,

missd n on jokin kokonaisluku (voi olla my6s negatiivinen). Télléin nollakohtia ovat
luvun 0 liséksi kaikki luvut, joissa nollaan on lisdtty (tai vihennetty) 7 mielivaltaisen
monta kertaa.

Esimerkki 6.12. Etsitddn valiltd [0,4] ne luvut z, jotka toteuttavat yhtdlon sin(2z +
m/2) = 0. Koska sinifunktio saa arvon nolla kohdassa 0 seké aina m:n vélein, ndhdaén



etta - -
sin<2w—|—§) =0 << 2x+§:0+n-7r,

missd n on mielivaltainen kokonaisluku. Saadusta yhtdlostd voidaan sitten ratkaista z:

s ™
2$+§:n7r<:>2x:—§+n7r ‘2

— = i +n T
4 2’
Néhdaan siis, ettd kysytty yhtdlo toteutuu pisteessd x = —m /4, sekd tdmién jélkeen aina

m/2m valein. Naistd luvuista tutkittavalle vilille osuvat 7/4 ~ 0,785, 37/4 = 2,36 ja
5m/4 ~ 3,93,

6.7 Kosinifunktio

Kosinifunktion mééaritelmé on hyvin samankaltainen kuin sinifunktion.

Maiiritelmi 6.13. Olkoon z yksikkdympyrddn sijoitetun suunnatun kulman suuruus.
Talléin cosz on kulman loppukyljen ja ympyrdn kehén leikkauspisteen x-koordinaatin
arvo.

>
>

.
\4

My®s kosinifunktio on mééritelty kaikkialla Rissé ja se saa arvot valiltd [—1,1]. Samaten
kosinifunktio on jatkuva kaikkialla ja toistuu 27:n pituisella jaksolla. Itse asiassa kosi-
nifunktion kuvaaja on kuin sinifunktion kuvaaja siirrettyné sen verran vasemmalle, etté
lahtoarvolla 0 funktio saa arvon 1. Tdmé voidaan ilmaista kaavana cos = sin(z + 7/2).

Jo\U-
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Kosinifunktion nollakohdat on helppo esittdd samaan tapaan kuin sinifunktion, talla
kertaa nollakohtaa ei kuitenkaan 16ydy arvolta z = 0 vaan muun muassa kohdasta z = 7.
Nollakohdat ovat siis: r

r = 5 +n- T,

missd n on jilleen kerran mielivaltainen kokonaisluku.

6.8 Peruskaavoja

Sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuudesta johtuen samat funktioiden arvot toistuvat ta-
savilein (2m:n vilein) lukusuoraa pitkin liikuttaessa. Timé voidaan ilmaista seuraavilla
kaavoilla:

sinz = sin(z + n - 27),

cosz = cos(z +n - 2m),

joissa n on mielivaltainen kokonaisluku. Yksikkdympyrad tutkimalla voidaan lisdksi hel-
posti johtaa seuraavat sddnndét sini- ja kosinifunktioiden arvoille:

sin(—z) = —sinz,

cos(—z) = cosz,

sinz = —sin(z + 7) = —sin(z — 7),
cosz = —cos(z + ) = — cos(z — ).

Aiemmin mainittiin jo, ettd kosinifunktio saa samat arvot kuin sinifunktio sai aiemmissa
(tai myShemmissé pisteissa):

. s 3w
sinx = Cos (ac — —) = CO8 (:v-l— —) ,

2 2
. e ) 3
cosw:sm(z+—):s1n x—— .

Liséksi suorakulmaista kolmiota koskeva, geometriasta tuttu Pythagoraan lause on yh-
tapitdva seuraavan ns. trigonometrian peruskaavan kanssa:

sin z + cos?z = 1, (6.14)

missd merkinnit sin? z ja cos? z tarkoittavat samaa kuin (sinz)? ja (cos z)2. Ratkaisemal-
la téstd kaavasta sinz ja cosz saadaan sinin ja kosinin vilille vield seuraavat yhteydet:

sinz = +1/1 — cos? z,

cosz = +v/1 — sin? z.

Naissa kaavoissa etumerkki tdytyy valita sen mukaan, kumman etumerkin sini tai kosini
saa annetulla kulman arvolla. Neli6juurihan tuottaa kuitenkin aina positiivinen luvun.

11



6.9 Tangenttifunktio

Tangenttifunktio on kolmas tavallinen trigonometrinen funktio, jonka ominaisuudet kui-
tenkin poikkeavat melkoisesti sini- ja kosinifunktioiden ominaisuuksista. Se méaritelladn
sinin ja kosinin osamé&arana.

Miidritelmi 6.15. Tangenttifunktion arvo kulmalla z on sinin ja kosinin osamé&éra:

Tangenttifunktion madrittelyjoukosta puuttuvat kaikki cosz:n nollakohdat eli pisteet,
jotka ovat muotoa 7/2 4+ n - 7, missé n voi olla mikd tahansa kokonaisluku. Tangentti-
funktio on méaarittelyjoukossaan jatkuva ja derivoituva ja saa arvoja koko reaalilukujen
joukon alueelta. Tangenttifunktiokin on jaksollinen, jakson pituus on télld kertaa =, ja
nollakohdat ovat muotoa z = 0 + n - 7, missd n on kokonaisluku.

Samoin kuin sini- ja kosinifunktioille, my6s tangenttifunktiolle voidaan helposti johtaa
seuraavat, toisinaan laskemista helpottavat peruskaavat:

tan(—z) = —tanz,

tan z = tan(x + nw),

missé n on kokonaisluku.

6.10 Trigonometristen funktioiden derivaatat

Kun kulman yksikkond kéytetddn radiaania, saavutetaan muun muassa se hyoty, ettéd
sini- ja kosinifunktiot ovat toistensa derivaattoja. Taytyy vain muistaa, ettd kosinifunk-
tiota derivoitaessa on lisdttédva miinusmerkki. Siis:

Dsinx = cos,

Dcosx = —sinz.
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Esimerkki 6.16. Derivoidaan tangenttifunktio f(z) = tanz. Ma#ritelman mukaan

f(z) =tanz = el

COST

Tangenttifunktio on derivoituva koko madrittelyjoukossaan, eli kun cos # 0. Télléin sen
derivaatta saadaan osaméaédrin derivoimissdannolla:

f(z) Dsing -cosz —sinz - Dcosz  cosz-cosx —sinz - (—sinx)
xr) = =
cos? x cos? x

cos?z + sin®z

cos?

Trigonometrian peruskaavan mukaan sin? z + cos? z = 1, joten

"(£) =Dt = )
f(z) anz po—

Esimerkki 6.17. Tutkitaan, missd pisteissi funktio f(xz) = 2sinx + z saa dédriarvoja
avoimella valilla ]0,10[ . T4td varten derivoidaan ensin kyseinen funktio:

f'(z) =2cosz + 1.

Asriarvoja funktio voi saada vain derivaatan nollakohdissa. Ratkaistaan nimi:

1
2cosz+1=0 < cosx = —5

Laskimella voidaan selvittéé, missa pisteissé kosini saa arvon —1/2. Vastaukseksi pitéisi
tulla 120°, joka on 27/3 radiaania (likiarvo 2,094). Tamén voi myds katsoa jostain sopi-
vasta taulukosta. Nyt on kuitenkin muistettava kaksi seikkaa. Ensinndkin kosini saa sa-

man arvon aina 2m:m vélein. Toisekseen cos z = cos(—z), joten myds cos(—2m/3) = —1/2.
Niin saadaan kahdenlaisia ratkaisuja:
27 . 27
T = ?—I—n-27r tal x:—?+n-27r,

missd n vol olla mikd tahansa kokonaisluku.

-2n/3+2n
2n/3 |

Saatuja nollakohtia tutkimalla ndhddén, ettd niistd kysytylle vilille osuvat vain

2 2 87 27 47
— =~ 2,094 — 4+ 2= — = j — — 4+ 27 = — ~ 4,188.
3 ,094, 3 + 27 3 8,378 ja 3 + 27 3 ,188

Laskemalla derivaatan arvoja néiden nollakohtien vélissd (muista asettaa laskimeen kul-
manyksikoksi radiaanit!) saadaan seuraavanlainen merkkikaavio:
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O0<z<2n/3 |2r/3<z<4r/3 |4n/3 <z <87/3 | 87/3 <z <10
f'(z) + - + -
/(=) / N / hY

Néhd&an siis, ettd funktiolla f on lokaalit maksimit kohdissa z = 27/3 ja z = 8m/3 seki
lokaali minimi kohdassa x = 47/3.

101

Sinin ja kosinin derivointikaavoista saadaan jilleen vastaavat integroimiskaavat:

b b
/ sinz dx :/—cos:c,
a a
b

b
/ cos z dx :/sinz.
a

a

Esimerkki 6.18. Tietylle alueelle osuvan auringonséteilyn méaré vaihtelee jaksollisesti
vuodenaikojen mukaan. Tdm4 vaihtelu vaikuttaa merkittévasti kasvien kasvunopeuteen.
Jos muita tekijoitd ei oteta huomioon, voitaisiin lauhkealla vyShykkeelld kasvavan ruo-
holajin kasvunopeutta arvioida esimerkiksi seuraavalla funktiolla:

k(t) = 1500 — 900 cos (% : t) (kg/ha,/kk),

missé ¢ on aika kuukausina vuoden alusta ldhtien. Keskelld kesédd eli kun ¢t = 6,18, 30,
jne., kosini saa minimiarvon —1, jolloin funktio k& saa maksimiarvon 2400. Vastaavasti
keskelld talvea on ¢t = 0,12,24, jne., jolloin funktio k£ saa minimiarvon 600. Lasketaan
ruohon médrin kertyméd marraskuun alusta helmikuun loppuun, eli vélilld [—2,2] (tai
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yhtd hyvin [10, 14]). Kéytetddn yhdistetyn funktion integrointia:

/22 1500 — 900 cos (%t) dt

:/_221500d —%/_ZQOOCOS(%-t)-%dt
2 2

:é 1500¢ — gé 900 sin (%t)

= (3000 — (—3000)) — g (900sin (5) —900sin (~7))
~ 3022,8.

Ruohoa kertyy siis talvikuukausien aikana noin 3 tonnia hehtaaria kohti.
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