5 Jatkuvan funktion integraali

5.1 Integraalin miaritelma

Kuten edellisessd luvussa todettiin, funktion derivaatta kertoo funktion muutosnopeu-
den. Jos siis tunnetaan jonkin suureen riippuvuutta kuvaava funktio, saadaan derivaatan
avulla selville jotain kyseisen suureen muutoksesta. Joskus tilanne on kuitenkin sellainen,
ettd tunnemme suureen vaihtelua kuvaavan funktio, ja haluaisimme selvittdd jotain suu-
reesta itsestddn. Voimme esimerkiksi auton nopeusmittaria tarkkailemalla saada tietdd
nopeutta kullakin ajanhetkelld kuvaavan funktion. Tédmén funktion avulla pitéisi sitten
selvittda, miten paljon auto on edennyt jollain tietylld aikavalilla.

Edelld kuvatun kaltaisissa tilanteissa on kyse funktion integroinnista. Integroiminen on
derivoinnille vastakkainen toimenpide. Derivaatta antaa funktion muutosnopeuden tie-
tyssé pisteessd, integraali puolestaan selvittdd muutosnopeudesta funktion todelliset ar-
vot. T&llg kurssilla integroidaan vain jatkuvia funktioita, mutta integraalin méaritelmaa
voidaan yleistdd niin, ettd se soveltuu myos epéjatkuville funktioille. (Toisin kuin deri-
vaatan tapauksessa.)

Tarkastellaan ensimméisend esimerkking linja-autoa matkalla Kotkasta Helsinkiin. Ole-
tetaan, ettd tunnemme linja-auton nopeuden v ajan funktiona. Yritetdan arvioida no-
peuden funktion perusteella kuljettua matkaa ensimmaéisen tunnin aikana eli aikavalilla
[0,1].

Jos nopeus pysyisi koko ajan tasaisena, eli v olisi vakiofunktio, saisimme kuljetun mat-
kan yksinkertaisesti kertomalla kdytetyn ajan tuolla vakionopeudella. T&lloin kuljettu
matka olisi s = v -1 h. Nopeus voi kuitenkin vaihdella ajanhetkestd toiseen, joten tdmé
ldhestymistapa ei tuota haluttua tulosta. Sen avulla voidaan kuitenkin arvioida kuljettua
matkaa, jos tunnetaan linja-auton maksimi- ja miniminopeudet.

Olkoon esimerkiksi bussin suurin nopeus vélilld [0, 1] ollut 110 km /h, ja pienin nopeus 0
km/h (bussi seisoi aluksi asemalla). Jos bussi olisi ajanut koko ajan maksiminopeudel-
laan, se olisi kulkenut tunnin aikana 110 km/h-1 h = 110 km. Jos se taas olisi ollut koko
ajan paikallaan, se olisi kulkenut 0 km. Tieddmme siis, ettd todellinen kuljettu matka
on jossain nollan ja 110 kilometrin valilla.

Tarkempi arvio saadaan, kun tarkastellaan aikavilid osissa. Oletetaan esimerkiksi, etté
ensimmaéisen puolen tunnin aikana bussin maksiminopeus oli vain 100 km/h ja minimino-
peus 0 km /h. Toisen puolen tunnin aikana maksimi- ja miniminopeudet olivat vastaavasti
110 km/h ja 40 km/h. Nyt voimme arvioida, ettd ensimmaéiselld osalla edettiin enintdan
100-1/2 = 50 km ja vahintdén 0-1/2 = 0 km, seki toisella osalla enintddn 110-1/2 = 55
km ja vdhintdén 40 - 1/2 = 20 km. Kun némé lasketaan yhteen, voidaan todeta, etté
tunnin aikana edettiin yhteensd enintdén 50 4+ 55 = 105 km ja vdhintddn 0 + 20 = 20
km, miki on jo alkuperiistéd parempi arvio. Vield tarkempi arvio saadaan, jos pilkotaan
aikavali esimerkiksi 4 osaan ja tehdddn vastaavanlainen arvio. Talléin voitaisiin saada
esimerkiksi seuraavan taulukon mukainen tulos:



aikavili | nopeus max | nopeus min | matka max | matka min
0-15 min 40 km/h 0 km/h 10 km 0 km
15-30 min | 100 km/h 40 km/h 25 km 10 km
30-45 min | 86 km/h 40 km/h 21,5 km 10 km
45-60 min | 110 km/h 76 km/h 27,5 km 19 km
| yhteensd | — \ — | 84km | 39km |
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Tarkastelusta huomataan, ettd mitd pienempiin osiin pilkomme aikavilin, sitd tarkem-
man arvion saamme auton kulkemalle matkalle. Tarkimman arvion saamiseksi voisimme
tarkastella raja-arvoa osavilien pituuden ldhestyessé nollaa.

Esimerkin tarkastelu voidaan suorittaa minkd tahansa jatkuvan funktion kohdalla, ei
ainoastaan sellaisen, joka kuvaa nopeutta. Saatuja yla- ja ala-arvioita kutsutaan funktion
yld- ja alasummiksi ja ndiden raja-arvoa funktion integraaliksi. Integraali kuvaa funktion
kertymdd tietylld vélilld. Jos funktio kuvaa jonkin suureen muutosnopeutta, integraali
kertoo suureen arvon kokonaismuutoksen.

Maiéritelma 5.1. Olkoon f valilli [a,b] médritelty jatkuva funktio. Jaetaan vili tasai-
sesti korkeintaan h:n pituisiin suljettuihin osavileihin. (Jos jako ei mene tasan, anne-
taan oikeanpuoleisimman osavélin olla lyhyempi kuin muut.) Valitaan jokaisella osavi-
lill4 funktion suurin arvo, kerrotaan se vilin pituudella ja lasketaan néin saadut arvot
yhteen. Kutsutaan saatua summaa funktion ylasummaksi valilld [a,b] ja merkitddn tatd
Sp. Funktiolla on varmasti jokaisella osavililld suurin arvo lauseen ?7 nojalla.

Valitaan samoin jokaisella osavililld pienin arvo, kerrotaan se vélin pituudella ja lasketaan
tulokset yhteen. Kutsutaan tatd summaa funktion alasummaksi vililld [a, b] ja merkitddn
sitd Sh-

Funktion f integraali vililld [a,b] on yldsumman ja alasumman raja-arvo osavilin pituu-
den h ldhestyessa nollaa:

h—0 h—0

b
/ f(z)dz = lim Sp, = lim sp,.
a
Té&mai raja-arvo on aina olemassa, kun f on jatkuva vélilla [a, b].
Integraalimerkinnéssd integroimisvali merkit&dan integraalimerkin yla- ja alapddhén. Ter-

mi dz lopettaa integroitavan lausekkeen. Se kertoo, minkd muuttujan suhteen integroi-
tava lauseke on kirjoitettu (voisi olla esim. f: 22 dt).



Integraalin médritelméssa ei itse asiassa tarvitsisi tarkastella sekd yla- ettd alasummia.
Integraali voidaan kuitenkin maaritelld muillekin kuin jatkuville funktioille, ja jos funktio
ei ole jatkuva, voi kiyda niin, etteivit yld- ja alasummat ldhesty toisiaan h:n pienetes-
sd. Talloin sanotaan, ettd funktio ei ole integroituva. Kuitenkin kaikki suljetulla valilla
jatkuvat funktiot ovat integroituvia tuolla valilla.

5.2 Integraali kuvaajassa

Ajatellaan integroimisvali jaetuksi tasaisesti osavdleihin. Funktion yldsumma on sellais-
ten suorakulmioiden pinta-alojen summa, joiden korkeus on jokaisella osavalilld funktion
suurin arvo. Alasumma taas koostuu sellaisten suorakulmioiden pinta-aloista, joiden kor-
keus on joka osavililld funktion pienin arvo.
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Kun osavilin pituutta lyhennetéédn, 1dhestyvat funktion suurin ja pienin arvo tuolla vé-
lill4 toisiaan. (Td4mé johtuu funktion jatkuvuudesta: kun muuttuja on sidottu pienelle
valille, ei funktion arvokaan voi muuttua paljon.) Siispid myos yld- ja alasuorakulmioi-
den huiput kullakin vililla ldhestyvat toisiaan ja samalla funktion kuvaajaa, joka on
niiden vélissid. Kun osavilien pituus ldhestyy nollaa, suorakulmioiden huiput kohtaavat
ja puristavat funktion arvon valiinsa. Télloin niiden yhteenlasketun pinta-alan raja-arvo,
funktion integraali, vastaa kuwvaajan ja z-akselin vdliin jidvin alueen pinta-alaa.
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Huom. Kuten erotusosamaérin lausekkeessa esiintyva h voi olla negatiivinen, vaikka se
kuvaa erdén vilin “pituutta”, voi my0s integraali olla negatiivinen, vaikka se tavallaan ku-
vaakin pinta-alaa. Jos nimittdin funktio on jollain vélilld negatiivinen, eli kuvaaja kulkee
x-akselin alapuolella, sen suurimmat ja pienimmait arvot tuolla valilld ovat negatiivisia,
misté johtuen my0s integraali on negatiivinen.

5.3 Integraalin laskeminen

Integraalin laskeminen suoraan mééritelmén avulla on yleensi erittéin vaikeaa (huomat-
tavasti vaikeampaa kuin derivaatan laskeminen erotusosamiirin avulla), joten kdytén-
nossd tarvitaan eri tilanteisiin sopivia laskusddntéjd. Koska integrointi on derivoinnille
kidnteinen toimenpide, myds integroimissadnnot saadaan suoraan derivoimissdannoisté.
Apuna kiytetdan niin kutsuttua integraalifunktiota.

Mésritelméi 5.2. Jos funktio f on jonkin funktion F derivaatta eli f = F’, niin tété
funktiota F' kutsutaan f:mn integraalifunktioksi. (Joskus sanotaan myds, ettd F on f:n
antiderivaatta).

Integraalifunktio on derivaattafunktion vastakohta. Funktion integraalifunktion derivaat-
ta on funktio itse, samoin kuin sen derivaatan integraalifunktio. Jos funktio on jatku-
va, silld on aina olemassa integraalifunktio, jopa useita. Jos esimerkiksi f(z) = 2z,
niin integraalifunktioksi kelpaa yhti hyvin Fi(z) = z? kuin Fy(z) = z? + 1, silld
Dz? = D(z% + 1) = 2z. Funktion eri integraalifunktiot eiviit kuitenkaan eroa toisis-
taan kovin paljon, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 5.3. (Integraalilaskennan peruslause) Olkoon F{ = Fj = f, eli seka Fy etta F
ovat funktion f integraalifunktioita. Talloin on olemassa jokin x:std riippumaton vakio,
jolle pitee Fy(z) = Fo(z) + C kaikilla x.

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis vakion lisddmisté vaille samoja. Integraali-
funktiota merkitddn usein seuraavasti:

/f(:v) dz = F(z) + C.
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Téassé F' on jokin funktion f integraalifunktio. Merkintd on sama kuin integraalilla ilman
integroimisvilid, ja joskus integraalifunktiota kutsutaankin mdadradmatiémaksi integraa-
liksi. Vakio C' on niin sanottu integroimisvakio. Se on merkittdva ndkyviin, koska tietyn
funktion integraalifunktioon voi aina lisdtd minks tahansa vakion ja se pysyy silti saman
funktion integraalifunktiona.

Esimerkki 5.4. Funktion f(z) = 4z eris integraalifunktio on F(z) = 22, koska
D 22? = 2. 2z = 4z. Voidaan merkiti

/4xd$: 222 + C.

Integroimisvakio C' voi olla mikd luku tahansa, joten saman funktion integraalifunktioita
ovat 222, 22% + 1, 222 — 3, 222 + 7, jne.

Integraalifunktion kdytto integroinnissa perustuu seuraavaan lauseeseen.

Lause 5.5. (Analyysin peruslause) Olkoon f wvdlilli [a,b] mddritelty jatkuva funktio, ja
F jokin sen integraalifunktio (eli F' = f.) Tdlloin

b
/ () ds = F(b) — F(a).
Usein merkitaan

b
/abf(:v) dr = | F(z) = F(b) - F(a).

b
Merkintd / lausutaan “sijoitus a:sta b:hen’.
a

Huom. Vaikka kaikilla funktioilla on useita eri integraalifunktioita, ei ole vilia silld, mitd
niistd kdyttdd integroinnissa. Tamé johtuu siitd, ettd sijoituksessa mahdolliset ylimaé-
rdiset vakiot supistuvat kuitenkin pois.

Esimerkki 5.6. Olkoon f(r) = 2z. Eris integraalifunktio on F(z) = z?. Edeltivin

lauseen mukaan
1

1
/ 2xdx:/w2:12—02:1.
0

0

Toisaalta mys 2 + 3 on f:n integraalifunktio, joten

1 1
/ 2:Ed:t:/(:v2+3):(12+3)—(02+3):1+3—O—3:1.
0
0

Tamén integraalin arvo on kuvan varjostetun kolmion pinta-ala.
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5.4 Laskusiintsoja

1. /abf(ac)—I—g(:c)d:v:/abf(ac)dx+/abg(:v)d:v
2. /abcf(x)dwzc/abf(a:)dx

3. /abf(x)dac:/acf(x)dw-l—/cbf(:v)dx

Kaksi ensimmaista sdantod ovat tuttuja jo derivoinnin yhteydesta. Kolmas sdanto sanoo,
ettd integroimisvali voidaan pilkkoa osiin. Tdméa on hyodyllistd esimerkiksi silloin, kun
funktio on paloittain mééritelty ja eri alueissa tarvitaan eri integraalifunktioita.

Esimerkki 5.7. Integroidaan itseisarvofunktiota f(z) = |z| valilla [—1,1]. Lasketaan
integraali osissa. Vililld [—1,0] on f(z) = —z, joten integraalifunktioksi voidaan valita
Fi(z) = —3}2?. Toisaalta vililld [0,1] pitee f(z) = =, joten integraalifunktioksi kiiy
Fy(x) = %:52. Téten

1 0 1 0 2 2
/ |x|d$:/ —:vdw—i—/ $d$:/—$—+ Z
1 1 0 L2 2
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Funktioiden derivoimissdannoistéd saadaan “kdantamalld” suoraan vastaavat integroimis-
saannot. Esimerkiksi potenssin integroimissanto on

b b k1
4. by = [ 2 k 1.
/a " dx a/k—i—l’ un k #



Huom. Potenssitermi integroidaan siis lisaamalld eksponenttiin yksi ja jakamalla lauseke
néin syntyneelld uudella eksponentilla. Koska potenssin derivoimissaéntd ei toimi, jos
eksponentti on nolla, vastaavasti integroimissdanto ei toimi, kun eksponentti on —1.

Integroiminen on vaikeampaa kuin derivoiminen, koska tulon, osaméaérén tai yhdistetyn
funktion integroimiseen ei ole olemassa laskusdént6ja. Yhdistetyn funktion derivoimis-
sdaannostd saadaan kuitenkin seuraava hyodyllinen integroimissaanto:

b b
5. [ 1g@)d (@) do = / 1(g(a).

Esimerkki 5.8. Integroidaan funktiota h(z) = z(z? + 1)® vililli [0, 1]. Yritetéisin saada
riippuvuussdédnnon lauseke laskusdénnon 5 vaatimaan muotoon f/(g(z))g’(z). Lauseke
taytyisi siis tulkita siten, ettéd siind on yhdistetty funktio, jonka ulkofunktio on jonkin
funktion f derivaatta ja tdmé yhdistetty funktio on vield kerrottu sisdfunktion g deri-
vaatalla.

Lausekkeessa esiintyykin valmiina yhdistetyn funktion lauseke (z2 + 1)3. Valitaan siis
sisdfunktioksi g(z) = z2 + 1. T4mi lauseke on vield kerrottu z:114, joka on itse asiassa
melkein kuin siséfunktion derivaatta ¢’(z) = 2z. Tulkitaan nyt ulkofunktio erdéin funk-
tion f derivaataksi eli etsitdsin jokin f, jolle pitee f'(z) = z®. Voidaan valita esimerkiksi
f(z) =tz Sdinnén 5 mukaan

1 1 1
/0 z(z? +1)3 dx = 1/0 (2 +1)3 - 2zdx = % "(9(x))g' (z) dz

Huomaa, miten integraaliin lisdttiin aluksi siséfunktion derivaatan vaatima kerroin 2. Sa-
malla koko integraali piti kertoa puolikkaalla. T4ll4 tavoin voidaan korvata miks tahansa
vakiokertoimen puuttuminen sisdfunktion derivaatasta. Sen sijaan esimerkiksi lauseket-
ta z(z3 + 1)3 ei voisi saada sdénnén vaatimaan muotoon, koska siséfunktion derivaatta
on 3z2, ja ulkopuolella on kertoimena vain z. Toista potenssia sille ei mitenkiin voida
lisata.

5.5 Sovelluksia

Integraalilla voidaan laskea jonkin suureen kertymaid esimerkiksi ajan suhteen.

Esimerkki 5.9. Metsén kasvit kiiyttavit auringonpaisteesta saamaansa energiaa. Ener-
gian mittausta varten metsdan on asetettu mittalaitteita, jotka mittaavat auringonpais-
teen tehoa eli energiavuota. Mitd kirkkaampi paiste, sitd suurempi mittalaitteen lukema.
Erdén téllaisen mittalaitteen lukema noudatti aikavélilla [12,13] melko tarkasti funktio-
ta P(t) = —3,6t% + 94t — 500 (kJ/h). Tilld aikavililli laitteen vastaanottama energia on



energiavuon kertymaé, joten se saadaan integroimalla:

13 13
E= / —3,6t° + 94t — 500 dt = / (—1,2¢% + 47¢* — 500¢)
12 19

= (~1,2-13% +47.13% — 500 - 13) — (—1,2- 123 +47-12% — 500 - 12) ~ 110 (kJ).
Témén tuloksen tarkkuus riippuu tietenkin siitd, miten tarkkaan funktio P(t¢) todella

approksimoi auringonpaisteen tehoa.

Integrointia voidaan kiyttdd myds apuna, kun ratkaistaan yhtaloité, joissa esiintyy tun-
temattoman suureen derivaatta. Néihin niin kutsuttuihin differentiaaliyht&loihin tutus-
tutaan tarkemmin myShemmin.

Esimerkki 5.10. Erdsssé kasvustossa bakteerien lisdéntymisnopeus kasvoi suorassa suh-
teessa aikaan. Kasvuston massan avulla ilmoitettuna lisddntymisnopeus ajanhetkelld ¢
oli 5-¢t mg/h. Jos m(t) kuvaa bakteerien masraé ajanhetkelld ¢, niin lisddntymisnopeutta
kuvaa médran derivaatta m’(t). Kuvatussa tilanteessa siis

m/(t) = 5t.

Alussa kasvuston koko oli m(0) = 3 mg.

Koska lisddntymisnopeus on méiran derivaatta, niin maard on puolestaan lisdédntymis-
nopeuden integraalifunktio. Integroimalla saadaan

, 5t2
m(t) = [ m'(t)dt = 5tdt:7+C.
Koska alussa bakteereja oli 3 mg, tiedetdédn lisdksi, etté

5-0?

m(0) =3 <~ +C =3,

eli C = 3. Bakteerien miiris kuvaa siis funktio m(¢) = 5¢2/2 + 3 (mg).

Integraalia voidaan myos kiyttdd geometrisend tyokaluna, koska se kertoo kuvaajan ja
x-akselin vélisen pinta-alan.

Esimerkki 5.11. Tarkastellaan funktiota f(z) = x3. Mikil on timén funktion kuvaajan
ja x-akselin valiin jadvéin alueen pinta-ala vililla [—1,1]?

Ensin on muistettava, ettd integraali ei itse asiassa valttdméatta kuvaa todellista pinta-
alaa, koska se on negatiivinen sielld, missé integroitva funktio on negatiivinen. (Pinta-
ala sen sijaan on aina positiivinen.) Ensin on siis tutkittava hieman funktiota f, jolloin
saadaan selville, ettd f on negatiivinen vélilld [—1,0[. Pinta-alan laskemiseksi on siis
jaettava vali kahteen osaan: [0, 1] ja [—1,0]. Integraalit niiden vilien yli ovat

S T 1
Ilz/xdxz —=-—0=-,
; 0/4 4 4

ja



Jalkimmainen integraali on negatiivinen, kuten pitikin olla. Pinta-ala saadaan nyt las-
kemalla yhteen ndm4 integraalit, kunhan jalkimmaisen etumerkki vaihdetaan:

1

A=hL+(-L)=-+

PN
PN

0,51

A

) 0,5 1

q‘lll*c’llll

1
—

Esimerkki 5.12. Tutkitaan pyorahdyskappaletta, joka syntyy, kun jonkin funktion f
kuvaaja pyorahtdd syvyyssuunnassa x-akselin ympéri ja ndin saadun pinnan sisdén jaava
tila vield “katkaistaan paistd” kahdella x-akseliin ndhden kohtisuorassa olevalla tasolla
kohdissa a ja b. Ollaan siis tavallaan “sorvattu” a:n ja b:n vililld olevasta palikasta pyo-
rahdyskappale funktion f kuvaajan muotoisella teralla.

Tietyssa kohdassa z mainitun pyorahdyskappaleen poikkileikkaus on ympyré, jonka sidde
on f(z). Ympyrin alan kaava on 772, joten pydrihdyskappaleen poikkipinta-ala tuossa
kohdassa on 7 f (z)?. Kappaleen tilavuus saadaan poikkipinta-alan kertymini vililli [a, b]
eli integroimalla mf(z)? a:sta bthen. Otetaan esimerkiksi selville funktion f(z) = 1

kuvaajan vilille [1,2] muodostaman pydrdhdyskappaleen tilavuus:
2 2 1\2 2 q
V:/ wf(a:)Qdm:/ 71'(—) dr =7 — dz
1 1 T 1z
9 2
7r/ .’L'_Qd.T:T('/—.’L'_IZTF/
1 1

I
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|
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5.6 Epdjatkuvan funktion integraalista

Integraali voidaan helposti yleistdad koskemaan myos epédjatkuvia funktioita. Maaritel-
mid tdytyy oikeastaan muuttaa vain kahdessa kohdassa. Ensinndkin epdjatkuva funk-
tio ei valttdméattd saavuta pienintd tai suurinta arvoa suljetulla vililld. Tdméa voidaan
kuitenkin helposti korvata kiyttamalla suurimman arvon sijasta niin kutsuttua pieninté
yldrajaa ja pienimmén arvon sijasta suurinta alarajaa. Naméa ovat olemassa, mikéli funk-
tio on rajoitettu (eli ei saa mielivaltaisen suuria tai pienid arvoja). Toinen ongelma on
se, etteivat funktion yldsumma ja alasumma valttdmaéatta 1dhesty samaa lukua osavalié
lyhennettéessd. Talloin funktio ei ole integroituva. Liséksi tdytyy sallia muutkin kuin ta-
saiset osavélijaot, koska joidenkin epdjatkuvien funktioiden ylé- ja alasummat ldhestyvét
toisiaan vain, jos jako ei ole tasainen.

My®és integraalifunktion kisite aiheuttaa ongelmia. Léhes kaikki derivaatat ovat jatkuvia,
joten useimmilla epéjatkuvilla funktioilla ei ole integraalifunktiota. Integraalit on silloin
laskettava muulla tavalla. Toisaalta voi myds kdyd& niin, ettd integraalifunktio on kylld
olemassa, mutta funktio ei olekaan integroituva. Epédjatkuvien funktioiden kanssa taytyy
siis olla joka suhteessa tarkkana, mutta usein integrointi kuitenkin onnistuu helposti,
kuten seuraavan esimerkin tapauksessa.

Esimerkki 5.13. Ennen kuin auringonpaistetta mittaavat laitteet vietiin metséan, niita
testattiin laboratoriossa. Laite asetettiin kirkkaan lampun alle kymmeneksi sekunniksi,
ja viiden sekunnin kohdalla valo katkaistiin. Mittalaite kuitenkin rekisteroi vield huoneen
ikkunoista tulevan valon.

Olkoon mittalaitteen P : [0,10] — R mittalaitteen lukema ajan funktiona. T&ll6in

) {100, kun 0<t<5

20, kun 5 < ¢t < 10

Funktio P on epdjatkuva eikd se ole minkddn funktion derivaatta. Silla ei siis ole inte-
graalifunktiota. Se on kuitenkin integroituva, ja sen integraalille patevit kaikki samat
laskusddnnot kuin jatkuvassakin tapauksessa. Voimme siis integroida sen erikseen vi-
leilld [0, 5] ja [5,10] (laskusddnto 3). Kummallakin osalla funktio on jatkuva ja silld on
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integraalifunktio, joten

10
/ P(t) dt
0

5 10 5 10
/ P(t)dt-l—/ P(t) dt:/ 100dt+/ 20 dt
0 5 0 5

5 10
/ 100 + / 20t = (500 — 0) + (200 — 100) = 600 (kJ).
0 5

(Jos ollaan tarkkoja, suljetulla vililla [5,10] funktio ei ole jatkuva, koska péétepisteessi
arvo on f(5) = 100. Integraalin suuruus ei kuitenkaan riipu arvoista péitepisteissi.)

100
80
60

40

204
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