4 Derivaatta

4.1 Derivaatan mairitelmi

Monien funktioiden kuvaajilla on sellainen selked ominaisuus, ettd ne ndyttavit etene-
van valilla ylos-, valilla alaspéin, valilla jyrkemmin, valilld loivemmin. Tamé& on merkki
siitd, ettd funktion arvot vililld kasvavat ja valilla vihenevidt. Paikassa, jossa kasvaminen
vaihtuu vdhenemiseksi, on yleensd jonkinlainen huippukohta. On ilmeistd, ettd tallai-
set ominaisuudet voivat olla kiinnostavia. Jos funktio esimerkiksi kuvaa l&mpdtilaa ajan
funktiona, voimme olla kiinnostuneita ldmpenemisen tai jddhtymisen nopeudesta jollain
tietylld hetkelld. Toisinaan puolestaan saattaa olla tidrkedd, milla hetkelld lampotila saa-
vuttaa huippuarvonsa.

Funktion hetkellisti muutosnopeutta (eli kuvaajan jyrkkyyttd) tietyssid kohdassa kuvaa
funktion derivaatta. Téllaisen muutosnopeuden méaarittelemisessé torméatdadn kuitenkin
heti ongelmaan. Kahdesta funktion arvosta on helppo sanoa, kumpi on suurempi, mutta
jos tarkastellaan vain yhtd funktion arvoa (eli yhtd pistettd kuvaajalla) on kasvusta
tai vihenemisestd mahdotonta puhua. Tarvitaan lisdtietoa tuon pisteen ldheisyydessa
saatavista arvoista, mikéd puolestaan johtaa raja-arvon kayttoon.

Fysiikassa nopeus (oikeammin keskinopeus) maaritelldan kuljetun matkan suhteena sii-
hen kdytettyyn aikaan (siis nopeus on matka jaettuna ajalla). Samaan tapaan mééritel-
l48n my6s funktion muutosnopeus. Jos x ja 1 ovat kaksi eri funktion maarittelyjoukon
lukua, méaéritellasan niin sanottu erotusosamdadrd seuraavalla kaavalla:
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Erotusosamaérs on siis funktion arvojen muutoksen suhde muuttujan arvojen muutok-
seen valilld [z,z1] (tal valilld [z1, 2], jos 1 < ), ja se kuvaa funktion keskimé#&raisté
muutosnopeutta kyseiselld valilla. Tavoitteena on nyt kuvata funktion muutosnopeutta
lahelld pistettd = (z1 on erddnlainen apupiste), ja tatd varten merkitdén vilin pituutta
h = z1 — x, jolloin 1 = x + h ja erotusosaméirin lauseke saadaan kiyttokelpoisempaan

muotoon:
f(z+h) — f(z)
b .

Témé on siis funktion keskim#drdinen muutosnopeus vililld [z,z + h] tai [z + h, z],
riippuen siitd, onko A positiivinen vai negatiivinen.

Mité ldhemmais nollaa erotusosaméérin lausekkeen (positiivinen tai negatiivinen) A tu-
lee, sitd tarkemmin erotusosamédrd kuvaa funktion muutosnopeutta pisteen z ldhelli.
Muutosnopeus pisteessd x voidaan siksi maédritelld ottamalla erotusosaméiristé raja-
arvo h:n ldhestyessd nollaa. Tata raja-arvoa ei kuitenkaan valttdmattd ole olemassa. Jos
funktio on esimerkiksi epdjatkuva jossain pisteesséd, sen arvo muuttuu tuossa pistees-
sd dkisti — ikddn kuin #drettdmén nopeasti — ja funktion muutosnopeutta ei voida
médritelld.

Maiidritelma 4.1. Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos erotusosaméirin raja-arvo
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on olemassa. Tété raja-arvoa merkitddn f'(z), Df(z) tai %(l‘), ja kutsutaan funktion
f derivaataksi pisteessd x. Funktio on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa maé-

rittelyjoukkonsa pisteessi.

Derivaatta kuvaa siis funktion hetkellistd muutosnopeutta. Jos funktio kuvaa kuljettua
matkaa ajan funktiona, erotusosaméira jollain vélilla kuvaa keskinopeutta tuolla valilla.
Derivaatta jossain pisteessd sen sijaan kuvaa hetkellistd nopeutta tuossa pisteessé. Jos
taas funktio kuvaa nopeutta, derivaatta kuvaa kiihtyvyytté; jos funktio kuvaa ldmpdotilaa
ajan funktiona, derivaatta kuvaa ldmpenemis- tai jadhtymisnopeutta.

Funktion f derivaatan arvot eri pisteissd muodostavat derivaattafunktion f’. Derivaat-
tafunktion médrittelyjoukko ovat ne pisteet, joissa derivaatta voidaan méaaritelld eli al-
kuperdinen funktio f on derivoituva. Derivaattafunktion méaarittdmistd kutsutaan funk-
tion derivoimiseksi. Derivaattafunktio f’ voidaan derivoida uudestaan, jolloin saadaan
korkeampia derivaattoja f”, f"” jne. Jos derivaattafunktio f’ on annettu, alkuperiisen
funktion f selvittdmistd kutsutaan integroinniksi. Téasté lisdd myShemmin.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(z) = x? pisteen z = 2 ympérilli.
Lasketaan aluksi funktion keskimédréinen muutosnopeus vililla [2, 3]:
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Toisaalta muutosnopeus valilld [1,2] on

fM-f@) _1-4_-3_,
1-2 —1 —1 '

5.

(Huomaa, ettd tulosten kannalta ei ole vilid, kummin péin erotukset osoittajassa ja
nimittdjissa kirjoitetaan, kunhan ne ovat molemmissa samoin péin.) Tuloksista ndhdaan,
ettd funktio kasvaa hieman nopeammin vélilld [2, 3] kuin vélilla [1, 2].

Lasketaan sitten toisen lausekkeen avulla erotusosaméira, kun tarkasteluvilin pituus on

h:
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Koska h kuvaa kahden eri luvun erotusta, se ei voi olla nolla. Voidaan siis supistaa saatu

lauseke h:lla:
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Erotusosamaéra riippuu siis h:sta. Jos sijoitetaan h = 1, saadaan muutosnopeus vililla
[2,2 4+ h] = [2, 3], joka laskettiin jo edelld. Jos taas sijoitetaan h = —1, saadaan muutos-

nopeus vililld [2 + h, 2] = [1, 2]. Funktion derivaatta on erotusosaméérin raja-arvo, kun
h ldhestyy nollaa, eli

lim (4 + h) = 4.
h—0

Funktiolla on siis pisteessd 2 derivaatta f'(2) = 4.
Esimerkki 4.3. Tarkastellaan funktiota f(z) = |z| (itseisarvo) pisteessd z = 0. Kir-

joitetaan erotusosamédré pisteesséd 0, kun merkitdan tarkasteluvilin pituutta h:lla. Kun
h > 0, niin |h| = h, jolloin erotusosamaira on

fO+h) = f(O) _|p[=10] _r—=0
h ~ h h
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Toisaalta, kun h < 0, niin |h| = —h, jolloin erotusosamadra on

FO+h) — £(0) _ |hl—o] _ ~h—0

=—1.
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Erotusosaméaéran arvo on 1, kun A on positiivinen, ja —1, kun A on negatiivinen. Tdma
pétee, oli h miten ldhelld nollaa tahansa (paitsi tietysti silloin kun A = 0). Erotusosamaé-
rallé ei siis voi olla raja-arvoa h:n lahestyessid nollaa, joten itseisarvo ei ole derivoituva
pisteessd z = 0.

Jos funktiolla on epéjatkuvuuskohta (eli madrittelyjoukon piste, jossa funktio ei ole jat-
kuva), siind kohdassa funktion muutosnopeutta ei voida méarittéa.

Lause 4.4. Jos funktio on derivoituva pisteessd x, se on myds jatkuva pisteessi x.

Epéjatkuva funktio ei siis voi olla derivoituva.

4.2 Derivaatta kuvaajassa

f(2) - (1)
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Tarkastellaan oheista kuvaa, johon on piirretty erdan derivoituvan funktion f kuvaaja.
Kuvassa on lisdksi suora, joka leikkaa kuvaajaa pisteissé, joiden x-koordinaatit ovat 1
ja 2. Téllaisen suoran kulmakerroin on (f(2) — f(1))/(2 — 1), joka on itse asiassa ero-
tusosamadran arvo vililld [1,2]. Tdma kulmakerroin kertoo siis funktion keskiméériisen
muutosnopeuden tuolla vililld. Erotusosamédrian nimittdja h vastaa toisen leikkauspis-
teen x-koordinaatin etdisyyttd ensimmadisen leikkauspisteen x-koordinaatista. Pitamalla
ensimmaéinen leikkauspiste paikallaan ja pienentdmaélld arvoa h saadaan toinen leikkaus-
piste lahestyméaén ensimmaista. Télloin suora kddntyy kuvaajan suuntaiseksi.



Erotusosaméaérin raja-arvo eli derivaatta pisteessd x on siis tuohon pisteeseen kuvaajalle
piirretyn sivuajan eli tangentin kulmakerroin. (Ald sekoita trigonometrian tangenttifunk-
tioon.)

Esimerkki 4.5. Arvioidaan aikaisemman esimerkin funktion f(z) = z? derivaattaa pis-
teessd r = 2 kuvaajan avulla. Koska derivaatta on kyseiseen pisteeseen piirretyn sivuajan
kulmakerroin, hahmotellaan ensin kuvaajalle sivuaja. Asetetaan siis viivain kuvaajalle
sen pisteen kohdalle, jonka x-koordinaatti on 2 siten, ettd se on suunnilleen kuvaajan
suuntainen, ja piirretddn suora. Taman jalkeen valitaan sivuajalta kaksi pistettd, jotta
sen kulmakerroin voidaan madrittda. Kuvan mukaan pisteet ovat (1,0) ja (3,8), joten
kulmakertoimeksi saadaan
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Aikaisemmin laskettiinkin, ettd funktion derivaatta tuossa pisteessd on 4.
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Graafinen tarkastelu osoittautuu térkeédksi silloin, kun funktion riippuvuussédannélle ei
voida muodostaa mitddn lauseketta, tai kun tatd lauseketta ei syysté tai toisesta osata
derivoida. Jos funktion arvoja tunnetaan niin paljon, ettd niiden avulla voidaan piirtda
kuvaaja, voidaan sen avulla maérittaéd likimaardinen derivaatta.



Jos funktion kuvaajaan muodostuu jossain kohtaa terdva karki, sithen ei voi piirtdé yksi-
késitteista sivuajaa. Talloin funktio ei ole derivoituva. Itseisarvofunktiota tarkasteltaessa
huomattiin, etté se ei ole derivoituva nollassa, ja kuvaajassa ndkyykin teréva kirki origon
kohdalla. Funktio ei myoskian ole derivoituva pisteessé, jossa kuvaaja katkeaa, koska se
ei ole sellaisessa kohdassa jatkuva.
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4.3 Laskusidintoji

Funktion riippuvuussdannon lausekkeesta voidaan yleensd suoraan pédtelld funktion de-
rivaatan riippuvuussdantd, ilman ettd tarvitsee palata derivaatan méadritelmadn. Jos jo
tunnetaan funktioiden f ja g derivaatat, seuraavien sddntdjen avulla voi pddtelld myos
ndiden summan, erotuksen, tulon ja osamé&ardn derivaatat. Huomaa erityisesti, miten
kahden funktion tulo ja osamé&dréd derivoidaan.

1. D(f(z) £ 9(z)) = f'(z) £ ¢'(x)
2. D(cf(z)) = cf'(z), jos ¢ on vakio
3. D(f(z)g(z)) = f'(z)g(x) + f(z)g'(z)

f@))  f)el) — f(2)d ()
=D (gm) - 9(@)?

Naita sadntojéi sovellettaessa tdytyy kuitenkin ensin varmistaa, ettéd kyseiset funktiot on
médritelty ja ettd ne ovat derivoituvia halutussa kohdassa. S&&nt6 4 esimerkiksi vaatii,

ettd g(x) # 0.

Ennen kuin esitellidn muita sdéntdja, palautetaan mieleen negatiivisten potenssien ja
murtolukupotenssien méaritelmét. Olkoon k kokonaisluku, ja z # 0. T4llsin

L-T---x, jos k>0,

k k

=41, josk=0,
1 .
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Lisaksi 0¥ = 0 aina, kun k # 0. Sen sijaan 0° ei ole mééritelty. Tam#n mukaan esimerkiksi
273 =1/23 =1/8.

Olkoot sitten p,q kokonaislukuja, g > 0. Té&lldin
2P/ = Ygp = (V)P

Esimerkiksi 2!/ = \/z. Muista, ettei parillinen juuri ole méiritelty negatiivisille lu-
vuille ja ettd parillinen juuri mééritelldén aina positiiviseksi. (Esimerkiksi v/—4 ei ole
médritelty, ja v4 = 2, vaikka sekd 22 = 4 etti (—2)% = 4).

Nyt voidaan médritellidn potensseja koskevat derivointisddnnot.

5. D ¢=0, jos c on vakio

6. D zF = kak~1 jos k # 0.
Potenssit derivoidaan siis niin, ettd otetaan eksponentti kertoimeksi ja vihennetdan sen
jalkeen eksponentista 1. Huomaa ero vakiokertoimen ja vakiofunktion eli sdédntdjen 2 ja

5 vililla. Vakiofunktio hividéd derivoitaessa, mutta vakiokerroin siilyy sellaisenaan. Siis
esimerkiksi D 3 = 0, mutta D 3z? = 3- Dz?.

Esimerkki 4.6. Derivoidaan polynomifunktio:

D(z*+2z—3)=Dz*+ 2Dz — D 3 =22 +24° — 0 =2z +2.

Derivoidaan seuraavaksi erddn rationaalifunktion lauseke. Muuttujana on télld kertaa
vaihtelun vuoksi £, mutta kirjaimen valinnalla ei ole tietenkédn téssédkddn yhteydessé

mitddn merkitystd laskujen kannalta. Téssd on kiytettdvd osamédrdn derivointisdantod
4:

Dt2—3t _ D(#*—3t)-(t+1)— (#*—3t)- D(t + 1)

t+1 (t+1)2
(2t =3)(t+1)—(#2—3t)(1+0)
(t+1)2
(2242t —-3t—-3)— (2-3t) ?+2t-3
B (t+1)2 o (t+1)2

Derivoidaan vield eréds juurifunktio. Juuret kannattaa aina derivoitaessa kirjoittaa po-
tenssien avulla. Téssa tapauksessa kiytetdan myos negatiivista potenssia, jotta pddstdan
eroon jakolaskusta:
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Viimeinen sdéntd koskee yhdistettyjd funktioita.

7. (fog)(z) = f'(9(x))d (z)



Yhdistetyn funktion derivaatta pisteessd x saadaan siis laskemalla ulkofunktion derivaat-
ta pisteessd g(x) ja kertomalla se sisdfunktion derivaatalla pisteessd z. Kuulostaa mo-
nimutkaiselta, mutta idea on se, ettd ensin derivoidaan ulkofunktio valittdmattéd siitéd,
mitd funktion sisdlld on. Sen jélkeen derivoidaan siséfunktio ja ndmé tulokset kerrotaan
kesken&én.

Esimerkki 4.7. Derivoidaan funktio h(z) = (2z + 1)%. T&mi on kuudennen asteen
polynomi, mutta potenssien derivointisddnnnon kayttédmiseksi taytyisi lausekkeesta ensin
kertoa sulut auki eli laskea (22+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1). Tulkitsemalla
funktio h sopivalla tavalla yhdistetyksi funktioksi f o g, viltytddn taltd (suurehkolta)
vaivalta.

Valitaan ulkofunktioksi f(z) = z° ja sisifunktioksi g(z) = 2z + 1. Téllsin h = f o g.
Toisaalta f'(x) = 6x° ja ¢'(xz) = 2, joten yhdistetyn funktion derivaatta on

(fog)(2) = f'(g(x))g' () = f'(2z + 1)g'(z) = 6(2¢ +1)° -2 = 12(2z + 1)°.

Tamé voidaan tehdd myo6s ilman, ettd sisd- ja ulkofunktiota merkitdén erikseen omilla
kirjaimillaan. Pidetddn vain mielessé, ettd “ulko-osa on jotain potenssiin 6” ja “siséosa
on 2 kertaa x plus 1”. Ensin derivoidaan vain ulko-osa sisdosasta valittdméatta. Se jotain,
mikd on sisdosassa, pysyy siis koskemattomana (vertaa kaavaan). Néin saadaan

(“jotain”)6 ~ 6(“jotain”)5.

Téhéan sijoitetaan paikalleen sisédosa ja kerrotaan sisdosan derivaatalla, jolloin saadaan:
6(“jotain”)® - 2 = 12(2z + 1)°.

Lyhyesti siis
D2z +1)% =62z +1)° - 2 = 12(2z + 1)°.

4.4 Adriarvotehtiviit

Derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kasvua ja vihenemistd sekd funktion saamia
ddriarvoja. Madritellddn ensin ndihin liittyvid késitteita.

Maéiritelmi 4.8. Funktio f on kasvava vdlilld [a,b], jos kaikilla pisteilld z < y vélilla
[a,b] patee f(z) < f(y). Jos lisdksi patee f(x) < f(y), sanotaan, ettd funktio on aidosti
kasvava kyseiselld valilla.

Vastaavasti méaaritellian vahenevd ja aidosti vahenevd funktio.

Maiiritelma 4.9. Funktiolla f on pisteessé xg paikallinen eli lokaali maksimi, jos pétee
f(zo) > f(x) kaikilla pisteilla = jossain pisteen zy ympéristossa. Téma arvo on funktion
suurin arvo, jos patee f(zg) > f(z) kaikilla méaarittelyjoukon pisteilld z.

Vastaavasti maaritellaan paikallinen minimi ja funktion pienin arvo. Minimejd ja mak-
simeja kutsutaan funktion ddariarvoiksi. Huomaa, ettd vakiofunktiolla on jokaisessa pis-
teessé sekd suurin ettd pienin arvo.

Kasvavuuden, vihenevyyden ja &ariarvojen késitteitd voi kdyttdd minks hyvinsd funk-
tion yhteydessd. Kuitenkin silloin, kun funktio on derivoituva, sen kuvaajalle piirretyn



sivuajan kulmakerroin kertoo funktion muutosnopeuden. Sielld, missd funktio kasvaa,
kulmakerroin on positiivinen ja sielld, missd funktio vihenee, negatiivinen. Kohta, jos-
sa kasvu vaihtuu véhenemiseksi tai painvastoin, funktiolla on joko minimi tai maksimi.
Téllaisessa kohdassa sivuajan kulmakerroin on nolla.

Puetaan seuraavaksi ndmaé havainnot lauseiksi. Ensimmaéinen seuraa suoraan derivaatan
méadritelméstéd (el todisteta téssd).

Lause 4.10. Jos derwoituvalla funktiolla on paikallinen ddriarvo pisteessd xg, niin

f'(zo) = 0.

Huom. Tédm4i lause sanoo, ettd maksimi- ja minimikohdissa derivaatta on nolla. Tédma
ei kuitenkaan péde toisin péin, eli kaikki derivaatan nollakohdat eivdt valttdmditd ole
aariarvoja.

Seuraavat lauseet seuraavat niin kutsutusta véliarvolauseesta.

Lause 4.11. Jos f'(z) > 0 wdlilli [a,b], niin funktio f on kasvava kyseiselli valillld.
Jos lisiksi f'(z) = 0 vain vdlin yksittdisissd pisteissd, niin f on aidosti kasvava tuolla
valilld.

Vastaava pétee myos negatiiviselle derivaatalle.

Lause 4.12. Jos f'(z) < 0 wvdlilld [a,b], niin funktio f on vihenevd kyseiselld valillld.
Jos lisiksi f'(xz) = 0 vain vdlin yksittiisissd pisteissd, niin f on aidosti vihenevd tuolla
valilld.

Edellisissé lauseissa sanonta “yksittaisissa pisteissd” tarkoittaa, ettd ei ole olemassa ko-

konaista vilid [a, b], jolla derivaatta olisi nolla, vaan ainoastaan erillisid pisteit.

Esimerkki 4.13. Tarkastellaan 4. asteen polynomifunktiota f(z) = 3z* + 423. Tutki-
taan, missd se on kasvava ja missd viheneva, sekd minkéilaisia ddriarvoja silld on. Tata
varten lasketaan ensin funktion derivaatta:

fl(x) =3 -42® + 432" = 122 + 122 = 122°(z + 1).



Derivaatan nollakohdat saadaan helposti tulon nollasdannon avulla:
flx) =0 < 122%(z +1) =0 < 1202 =0taiz+1=0 < z=0taiz = —1.

Nollakohdat ovat siis ¢ = —1 ja £ = 0. Lauseen 4.10 perusteella ndmé ovat ainoat
pisteet, joissa funktiolla voi olla paikallinen minimi tai maksimi. Lisda tietoa n#isté
pisteistd saadaan esimerkiksi merkkikaavion avulla. Sithen kerdtdan tiedot derivaatan
etumerkistd eri vileilld, ja niistd padtelldadn funktion muutoksen suunta.

Koska derivaatta f' on itse polynomifunktio ja siksi jatkuva kaikilla reaaliluvuilla, sen
etumerkki voi vaihtua ainoastaan nollakohdassa (ns. Bolzanon lause). Tiedetédén siis,
ettd vileilld ] —oo,—1[, ] —1,0[ ja ]0,00[ derivaatan merkki ei muutu. Toisaalta
esimerkiksi f'(—2) = —48, f'(—1/2) = 3/2 ja f'(1) = 24. Niisté arvoista ndhddén, miké
derivaatan etumerkki on millakin valilld. Kerdtédan tulokset kaavioon.

r<—-1 | -1<z<0]| 0<x
flle) | —(=48) | +(3/2) |+ (24)
f(=) ¢ /" e

Lauseiden 4.11 ja 4.12 perusteella f on vihenevd vililld | — oo, —1] ja kasvava vilil-
18 [—1, 00[ . Véheneminen ja kasvaminen on lisiksi aitoa, silld derivaatta on nolla vain
yksittéisissd pisteissd. Nyt voidaan myos paatelld, mitkd derivaatan nollakohdista ovat
ddriarvokohtia. Pisteen x = 0 ympérilla f on aidosti kasvava, joten se ei voi olla dériarvo-
kohta. Toisaalta pisteen x = —1 vasemmalla puolella f on vdheneva ja oikealla puolella
kasvava, joten kyseessé on lokaali minimikohta.

Esimerkki 4.14. Tarkastellaan edellisen esimerkin tavoin erdstd rationaalifunktiota g :
R\ {0} = R, g(z) = (z* + 1)/22. Funktion derivaatta on
(&) = D(z*+1)-2? — (z*+1)-D2?> 42®-22—(2*+1)-22
e (a?)? - z!
47° — 225 -2z  22° -2z  =x(20*—-2) 22% -2
z? Rz x? oz

Derivaatta on tietysti méaritelty vain funktion maarittelyjoukossa, eli kun  # 0. Mur-
tolausekkeen nollakohdat ovat samat kuin sen osoittajan nollakohdat, joten

4

d(z)=0 < 2:*'—2=0 < 2z =1 < z=+1.



Derivaatan nollakohdat ovat siis 1 ja —1. Enté derivaatan etumerkki? Kuten edelld, deri-
vaatta on jatkuva sielld missd se on méaéritelty ja voi talld alueella vaihtaa etumerkkiddn
vain nollakohdissaan. Derivaatta ei kuitenkaan ole méaritelty nollassa, joten sen etumerk-
ki voi olla erilainen nollan eri puolilla. Tarkastelu on siis jaettava véleihin | — oo, —1[
]—1,0[, ]0,1[ ja ]1,00[ . Tutkimalla derivaatan arvoja nailld véleilld saadaan seuraavan
nékoinen merkkikaavio:

r<-1|-1<z<0|0<z<]l|1l<x
g (z) - + — +
g9z) | N\ / N /
Merkkikaavion mukaan kohdissa x = —1 ja = 1 on lokaalit minimit. (Kohdassa z =0

sitd vastoin ei ole lokaalia maksimia, silld g ei ole siind mééritelty.)
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Niillé tiedoilla voidaan jo hyvin tarkasti maérittdd derivoituvan funktion kulku. Seuraava
lisdtieto auttaa dariarvojen loytamisessa.

Lause 4.15. Suljetulla vdlilla madritelty jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pie-
nimmdn arvonsa tuolla valilla. Jos funktio on lisiksi derivoituva, suurin ja pienin arvo
loytyvdt joko valin pddatepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

Esimerkki 4.16. Tarkastellaan nyt aikaisemman esimerkin funktiota f(z) = 3z* + 423
suljetulla vélilld [—2,1]. Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa sekd vélin
paatepisteissa.

Edellisen lauseen perusteella funktion suurin ja pienin arvo valilla [—2, 1] 16ytyvét ndiden
arvojen joukosta. Suurin arvo on selvisti f(—2) = 16 ja pienin f(—1) = —1.

Monet arkielamén optimointiongelmat voidaan edelléd opittujen seikkojen avulla késitella
derivaatan avulla.

Esimerkki 4.17. Maanviljelijalla on 20 metrid verkkoaitaa. Hén haluaa rakentaa kanoil-
le suorakulmaisen aitauksen. Aitatarpeita sddstddkseen hén paittdd rakentaa aitauksen
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ladon viereen niin, ettd ladon seiné korvaa toisen aitauksen pitkista sivuista. Miten pitkét
on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-ala olisi mahdollisimman iso?

Ratkaisun 16ytdmiseksi muodostetaan funktio, joka kuvaa maksimoitavaa suuretta jonkin
muuttujan funktiona. Maksimoitava suure on aitauksen pinta-ala, joka lasketaan pitkin
ja lyhyen sivun pituuksien tulona. Merkitdan lyhyen sivun pituutta xz. Pitkélle sivuille
jaa talloin 20 — 2z metrid verkkoaitaa. Ndin saadaan aitauksen pinta-ala lyhyen sivun
pituuden funktiona:

A(z) =z - (20 — 22) = —22% + 20z.

Lyhyt sivu on vdhintddn 0 ja enintddn 10 metrid pitkd. Funktio A on siis mé&iritelty
suljetulla vélilld [0, 10]. Se on derivoituva, joten suurin arvo loytyy méadrittelyvalin pas-
tepisteestd tai derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 20.
Derivaatta on nolla vain, jos £ = 5. Suurin arvo 16ytyy siis seuraavien arvojen joukosta:
A(b) = —2-524+20-5=150, A(0)=0, A(10)=0.
Suurin pinta-ala saadaan siis, kun lyhyen sivun pituus on 5 metrié, jolloin pitkdn sivun
pituudeksi tulee 10 metria.

Esimerkki 4.18. Suorakulmio sijaitsee koordinaatiston ensimmaéisessd neljinneksessd
siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja vastakkainen kulma suoralla y = —2x + 3 (ks.
kuva). Laske téllaisen suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

Merkitadn suorakulmion alareunan pituutta z. Koska suorakulmion kulma on suoralla
y = —2zx + 3, sen y-koordinaatin, joka on samalla suorakulmion korkeus, taytyy olla
—2z + 3. Téalloin ala on

A(z) = z(—2z + 3) = —22% + 3z.

Tehtévanannon mukaan téytyy olla 0 < z < 3/2. Sallitut arvot muodostavat suljetun
vilin, ja funktio on derivoituva, joten suurin arvo l0ytyy derivaatan nollakohdasta tai
maéadrittelyvailin pédtepisteestd. Pédtepisteissé ala on selvisti 0. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 3,

ja tdmén ainoa nollakohta on z = 3/4. Alan suurin arvo on siis

3\ 2 3 9
A(3/4):—2-(Z> +3-5 =2
A
y =-2x+3

(%, y) = (x, -2x+3)

(312, 0)

»
X \ =
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4.5 Korkeammat derivaatat

Funktion f derivaatta f’ on myds erds funktio, joten myds se itse voi olla derivoituva.
Tamé pitee myos derivaatan derivaatalle ja niin edelleen. Jos f voidaan derivoida n
kertaa, tulosta kutsutaan n:nneksi derivaataksi ja merkitédin jollain seuraavista tavoista:

s pwy TS

dzm
Jos m on pieni, kuten 2 tai 3, voidaan myos merkitd f” tai f".

Toinen derivaatta kertoo funktion derivaatan kasvusta. Jos esimerkiksi s kuvaa kuljettua
matkaa, kuvaa s’ nopeutta ja s” vastaavasti kithtyvyytta.

Seuraava toisen derivaatan ominaisuus voi olla hyddyksi.

Lause 4.19. Oletetaan, ettd f on kahdesti derivoituva ja f':lla on nollakohta pisteessd
xzo. Tdlloin pdtee:

a) jos f"(zo) <0, niin zo on f:n paikallinen maksimikohta,

b) jos f"(zo) > 0, niin zy on f:n paikallinen minimikohta.

Sen sijaan, jos f"(zg) = 0, niin kohdassa xy voi olla paikallinen ddriarvo tai olla ole-
matta.

Esimerkki 4.20. Olkoon jilleen f(z) = 3z* + 4z®. Ensimmiinen derivaatta on
f'(z) = 1223 + 1222,
ja toinen derivaatta
f"(z) =12+ 322 + 12 - 2z = 362 + 24x.

Derivaatan nollakohdat olivat z = —1 ja = = 0. Toisen derivaatan arvot néissé pisteissa
ovat
f'(=1)=36-1+24(-1) =12, f(0)=0.

Kohdassa © = —1 on siis lokaali minimi, mutta kohdasta x = 0 ei osata t&lld perusteella
sanoa mitddn. Alempi tutkimus osoitti, etté tdssé kohdassa ei ollut ddriarvoa.

4.6 Derivaatan kiytto yhtdloissa

Koska derivaatta kertoo funktion kasvu- tai vihenemisnopeuden, voidaan sen avulla ku-
vata tilanteita, jotka riippuvat jonkin suureen muutoksen tahdista.

Esimerkki 4.21. Oletetaan, ettd bakteerikasvuston suuruutta tietylld ajanhetkelld ku-
vaa funktio S. Talloin funktion derivaatan arvo S’(t) kuvaa kasvuston lisdéntymisnopeut-
ta ajanhetkelld t. Suotuisissa olosuhteissa, joissa ei ole ympériston asettamia rajoituksia,
bakteerien lisdédntymisnopeus on suoraan verrannollinen bakteerikasvuston kokoon. Té-
mé tarkoittaa sitd, etta lisddntymisnopeuden S’ ja kasvuston koon S suhde on koko ajan

12



vakio. Merkitadn téta vakiosuhdetta kirjaimella k. Nyt voidaan muodostaa yhtéld, joka
kuvaa bakteerien lisddntymistéd suotuisissa olosuhteissa:

S'(t)
S(t)

=k tai  S'(t)=k- S().

Tamé yhtalo patee kaikilla ajanhetkilld ¢, niin kauan kuin ympéaristd ei aseta kasvulle
rajoituksia.

Esimerkki 4.22. Kuvitellaan, ettd johonkin sdilioon virtaa ainetta A nopeudella a ja
sieltd virtaa ulos samaa ainetta nopeudella b. Nopeus a on vakio, mutta b on kullakin
ajanhetkelld ¢ suoraan verrannollinen s#ilidssd olevan aineen méadréan, joten kisitellddn
sitd funktiona ajan suhteen. Merkitdan verrannollisuuskerrointa k. S&ilidssé olevan aineen
médrd riippuu ajasta, ja sitd merkitédan funktiolla 7. Tilanteeseen liittyy seuraavan kuvan
mukainen virtauskaavio.

a b(t)=kT(t)

Séiliéssd olevan aineen méédrin kasvunopeus muodostuu sinne tulevan aineen virtaus-
nopeudesta ja sieltd lihtevin aineen virtausnopeudesta: T'(t) = a — b(t). Koska b(t)
on suoraan verrannollinen siiliossa olevan aineen mééraén, eli b(t) = k - T(t), saadaan
muodostettua yhtalo

T'(t) = a — kT (t).

Kuvatunlainen siilio voisi olla esimerkiksi metsdnpohja, johon putoaa kariketta tasaisella
nopeudella, ja jossa karikkeen poistumisnopeus on verrannollinen karikkeen méardan.

Edellisissé esimerkeiss esiintyivét tuntemattomat suureet S ja T'. Kunkin esimerkin yh-
talo maarad itse asiassa siind esiintyvan suureen kiyttdytymisen, mutta emme vield osaa
ratkaista, milld tavalla tdméa kdyttdytyminen méardytyy. Yksinkertaisemmassa tapauk-
sessa osaamme jo nyt paatelld, miten tdméinkaltainen yhtalo vaikuttaa siind esiintyvadn
tuntemattomaan suureeseen.

Esimerkki 4.23. Kun kappale paéstetddn putoamaan, se putoaa jonkin aikaa vakio-
kiihtyvyydelld g (=~ 9,8 m/s?). Jos merkitiiin kappaleen nopeuden riippuvuutta ajasta
funktiolla v, niin derivaatta v’ kuvaa kappaleen kiihtyvyyttd. Niin saadaan suoraan yh-
talo

v'(t) =g,
joka pétee kaikilla hetkilld ¢ niin kauan kuin putoaminen on tasaisesti kithtyvaa (jossain
vaiheessa ilmanvastus alkaa vaikuttaa tilanteeseen).
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Y114 oleva yhtdlo sanoo siis, ettd funktion v derivaatta on jokaisessa pisteessd vakio g.
Téstéd voidaan péaatelld ikdankuin takaperoisesti, ettd funktion v on oltava polynomifunk-
tio, jonka riippuvuussdanto on

v(t) = gt + C,

missd C on jokin vakio. Téllaisen funktion derivaatta ¢:n suhteen on nimittiin g. Vakio C
kuvaa itse asiassa kappaleen alkunopeutta, silld ajanhetkelld 0 pétee v(t) = ¢-0+C = C.
Koska kappale “padstettiin putoamaan”, voidaan sanoa, ettd C = 0, jolloin kappaleen
nopeutta kuvaava funktio on itse asiassa v(t) = gt.
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