1 Johdanto

Kurssi Y100 jakautuu karkeasti seuraaviin osiin:

e funktiot ja niiden perusominaisuudet,

derivointi,

integrointi,

differentiaaliyhtalot,

matriisilaskenta,

o tietokone matemaattisena tyovilineena.

Paasadntoisesti kussakin osassa tarvitaan aikaisempien osien tietoja, lukuunottamatta
matriisilaskentaa. Listan viimeinen osa-alue, tietokoneavusteinen matematiikka, toteute-
taan luentojen ja laskuharjoitusten rinnalla osittain itsendisend kokonaisuutena. Tarkoi-
tus on oppia hydédyntdmain MS Excel -taulukkolaskentaohjelman laskentaominaisuuksia
l&hinnd numeerisessa ongelmanratkaisussa sekd tutustua Maple-ohjelmaan tyypillisené
matematiikan yleistyokaluna.

Uusia késitteitd opittaessa painotetaan seké késitteen siséllon omaksumista ettéd sithen
liittyvia laskumenetelmié. Sovellettaessa opittua asiaa téytyy seki tietdd mitka kisitteet
tilanteeseen liittyvat ettd osata suorittaa tarvittavat mekaaniset laskut.

2 Reaaliarvoiset funktiot

2.1 Funktio

Funktio on tdmén kurssin useimmin toistuva késite. Funktio voidaan ymmartds monella
tavalla tilanteesta riippuen. Voidaan esimerkiksi sanoa, ettd funktio on erdfnlainen ko-
ne, joka muuntaa lukuja toisiksi luvuiksi jonkin s&&nnén mukaan. Funktion olennaisia
osia ovat madrittelyjoukko, maalijoukko seké riippuvuussadnto. Maarittelyjoukko sisaltaa
ne luvut, joita funktio osaa muuntaa, maalijoukko sisdltdd muunnosten tulokset. Talla
kurssilla maalijoukko on aina R eli tavallisten reaalilukujen joukko, toisin sanoen kaik-
ki funktion tulokset ovat tavallisia lukuja (eivét esimerkiksi kompleksilukuja, vektoreita,
matriiseja, funktioita tms.) Samaten méadrittelyjoukko (toiselta nimeltaédn lihtdjoukko)
on aina jokin reaalilukujen osajoukko, esimerkiksi suljettu vili [0, 1].

Funktion voi my6s ajatella kuvaavan jonkin suureen riippuvuutta toisesta. Riippuvuus-
sdannoén on aina oltava yksikésitteisesti olemassa, vaikka sitéd ei voitaisikaan kirjoittaa
laskulausekkeiden avulla (niin kuin &ytannossé usein on asian laita).

Funktion méérittelyssd kiytetdan merkintdd f : A — R. Taméi tarkoittaa, ettd f on
funktio, jonka méadrittelyjoukko on A ja maalijoukko R. Sitd lukua, joksi funktio muun-
taa luvun z, merkitddn f(z) ja kutsutaan funktion arvoksi luvulla = (tai kohdassa x).
Funktiolle pétee aina kaksi seikkaa:

e Jokaista madrittelyjoukon lukua vastaa jokin maalijoukosta 16ytyva funktion arvo.



e Yhtdkidn 1dhtdjoukon lukua ei vastaa useampi kuin yksi funktion arvo.

Huom. Symboli f on funktion nimi ja f(x) on funktion arvo luvulla x eli jokin luku. Ei
siis ole oikein sanoa esimerkiksi “funktio f(z) on jatkuva” tai “f =2, kun z = 1".

Esimerkki 2.1. Méaritelladn funktio, joka kuvaa tuotteen tai palvelun markkamé&arai-
sen hinnan riippuvuutta hinnasta euroissa. Funktio muuntaa siis eurohinnan markoiksi.
Hinta euroissa voi periaatteessa olla mikd tahansa positiivinen reaaliluku, joten funktion
médrittelyjoukoksi voidaan ottaa Ry (positiiviset reaaliluvut). Funktion arvo eli hinta
markoissa saadaan kertomalla euroméaardinen hinta valuuttakurssilla (kidytetddn vuoden
2002 valuuttakurssia: 1 euro = 5,94573 markkaa) eli riippuvuussédénté voidaan kirjoit-
taa muodossa f(z) = 5,94573 - . Ndemme helposti, ettd jokaista x vastaa vain yksi
tietty f(z), joten funktion arvon yksikisitteisyys toteutuu. Lisaksi f(z):n kaikki arvot
ovat reaalilukuja, joten funktion maalijoukoksi voidaan ottaa R. Funktio voidaan siis
kokonaisuudessaan méadritelld seuraavasti:

f: Ry - R f(z) =5,94573 - z.

Huomaa, ettd vaikka markkahintakin on téssé aina positiivinen, ei maalijoukoksi tarvitse
valita joukkoa R, . Maalijoukon tarvitsee ainoastaan sisdltdd kaikki funktion arvot, mutta
kaikkien maalijoukon lukujen ei tarvitse olla funktion arvoja.

(Joku voisi my6s huomauttaa, ettd hinnat olisi hyva ilmoittaa sentin tarkkuudella, jolloin
médrittelyjoukkoa voitaisiin merkitd néin: {0.01,0.02,0.03,... }.)

Sovelluksissa funktio kuvaa usein jonkin suureen kehitystéd ajan tai paikan mukana. Voi-
daan esimerkiksi ilmoittaa lampdétila ajan tai paikan funktiona. T&ll6in riippuvuusehtoa
ei yleensd voida antaa tarkkana laskulausekkeena. Toisinaan funktio ilmoittaa abstrak-
timpia riippuvuuksia, kuten aitauksen pinta-alan kéytettdvissd olevan aitamateriaalin
funktiona. Kun funktiota késitellddn matemaattisesti, ei kuitenkaan ole térkedd, minks-
tyyppisesté riippuvuudesta on kysymys.

Esimerkki 2.2. Kuvitellaan auton nopeusmittarin lukemaa ajan funktiona. Tarkkail-
laan mittaria kahden tunnin ajan ja ilmoitetaan aika minuutteina. Sovitaan lisdksi, ettd
tarkkailun alussa aika on 0. Nopeus ilmoitetaan kilometreind tunnissa, ja se on aina re-
aaliluku. Néin saadaan funktio v : [0,120] — R. Tietenkddn télle funktiolle ei voi antaa
riippuvuussaantod laskulausekkeena, koska nopeuden vaihtelu tuskin noudattaa mitdan
tiettyd kaavaa. Myoskin on mahdotonta kirjata nopeutta ylos jokaisena ajanhetkend va-
1illa [0,120], joten emme voi edes tuntea kaikkia v:n arvoja. Kuitenkin tiedetdén, ettéd
jokaisella ajanhetkelld mittari varmasti néyttaé jotain yhté tiettyd lukua, joten funktion
arvo v(t) on yksikisitteisesti olemassa jokaista ajanhetked ¢ kohti. Lisdksi kokemusmaa-
ilmamme osoittaa, ettd tdma kyseinen funktio on jatkuva ja jopa derivoituva. Nami
késitteet méadritellddn mydhemmin.

Esimerkki 2.3. Edellistd esimerkkié ei voi kddntdd toisin pain. Emme voi méaritelld
funktiota, joka kuvaisi ajanhetken riippuvuutta nopeusmittarin lukemasta, silld tdma
riippuvuus ei ole yksikésitteista. Tietty mittarilukema voi esiintya useinkin matkan aika-
na, ei pelkastadn yhdelld maaratylla hetkelld. Jos sen sijaan kyse olisi kuljetusta matkasta
eikéd auto olisi koskaan pysédhdyksisséd (eikd kulkisi taaksepéin), voitaisiin riippuvuussuh-
de maédritelld kummin péin vain. Kun kuljettu matka voi vain kasvaa, vastaa kutakin
saavutettua matkaa jokin tietty ajanhetki.



Tarkastellaan seuraavaksi joitain tuttuja laskulausekkeilla méariteltdvid funkioita.

Esimerkki 2.4. Yksinkertaisin reaaliarvoinen funktio on vakiofunktio. Vakiofunktion
tapauksessa funktion arvon “riippuvuus” ldhtdjoukon alkion arvosta on kenties makuasia,
funktion arvo kun on kaikkialla sama. Esim. f: R — R, f(z) = 2 antaa kaikilla luvuilla
z funktion arvoksi luvun 2.

Esimerkki 2.5. Funktioita P : R — R, joiden arvot ovat muotoa
P(z) = apz™ + ap_12" 1 4 - + ayz + ag,

kutsutaan polynomifunktioiksi. Polynomifunktion arvo saadaan siis laskemalla yhteen
l&ht6joukon arvon erilaisilla vakioilla kerrottuja potensseja eli termejd. Polynomifunk-
tioita ovat esimerkiksi P (z) = 22 ja P»(z) = 32°—2z+7. Lukuja a; kutsutaan polynomin
kertoimiksi, jotka voivat tietysti olla my6s negatiivisia (kuten polynomin P(z) toinen
kerroin a; = —2). Suurin luku, joka esiintyy x:n potenssissa on polynomin kertaluku eli
aste.

Esimerkki 2.6. Funktiot R: A — R, joiden arvot voidaan ilmoittaa muodossa R(x) =
P(z)/Q(z), missd P ja @ ovat molemmat polynomifunktioita, ovat rationaalifunkioita.
Huomaa, ettd rationaalifunktio ei ole méaritelty nimittdjén () nollakohdissa. Esimer-
kiksi funktion Rj(z) = 1/z méérittelyjoukko on R\ {0} (reaaliluvut ilman nollaa), ja
funktion Ry(z) = (2z + 3)/(2? — 2z) méérittelyjoukko on R\ {0, 2}.

Edellisessé esimerkissd kiytettiin merkintdd A \ B, joka tarkoittaa joukkojen erotusta
ja lausutaan “A miinus B” tai “A pois B”. Esimerkiksi R \ Z tarkoittaa joukkoa, joka
sisdltdd kaikki muut reaaliluvut paitsi kokonaisluvut. Tét& merkintdd, kuten muitakaan
joukko-opillisia merkintdja, ei tarvitse aktiivisesti osata, mutta se on varsinkin rationaa-
lifunktioiden yhteydessé kitevi.

Esimerkki 2.7. Funktiota, jonka arvot lasketaan eri osissa lahtdjoukkoa eri lausekkees-
ta, kutsutaan paloittain mddritellyksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio voidaan mééritelld
seuraavilla lausekkeilla:
z, kunz >0
=] =
—z, kunz <O.

Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten seuraavalla funktiolla f : R — R:

0, kunzx=0
flz)= %, kun z on joku muu kokonaisluku kuin 0
1,  muulloin.

2.2 Yhdistetty funktio

Kun jonkin funktion arvo annetaan toiselle funktiolle muunnettavaksi, puhutaan yhdis-
tetystd funkiosta. Yhdistetyt funktiot ovat erittdin térkeitéd sekd teorian ettd sovellusten
kannalta.

Maiisritelma 2.8. Olkoon f: R — R, g : A — R. Funktioiden f ja g yhdistetty funktio
fog: A — R mééritellddn seuraavasti:

(f o g9)(z) = f(g()).
Funktiota f kutsutaan ulkofunktioksi ja funktiota g sisdfunktioksi.



Funktio f o ¢ muuntaa siis kunkin luvun x kiyttdmalld ensin funktiota g ja tdmén
tulokseen g(z) edelleen funkiota f. Huomaa, ettd ulkofunktion f méaarittelyjoukon taytyy
sisédltéd kaikki g:n mahdolliset arvot.

Esimerkki 2.9. Olkoon f, g : R — R funkioita, joiden riippuvuussiinnot ovat f(z) = z2

jag(z) = z+1. Lasketaan aluksi yhdistetyn funktion fog arvo luvulla 2. Ensin kiytetdan
funktiota g, joka muuttaa luvun 2 luvuksi 3. Sitten funktio f muuttaa saadun luvun 3
luvuksi 9.

On hyvin olennaista, miten péin funktiot kirjoitetaan. Oikealla puolella olevaa kiyte-
tdan aina ensiksi. Jos esimerkiksi syotetddn luku 2 ensin funktioon f, saadaan 4, joka
syotettynd funktioon g antaa tulokseksi 5. Siispd (f o g)(2) # (g o f)(2).

Yhdistetyn funktion riippuvuussédantd muodostetaan samalla periaatteella. Nain saadaan
esimerkiksi seuraavanlaisia riippuvuussdantoja:

(fog)(@) = flg(z) = flz+1) = (z + 1),

(g0 f)(z) = g(f(x)) = g(a?) = &® + 1,

(f o f)(x) = f(f () = f(a?) = (&°)* = z*,

(gog)(z) =g(9(z)) =g9(z+1)=(z+1)+1=z+2.

Mikdén ei estd myoskddn yhdistdméstd useampia funkioita. Ndin saataisiin esimerkiksi
funktio fogo f : R — R, jolle

(fogof)(@) = flg(f(2)) = f(g(z*)) = f(z® +1) = (2 + 1),

Yhdistetyn funktion késite on tirked muun muassa siksi, ettd monet funktiot voidaan
tulkita yhdistetyiksi funkioiksi. Téllainen tulkinta voidaan aina tehdd monella eri tavalla,
ja tilanteesta riippuen on valittava parhaiten sopiva tulkinta. Téstd on jatkossa hyotyé
esimerkiksi derivoinnin yhteydessa.

Esimerkki 2.10. Miritelldsin h: R — R, h(z) = 1/(2? + 1)2. Témi h voidaan tulkita
yhdistetyksi funktioksi esimerkiksi seuraavasti. Mééritellaan f : R\{0} = R, f(z) = 1/=,
jag:R—= R, g(x) = (22 +1)2. Nyt h = f o g, silld kaikilla luvuilla z pitee
1
— _ 2 2\ _ _
(fog)(z) = flg9(z)) = f((z°+ 1)) = @r1)E
Liséksi g saa vain positiivisia arvoja, joten fm maarittelyjoukko sisdltédd g:n arvot. Funk-
tio h voidaan kuitenkin tulkita yhdistetyksi funktioksi monella muullakin tavalla. Voi-
daan esimerkiksi valita f; : R\ {0} = R, fi(z) = 1/2% jagi : R = R, g1(z) = 22 + 1.
Nytkin h = fi o g1, silld kaikilla x péitee

(frog)(x) = filgr(z)) = fi(z® +1) =

h(z).

Huom. On tirkedd ymmaéartds oikein yhdistetyn funktion muodostukseen liittyvit mer-
kinnit. Jos yhdistetdsin esimerkiksi funktiot f(x) = 2z ja g(z) = z2, timi ei tarkoita
sitd, ettd jollain tapaa yhdistettdisiin lausekkeet 2z ja x2. Merkinté f(z) = 2z tarkoit-
taa funktion riippuvuussddntod, yhta hyvin voitaisiin kirjoittaa f(y) = 2y tai vaikkapa
f(“kukkuluuruu”) = 2 - “kukkuluuruu”. Muuttujan nimelld ei tdssi ole mitdin merki-
tystd: mitd tahansa voidaan sijoittaa sen paikalle. Esimerkiksi yhdistetyn funktion fog
riippuvuussiinnoksi saadaan (f o g)(z) = f(g(z)) = f(z?) = 22%. Huomaa, miten tis-
si funktion f muuttujan z paikalle on sijoitettu gm antama arvo z2, jolloin saadaan
puolestaan f:n riippuvuussifinnén mukaisesti f(z?) = 2z2.



2.3 Kuvaaja

Reaaliarvoinen funktio voidaan usein esittdd koordinaatistoon piirretyn kuvaajan eli
graafin avulla. T&lloin funktion erityispiirteet, kuten kasvunopeus, jaksollisuus, dariarvot
ja epdjatkuvuuskohdat on helppo hahmottaa. On kuitenkin muistettava, ettd tarkkakaan
piirros ei voi tyhjentévasti kuvata funktion kiyttaytymista, eikd kaikista funktioista edes
pystytd piirtdméin havainnollistavaa kuvaa. Siksi kuvaajan perusteella ei koskaan voi
sanoa mitadn varmaa funktion arvoista, vaan arviot on aina pystyttava perustelemaan
laskien. Kuvaajan piirtdminen on kuitenkin yksi parhaista keinoista oppia ymmaértamaan
jonkin tietyn funktion luonnetta.

Kaikki koordinaatistoon piirretyt kéyrat eivit kuitenkaan kuvaa funktioita. Koska funk-
tion arvojen taytyy olla yksikdsitteisid, ei yhtd x-arvoa saa vastata kuvaajassa useampia
y-arvoja. Jos siis joku pystysuora leikkaa kuvaajaksi véitetyn kdyrdn useammassa kuin
yhdessé kohdassa, kyseessa ei ole reaalifunktion kuvaaja. Funktion kuvaaja ei esimerkiksi
voi “laskostua” néin:

/\y

/
-

><V

Esimerkki 2.11. Polynomifunktioiden f(z) = z? ja g(z) = 223 — 4z kuvaajat. Ku-
van perusteella nayttéisi, ettd piste = 1,4 olisi funktion g nollakohta, mutta oikeasti
g(1,4) = —0,112.




Esimerkki 2.12. Paloittain maaritellyn funktion h: R — R,

h(z) z2, kuinz < 1
€Tr) =
—z+3, kunx >1

kuvaaja. Funktiolla on niin sanottu epdjatkuvuuskohta pisteessia x = 1. Kuvaajasta ei nie,
onko h(1) = 1 vai h(1) = 2. Funktion lausekkeen perusteella tiedetéén, ettd jalkimmainen
patee.

3 Raja-arvo ja jatkuvuus

3.1 Raja-arvo

Funktion raja-arvo on tavallaan tdmén kurssin tarkein peruskésite, silld tarvitaan késit-
teiden kuten jatkuvuuden, derivaatan ja integraalin maéarittelyssd. Raja-arvon tasmaél-
liseen tarkasteluun ei kurssilla kuitenkaan valitettavasti riitd aikaa, joten sen suhteen
pyritddn tukeutumaan mielikuviin.

Raja-arvo kuvaa funktion kayttdytymistad jonkin pisteen l1dhistolla. Voitaisiin sanoa vaik-
ka niin, ettd funktion raja-arvo pisteessd xz¢ on se luku, joka néyttéisi olevan funktion
arvo kyseisessd pisteessé, mikali tarkasteltaisiin vain tdman pisteen ldhellé olevia pistei-
td. Graafisesti raja-arvoa voisi kuvata siten, etté jos funktion kuvaaja nayttasd lahestyvin
jotakin arvoa kohdassa g, tdmé arvo on funktion raja-arvo pisteessé xo (vaikka itse arvo
f(zg) olisi jotain muuta).

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan funktiota f : R - R, f(z) = 2z, pisteen z = 1 13histoll4.
Laskemalla joitakin funktion arvoja tuon pisteen ympaérilla havaitaan, ettd funktion arvot
nédyttévit ldhestyvin arvoa 2 pisteessd 1, eli lim,_,; f(z) = 2.



z | f(z)
05 | 1
0,8 | 1,6
09 | 18
0,99 | 1,98

1 -
1,01 | 2,02
1,1 | 22
12 | 24

Téssd tapauksessa funktion raja-arvo pisteessd 1 on sama kuin funktion arvo. Tamé
johtuu siitd, ettd valitsimme tarkasteltavaksi jatkuvan funktion.

Alla esitellddn raja-arvon tdsméllinen médritelmé. Sitd on kdytdnndssi usein vaikea so-
veltaa, ja talld kurssilla riittddkin raja-arvon kisitteen intuitiivinen ymmértdminen. On
myd&s olemassa laskusddntdja, joiden avulla raja-arvon voi padtelld tietyissa tilanteissa.

Maiidritelma 3.2. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessi xg, jos kutakin mielivaltai-
sen pienté positiivista lukua E kohti voidaan aina 16ytda jokin vali pisteen zy ympériltd
niin, ettd talla valilld lasketut funktion arvot sijaitsevat vililld [a— E, a+ E] (siis korkein-
taan luvun E pééssé luvusta a), lukuunottamatta mahdollisesti arvoa f(zg). Raja-arvoa
merkitdan lim, ., f(z) = a.

Huom. T&ytyy muistaa, ettei funktion arvo pisteessd zg vaikuta mitenkddn funktion
raja-arvoon pisteessd xg. Raja-arvo voi olla myds olemassa, vaikka funktio ei olisi edes
madritelty kyseisessd kohdassa. Tdma on itse asiassa erds tdrkeimmisté syistd raja-arvon
kayttoon.

Esimerkki 3.3. Olkoon f : R\ {2}, f(z) = (222 — 10z + 12)/(z — 2). Funktio ei
ole méaritelty kohdassa z = 2, koska nollalla ei voi jakaa. Kun kuitenkin lasketaan
arvoja kakkosen ldhelld olevissa pisteissd, huomataan, ettd ne ldhestyvit lukua —2. Siispa
varmaankin limy,_,9 f(z) = —2.

z | f(z)
15| -3
1,9 | —2,2
1,99 | —2,02

2 -
2,01 | —1,98
21 | —1,8
25 | —1

Funktion kuvaajasta raja-arvon olemassaolo on usein helppo n&hda.

Esimerkki 3.4. Mééritellddn funktio f : R — R seuraavasti:

22, kunz<—ltaiz>1

flz) =12, kinz=—-1taiz=1
—z, kuinzr=-1<z<]1.



Funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessé x = 1, silld tuon pisteen vasemmalla puolella funk-
tion arvot lahestyvit arvoa —1, kun taas oikealla puolella ne ldhestyvit pistettd 1. Arvot
eivit siis 1dhesty mitddn tiettyd arvoa. Sen sijaan funktion raja-arvo pisteessd z = —1
on nahtavésti 1, vaikka f(1) = 2.

Voidaan myo0s tutkia, mitd arvoa funktion arvot ldhestyvat muuttujan arvojen kasvaessa
tai vihetessa rajatta. Téllaista arvoa, jos sellainen 16ytyy, kutsutaan joskus raja-arvoksi
aarettomyydessa ja merkitddn limy o f(z) tai limy, o f(2).

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan funktiota f : R\ {—-2} —» R, f(z) = z/(2z + 4). Laske-
malla hyvin suuria funktion arvoja havaitaan, ettd funktion arvot lahestyvit lukua 1/2,
kun muuttujan arvot kasvavat rajatta. Toisin sanoen lim; o f(z) = 1/2.

z | f=)
10 0,4167
100 | 0,4902
1000 | 0,4990
10000 | 0,4999

Kaytannossa seuraavat laskusddnnot helpottavat raja-arvojen toteamista:
1. limg_,4, ¢ = ¢, kun c on vakio, joka ei riipu z:sté.
2. limy_,,, z = .
3. Jos limy_, 4, f(z) = a ja limy_,z, g(z) = b, niin
lim (f(z)+g(x)) =a+b ja lim f(z)g(z) = abd.
T—T0 T—T0
Jos lisdksi b # 0, niin
lim f(z)/g(z) = a/b.

IT—T0

Esimerkki 3.6. Lasketaan lim, .5 f(z), kun P : R — R, P(z) = 322 — 1. Puretaan
raja-arvon laskeminen useampaan osaan sdinndén 3 avulla ja lasketaan sitten yksinker-
taisemmat raja-arvot sdéntdjen 1 ja 2 mukaisesti:

lim P(z) = lim (32% — 1) = lim 32% + lim(—1)
T2 T—2 T—2 T—2

=lim3-limz-limz+ lim(-1) =3-2-2+ (—-1) = 11.
T—2

r—2 r—2 r—2



Tamén esimerkin valossa voidaan antaa yleinen sddnto kaikille polynomifunktioille P:

lim P(z) = P(zy).

T—T0

Polynomin raja-arvon pisteessé x¢ voi siis laskea sijoittamalla luku x( suoraan polynomin
lausekkeeseen. Rationaalifunktion kohdalla sama onnistuu, kunhan nimitt4jasan ei tilla
tavoin tule 0.

Esimerkki 3.7. Lasketaan rationaalifunktion R(z) = 2z/(xz + 1) raja-arvo kohdassa
z = 1 edelld annettujen sddntojen avulla:

2z lim,_,; 2z _limg 41 2-limg 0 2-1

lim R(z) = 1i = = = =

xl—% (z) wl—>ml z+1 limg ,1z+1 limg, ,;z+1lim, ;1 141
Esimerkki 3.8. Tarkastellaan rationaalifunktiota R(z) = (z? —)/(z—1). Témén raja-
arvoa lim,_,1 R(x) ei voida laskea sijoittamalla suoraan luku 1 funktion lausekkeeseen,
koska nimittdjaan tulisi talléin 0. Raja-arvo voidaan kuitenkin paitelld seuraavasti. Aina

kun z # 1, pétee
-z z(z-1)

R(z) =

= = .
z—1 r—1

Koska funktion raja-arvo pisteessd 1 ei riipu funktion arvosta kyseisessé pistessd, voi-
daan funktion R(z) sijalla raja-arvolaskussa kdyttdd néin saatua sievennettyd muotoa.
Todetaan siis, etta limy_,1 R(z) = limg_,; 2 = 1.

Seuraavat sddnnot koskevat raja-arvoja direttomyydessa.

1. limg_ 45 x = to00.
2. limy 100 1/2=0.
3. 00+ 00=00"-00=00.

4. Jos ¢ > 0, niin ¢+ 0o = oc; jos ¢ < 0, niin ¢ - co = —o0.

Jos raja-arvoksi tulee oo, se tarkoittaa, ettd funktion arvot kasvavat rajatta. Vastaavas-
ti, jos raja-arvoksi tulee —oo, arvot wdihenevdt rajatta. Saant6a 2 kiytetddn siten, ettd
esimerkiksi

Iim 22 =2- lim 2 =2-00 = 0.
—r0o0 T—r0o0

Huomaa, ettd raja-arvoja oo — 0o, 0 - 0o tai co/oo ei ole méadritelty.

Esimerkki 3.9. Rationaalifunktioiden raja-arvoja #érettomyydessd voidaan laskea su-
pistamalla lauseke termilld £, missd r on nimittdjén aste. T&lld tavoin saadaan

243 . ==y 1413 149 1
im ——— = lim -£Z—% = lim z = = —=,
z—00 22245 x_>oo2zi22+a% ac—>002_|_$% 240 2

Tassé kéytettiin hyviksi edelld mainittuja laskusdéntoja. Toisaalta

3 1 1
. P41 L Gt = T+ . x40 1
lim = lim -5—*— = lim T = lim = lim -z =0
z—o00 212 — 8 z—)ooQ%_% z—00 2 — 5 r—00 2 — Z—00
x X T

Raja-arvoa ei ole, vaan funktion arvot kasvavat rajatta.



3.2 Jatkuvuus

Monien yleisten reaalifunktioiden kuvaajat ovat katkeamattomia kayria. Tdmé johtuu sii-
td funktion ominaisuudesta, ettd muuttujan arvon muuttuessa hyvin vahin myos funk-
tion arvo muuttuu vahén eiké tee hyppaysti. Tatd ominaisuutta sanotaan jatkuvuudeks.
Luonnossa on paljon esimerkkeja jatkuvista funktioista, kuten vaikkapa huoneen keski-
lampdtila ajan funktiona. Lukuunottamatta hyvin poikkeavia olosuhteita ldmpdtila ei
tee hyppéyksia ajan kuluessa. My6s polynomifunktiot, rationaalifunktiot seké juurifunk-
tiot ovat kaikki jatkuvia funktioita. Jatkuvuus jossain pisteessid riippuu siis funktion
kayttaytymisestd tuon pisteen ympéristdssi, mistd syystd jatkuvuus voidaan maaritelld
katevasti raja-arvon avulla.

Madritelmé 3.10. Funktio f on jatkuva pisteessd xg, jos

li =

Jim f(z) = f(z0)

eli funktion raja-arvo pisteessé zy on sama kuin funktion arvo kyseisessé pisteessd. Funk-
tio on kaikkialla jatkuva tai yksinkertaisesti jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa mddritte-
lyjoukkonsa pisteissi.

Huom. Funktion kutsumiseen jatkuvaksi eivat vaikuta raja-arvot sellaisissa pisteissé,
joissa funktiota ei ole maaritelty. (Téallaisissa pisteissd funktio ei madritelmén mukaan
voisikaan olla jatkuva.) Toisaalta funktio ei voi olla jatkuva myoskian sellaisessa pistees-
s, jossa silld ei ole raja-arvoa.

Esimerkki 3.11. Aiemmin on todettu, ettd jos P on polynomifunktio, niin kaikilla
luvuilla zy patee lim,_,,, P(x) = P(zo). Siispa kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia.
Myds kaikki rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko maéarittelyjoukossaan.

Esimerkki 3.12. Méaritellddn funktio f : R — R

fla) = {x, kun x #1

a, kun z = 1.

Funktio f on jatkuva ainakin kaikissa muissa pisteissa paitsi pisteessd x = 1. Koska raja-
arvo pisteessd £ = 1 riippuu ainoastaan funktion arvoista tuota pistettd ympéroivissa
pisteissé, voidaan paatelld limg ,; f(z) = limy 3 ¢ = 1. Jos nyt a = 1, niin funktion
arvo pisteessd 1 on sama kuin raja-arvo kyseisessé pisteessd, ja funktio on jatkuva koko
médrittelyjoukossaan. Jos a # 1, piste £ = 1 on funktion f epdjatkuvuuskohta.

Esimerkki 3.13. Tarkastellaan rationaalifunktioita f,g : R\ {0} —» R, f(z) = 1/=,
g(z) = z/x. Molemmat funktiot ovat jatkuvia kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissi.
Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 0, silld tuota pistettd ldhestyttdessd f saa
mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja. Toisaalta

li = li =lim1=1.
2hO) = Jpfe =

Nyt voitaisiin médritelld

() g(z), kunz #0,
Tr) =
& 1, kun z = 0.
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Talloin saataisiin uusi jatkuva funktio gi, joka on médritelty kaikilla luvuilla ja joka
laajentaa funktiota g. Téllaista funktiota kutsutaan g:n jatkuvaksi jatkeeksi. Toisaalta
funktiota f ei voi laajentaa jatkuvana pisteeseen 0, koska silla ei ole lainkaan raja-arvoa
tuossa pisteessa.
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