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1 Johdanto

Kurssi Y100 jakautuu karkeasti seuraaviin osiin:

e funktiot ja niiden perusominaisuudet,

derivointi,

integrointi,

differentiaaliyhtalot,

matriisilaskenta,

o tietokone matemaattisena tyovilineena.

Paasadntoisesti kussakin osassa tarvitaan aikaisempien osien tietoja, lukuunottamatta
matriisilaskentaa. Listan viimeinen osa-alue, tietokoneavusteinen matematiikka, toteute-
taan luentojen ja laskuharjoitusten rinnalla osittain itsendisend kokonaisuutena. Tarkoi-
tus on oppia hyddyntdmain MS Excel -taulukkolaskentaohjelman laskentaominaisuuksia
l&hinnd numeerisessa ongelmanratkaisussa sekd tutustua Maple-ohjelmaan tyypillisené
matematiikan yleistyokaluna.

Uusia késitteitd opittaessa painotetaan seké késitteen sisillon omaksumista ettéd sithen
liittyvid laskumenetelmié. Sovellettaessa opittua asiaa téytyy seki tietdd mitka kisitteet
tilanteeseen liittyvat ettd osata suorittaa tarvittavat mekaaniset laskut.

2 Reaaliarvoiset funktiot

2.1 Funktio

Funktio on tdmén kurssin useimmin toistuva késite. Funktio voidaan ymmaértda monella
tavalla tilanteesta riippuen. Voidaan esimerkiksi sanoa, ettd funktio on erdénlainen ko-
ne, joka muuntaa lukuja toisiksi luvuiksi jonkin s&&nnén mukaan. Funktion olennaisia
osia ovat madrittelyjoukko, maalijoukko seké riippuvuussadnto. Maarittelyjoukko sisaltaa
ne luvut, joita funktio osaa muuntaa, maalijoukko sisdltdd muunnosten tulokset. Talla
kurssilla maalijoukko on aina R eli tavallisten reaalilukujen joukko, toisin sanoen kaik-
ki funktion tulokset ovat tavallisia lukuja (eivét esimerkiksi kompleksilukuja, vektoreita,
matriiseja, funktioita tms.) Samaten méadrittelyjoukko (toiselta nimeltaédn lihtdjoukko)
on aina jokin reaalilukujen osajoukko, esimerkiksi suljettu vili [0, 1].

Funktion voi my6s ajatella kuvaavan jonkin suureen riippuvuutta toisesta. Riippuvuus-
sdannoén on aina oltava yksikésitteisesti olemassa, vaikka sité ei voitaisikaan kirjoittaa
laskulausekkeiden avulla (niin kuin #ytdnnosséd usein on asian laita).

Funktion méérittelyssd kiytetdan merkintdd f : A — R. Tdmé tarkoittaa, ettd f on
funktio, jonka méadrittelyjoukko on A ja maalijoukko R. Sitd lukua, joksi funktio muun-
taa luvun z, merkitddn f(z) ja kutsutaan funktion arvoksi luvulla = (tai kohdassa x).
Funktiolle pétee aina kaksi seikkaa:

e Jokaista madrittelyjoukon lukua vastaa jokin maalijoukosta 16ytyva funktion arvo.



e Yhtdkidn 1dhtdjoukon lukua ei vastaa useampi kuin yksi funktion arvo.

Huom. Symboli f on funktion nimi ja f(x) on funktion arvo luvulla x eli jokin luku. Ei
siis ole oikein sanoa esimerkiksi “funktio f(z) on jatkuva” tai “f =2, kun z = 1".

Esimerkki 2.1. Méaritelladn funktio, joka kuvaa tuotteen tai palvelun markkamé&arai-
sen hinnan riippuvuutta hinnasta euroissa. Funktio muuntaa siis eurohinnan markoiksi.
Hinta euroissa voi periaatteessa olla miki tahansa positiivinen reaaliluku, joten funktion
médrittelyjoukoksi voidaan ottaa Ry (positiiviset reaaliluvut). Funktion arvo eli hinta
markoissa saadaan kertomalla euroméaardinen hinta valuuttakurssilla (kidytetddn vuoden
2002 valuuttakurssia: 1 euro = 5,94573 markkaa) eli riippuvuusséénté voidaan kirjoit-
taa muodossa f(z) = 5,94573 - . Ndemme helposti, ettd jokaista x vastaa vain yksi
tietty f(z), joten funktion arvon yksikisitteisyys toteutuu. Lisaksi f(z):n kaikki arvot
ovat reaalilukuja, joten funktion maalijoukoksi voidaan ottaa R. Funktio voidaan siis
kokonaisuudessaan médritelld seuraavasti:

f: Ry - R f(z) =5,94573 - z.

Huomaa, ettd vaikka markkahintakin on téssé aina positiivinen, ei maalijoukoksi tarvitse
valita joukkoa R, . Maalijoukon tarvitsee ainoastaan sisdltdd kaikki funktion arvot, mutta
kaikkien maalijoukon lukujen ei tarvitse olla funktion arvoja.

(Joku voisi my6s huomauttaa, ettd hinnat olisi hyva ilmoittaa sentin tarkkuudella, jolloin
médrittelyjoukkoa voitaisiin merkitd néin: {0.01,0.02,0.03,... }.)

Sovelluksissa funktio kuvaa usein jonkin suureen kehitystéd ajan tai paikan mukana. Voi-
daan esimerkiksi ilmoittaa lampdétila ajan tai paikan funktiona. T&ll6in riippuvuusehtoa
ei yleensd voida antaa tarkkana laskulausekkeena. Toisinaan funktio ilmoittaa abstrak-
timpia riippuvuuksia, kuten aitauksen pinta-alan kéytettdvissd olevan aitamateriaalin
funktiona. Kun funktiota késitellidn matemaattisesti, ei kuitenkaan ole térkedd, minka-
tyyppisesté riippuvuudesta on kysymys.

Esimerkki 2.2. Kuvitellaan auton nopeusmittarin lukemaa ajan funktiona. Tarkkail-
laan mittaria kahden tunnin ajan ja ilmoitetaan aika minuutteina. Sovitaan lisdksi, ettd
tarkkailun alussa aika on 0. Nopeus ilmoitetaan kilometreind tunnissa, ja se on aina re-
aaliluku. Néin saadaan funktio v : [0,120] — R. Tietenkddn télle funktiolle ei voi antaa
riippuvuussaantod laskulausekkeena, koska nopeuden vaihtelu tuskin noudattaa mitdén
tiettyd kaavaa. Myoskin on mahdotonta kirjata nopeutta ylos jokaisena ajanhetkend va-
1illa [0, 120], joten emme voi edes tuntea kaikkia v:n arvoja. Kuitenkin tiedetdén, ettéd
jokaisella ajanhetkelld mittari varmasti néyttaé jotain yhté tiettyd lukua, joten funktion
arvo v(t) on yksikisitteisesti olemassa jokaista ajanhetked ¢ kohti. Lisdksi kokemusmaa-
ilmamme osoittaa, ettd tdma kyseinen funktio on jatkuva ja jopa derivoituva. Nama
késitteet madritellddn mydhemmin.

Esimerkki 2.3. Edellistd esimerkkié ei voi kdéntdéd toisin pain. Emme voi méaritelld
funktiota, joka kuvaisi ajanhetken riippuvuutta nopeusmittarin lukemasta, silld tdma
riippuvuus ei ole yksikésitteista. Tietty mittarilukema voi esiintya useinkin matkan aika-
na, ei pelkéstadn yhdelld maaratylla hetkelld. Jos sen sijaan kyse olisi kuljetusta matkasta
eikéd auto olisi koskaan pysédhdyksisséd (eikd kulkisi taaksepéin), voitaisiin riippuvuussuh-
de maéiritelld kummin péin vain. Kun kuljettu matka voi vain kasvaa, vastaa kutakin
saavutettua matkaa jokin tietty ajanhetki.



Tarkastellaan seuraavaksi joitain tuttuja laskulausekkeilla méariteltdvid funkioita.

Esimerkki 2.4. Yksinkertaisin reaaliarvoinen funktio on vakiofunktio. Vakiofunktion
tapauksessa funktion arvon “riippuvuus” ldhtdjoukon alkion arvosta on kenties makuasia,
funktion arvo kun on kaikkialla sama. Esim. f: R — R, f(z) = 2 antaa kaikilla luvuilla
z funktion arvoksi luvun 2.

Esimerkki 2.5. Funktioita P : R — R, joiden arvot ovat muotoa
P(z) = apz™ + 12" 4o+ ayz + ag,

kutsutaan polynomifunktioiksi. Polynomifunktion arvo saadaan siis laskemalla yhteen
ldht6joukon arvon erilaisilla vakioilla kerrottuja potensseja eli termejd. Polynomifunk-
tioita ovat esimerkiksi P (z) = 22 ja P»(z) = 32°—2z+7. Lukuja a; kutsutaan polynomin
kertoimiksi, jotka voivat tietysti olla my6s negatiivisia (kuten polynomin P(z) toinen
kerroin a; = —2). Suurin luku, joka esiintyy x:n potenssissa on polynomin kertaluku eli
aste.

Esimerkki 2.6. Funktiot R: A — R, joiden arvot voidaan ilmoittaa muodossa R(x) =
P(z)/Q(z), missd P ja @ ovat molemmat polynomifunktioita, ovat rationaalifunkioita.
Huomaa, ettd rationaalifunktio ei ole méaritelty nimittdjén () nollakohdissa. Esimer-
kiksi funktion Rj(z) = 1/z méérittelyjoukko on R\ {0} (reaaliluvut ilman nollaa), ja
funktion Ry (z) = (2z + 3) /(22 — 2z) méirittelyjoukko on R\ {0, 2}.

Edellisessé esimerkissd kiytettiin merkintdd A \ B, joka tarkoittaa joukkojen erotusta
ja lausutaan “A miinus B” tai “A pois B”. Esimerkiksi R \ Z tarkoittaa joukkoa, joka
sisdltdd kaikki muut reaaliluvut paitsi kokonaisluvut. Tat& merkintdd, kuten muitakaan
joukko-opillisia merkintdja, ei tarvitse aktiivisesti osata, mutta se on varsinkin rationaa-
lifunktioiden yhteydessé kiteva.

Esimerkki 2.7. Funktiota, jonka arvot lasketaan eri osissa lahtdjoukkoa eri lausekkees-
ta, kutsutaan paloittain mddritellyksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio voidaan mééritelld
seuraavilla lausekkeilla:
z, kunz >0
=] =
—z, kunz <O.

Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten seuraavalla funktiolla f : R — R:

0, kunzx=0
f() =<1 kun z on joku muu kokonaisluku kuin 0
1,  muulloin.

2.2 Yhdistetty funktio

Kun jonkin funktion arvo annetaan toiselle funktiolle muunnettavaksi, puhutaan yhdis-
tetystd funkiosta. Yhdistetyt funktiot ovat erittdin térkeitéd sekd teorian ettd sovellusten
kannalta.

Maiidritelma 2.8. Olkoon f: R — R, g : A — R. Funktioiden f ja g yhdistetty funktio
fog:A— R méiiritellddn seuraavasti:

(fog)(z) = f(g(z))-
Funktiota f kutsutaan ulkofunktioksi ja funktiota g sisdfunktioksi.



Funktio f o ¢ muuntaa siis kunkin luvun x kiyttdmalld ensin funktiota g ja tdmén
tulokseen g(z) edelleen funkiota f. Huomaa, ettd ulkofunktion f méaarittelyjoukon taytyy
sisédltéd kaikki g:n mahdolliset arvot.

Esimerkki 2.9. Olkoon f, g : R — R funkioita, joiden riippuvuussiinnot ovat f(r) = z2

jag(r) = z+1. Lasketaan aluksi yhdistetyn funktion fog arvo luvulla 2. Ensin kiytetdén
funktiota g, joka muuttaa luvun 2 luvuksi 3. Sitten funktio f muuttaa saadun luvun 3
luvuksi 9.

On hyvin olennaista, miten pédin funktiot kirjoitetaan. Oikealla puolella olevaa kiyte-
tdan aina ensiksi. Jos esimerkiksi syotetddn luku 2 ensin funktioon f, saadaan 4, joka
syotettynd funktioon g antaa tulokseksi 5. Siispd (f o g)(2) # (g o f)(2).

Yhdistetyn funktion riippuvuusséantd muodostetaan samalla periaatteella. Nain saadaan
esimerkiksi seuraavanlaisia riippuvuussaantoja:

(fog)(@) = flg(x) = flz+1) = (z +1)°,
(90 f)(2) = g(f(2)) = g(a®) = 2” + 1,
(f o )(@) = f(f(2)) = f(a°) = (a*)* = a*,
(gog)(z) =9g(9(z)) =g(z+1)=(z+1)+1=z+2.
Mikdén ei estd myoskddn yhdistdméstd useampia funkioita. Niin saataisiin esimerkiksi
funktio fogo f: R — R, jolle
(fogof)(z) = flg(f(2)) = f(g(z*)) = f(z® +1) = (2 + 1),

Yhdistetyn funktion késite on tirked muun muassa siksi, ettd monet funktiot voidaan
tulkita yhdistetyiksi funkioiksi. Téllainen tulkinta voidaan aina tehdd monella eri tavalla,
ja tilanteesta riippuen on valittava parhaiten sopiva tulkinta. Téstd on jatkossa hyotyé
esimerkiksi derivoinnin yhteydessa.

Esimerkki 2.10. Miritelldsin h: R — R, h(z) = 1/(2? + 1)2. Témi h voidaan tulkita
yhdistetyksi funktioksi esimerkiksi seuraavasti. Mééritellaan f : R\{0} =» R f(z) = 1/=,
jag:R—= R, g(x) = (22 +1)%2. Nyt h = f o g, silld kaikilla luvuilla z pitee
1
— _ 2 2\ _ _
(fog)(z) = flg9(z)) = f((z°+ 1)) = @i
Liséksi g saa vain positiivisia arvoja, joten fm maarittelyjoukko sisdltédd g:n arvot. Funk-
tio h voidaan kuitenkin tulkita yhdistetyksi funktioksi monella muullakin tavalla. Voi-
daan esimerkiksi valita f; : R\ {0} = R, fi(z) = 1/2% jagi : R = R, g1(z) = 22 + 1.
Nytkin h = fi o g1, silld kaikilla x pétee

(frog)(x) = filgr(z)) = f(z® +1) =

h(z).

Huom. On tirkedd ymmaéartdd oikein yhdistetyn funktion muodostukseen liittyvit mer-
kinnit. Jos yhdistetisin esimerkiksi funktiot f(z) = 2z ja g(x) = z2, timé ei tarkoita
sitd, ettd jollain tapaa yhdistettdisiin lausekkeet 2z ja z2. Merkintd f(z) = 2z tarkoit-
taa funktion riippuvuussddntod, yhta hyvin voitaisiin kirjoittaa f(y) = 2y tai vaikkapa
f(“kukkuluuruu”) = 2 - “kukkuluuruu”. Muuttujan nimelld ei tdssi ole mitdin merki-
tystd: mitd tahansa voidaan sijoittaa sen paikalle. Esimerkiksi yhdistetyn funktion fog
riippuvuussiinnoksi saadaan (f o g)(z) = f(g(z)) = f(z?) = 22%. Huomaa, miten tis-
si funktion f muuttujan z paikalle on sijoitettu gm antama arvo z2, jolloin saadaan
puolestaan f:n riippuvuussifinnén mukaisesti f(z?) = 2z2.



2.3 Kuvaaja

Reaaliarvoinen funktio voidaan usein esittdd koordinaatistoon piirretyn kuvaajan eli
graafin avulla. T&lloin funktion erityispiirteet, kuten kasvunopeus, jaksollisuus, dériarvot
ja epdjatkuvuuskohdat on helppo hahmottaa. On kuitenkin muistettava, ettd tarkkakaan
piirros ei voi tyhjentévasti kuvata funktion kiyttaytymista, eikd kaikista funktioista edes
pystytd piirtdméin havainnollistavaa kuvaa. Siksi kuvaajan perusteella ei koskaan voi
sanoa mitadn varmaa funktion arvoista, vaan arviot on aina pystyttava perustelemaan
laskien. Kuvaajan piirtdminen on kuitenkin yksi parhaista keinoista oppia ymmaértamaan
jonkin tietyn funktion luonnetta.

Kaikki koordinaatistoon piirretyt kiyrat eivit kuitenkaan kuvaa funktioita. Koska funk-
tion arvojen taytyy olla yksikdsitteisid, ei yhtd x-arvoa saa vastata kuvaajassa useampia
y-arvoja. Jos siis joku pystysuora leikkaa kuvaajaksi vaitetyn kdyrdn useammassa kuin
yhdessé kohdassa, kyseessa ei ole reaalifunktion kuvaaja. Funktion kuvaaja ei esimerkiksi
voi “laskostua” néin:

/\y

/
-

><V

Esimerkki 2.11. Polynomifunktioiden f(z) = z? ja g(z) = 223 — 4z kuvaajat. Ku-
van perusteella nayttéisi, ettd piste = 1,4 olisi funktion g nollakohta, mutta oikeasti
g(1,4) = —0,112.




Esimerkki 2.12. Paloittain magritellyn funktion h: R — R,

h(z) z2, kuinz < 1
€Tr) =
—z+3, kunx >1

kuvaaja. Funktiolla on niin sanottu epdjatkuvuuskohta pisteessia x = 1. Kuvaajasta ei nie,
onko h(1) = 1 vai h(1) = 2. Funktion lausekkeen perusteella tiedetéén, ettd jalkimmainen
patee.

3 Raja-arvo ja jatkuvuus

3.1 Raja-arvo

Funktion raja-arvo on tavallaan tdmén kurssin tarkein peruskésite, silld tarvitaan késit-
teiden kuten jatkuvuuden, derivaatan ja integraalin maéarittelyssd. Raja-arvon tasmaél-
liseen tarkasteluun ei kurssilla kuitenkaan valitettavasti riitd aikaa, joten sen suhteen
pyritddn tukeutumaan mielikuviin.

Raja-arvo kuvaa funktion kayttdytymistad jonkin pisteen ldhistolla. Voitaisiin sanoa vaik-
ka niin, ettd funktion raja-arvo pisteessd xz¢ on se luku, joka néyttéisi olevan funktion
arvo kyseisesséd pisteessé, mikali tarkasteltaisiin vain tdmaén pisteen ldhelld olevia pistei-
td. Graafisesti raja-arvoa voisi kuvata siten, etté jos funktion kuvaaja nayttasd lahestyvin
jotakin arvoa kohdassa g, tdmé arvo on funktion raja-arvo pisteessé xo (vaikka itse arvo
f(zg) olisi jotain muuta).

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan funktiota f : R - R, f(z) = 2z, pisteen z = 1 13histoll4.
Laskemalla joitakin funktion arvoja tuon pisteen ympaérilla havaitaan, ettd funktion arvot
nédyttévit ldhestyvin arvoa 2 pisteessd 1, eli lim,_,; f(z) = 2.



z | f(z)
05 | 1
0,8 | 1,6
0,9 | 1,8
0,99 | 1,98

1 -
1,01 | 2,02
1,1 | 22
12 | 24

Téssd tapauksessa funktion raja-arvo pisteessd 1 on sama kuin funktion arvo. Tamé
johtuu siitd, ettd valitsimme tarkasteltavaksi jatkuvan funktion.

Alla esitellddn raja-arvon tdsméllinen médritelmé. Sitd on kdytdnndssa usein vaikea so-
veltaa, ja talla kurssilla riittddkin raja-arvon késitteen intuitiivinen ymmértdminen. On
my06s olemassa laskusadéntdja, joiden avulla raja-arvon voi péadtelld tietyissa tilanteissa.

Maiidritelma 3.2. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessi xg, jos kutakin mielivaltai-
sen pientd positiivista lukua E kohti voidaan aina 10yté4 jokin vili pisteen g ympérilta
niin, ettd talla valilld lasketut funktion arvot sijaitsevat vililld [a— E, a+ E] (siis korkein-
taan luvun E pédssé luvusta a), lukuunottamatta mahdollisesti arvoa f(zg). Raja-arvoa
merkitddn lim, 4, f(z) = a.

Huom. T&ytyy muistaa, ettei funktion arvo pisteessd zg vaikuta mitenkddn funktion
raja-arvoon pisteessd xg. Raja-arvo voi olla myds olemassa, vaikka funktio ei olisi edes
madritelty kyseisessd kohdassa. Tdma on itse asiassa erds tdrkeimmisté syistd raja-arvon
kayttoon.

Esimerkki 3.3. Olkoon f : R\ {2}, f(z) = (222 — 10z + 12)/(z — 2). Funktio ei
ole méaritelty kohdassa z = 2, koska nollalla ei voi jakaa. Kun kuitenkin lasketaan
arvoja kakkosen l1dhelld olevissa pisteissd, huomataan, ettd ne ldhestyvat lukua —2. Siispé
varmaankin lim,_,9 f(z) = —2.

z | f(z)
15| -3
1,9 | —2,2
1,99 | —2,02

2 -
2,01 | —1,98
21 | —1,8
25 | —1

Funktion kuvaajasta raja-arvon olemassaolo on usein helppo néhda.

Esimerkki 3.4. Maééritellddn funktio f : R — R seuraavasti:

22, kunz<—ltaiz>1

flz) =12, kinz=—-1taiz=1
—z, kuinz=-1<z<1.

10



Funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessé x = 1, silld tuon pisteen vasemmalla puolella funk-
tion arvot lahestyvit arvoa —1, kun taas oikealla puolella ne ldhestyvit pistettd 1. Arvot
eivit siis 1dhesty mitddn tiettyd arvoa. Sen sijaan funktion raja-arvo pisteessd z = —1
on nahtavésti 1, vaikka f(1) = 2.

Voidaan myo0s tutkia, mitd arvoa funktion arvot ldhestyvat muuttujan arvojen kasvaessa
tai vihetessa rajatta. Téllaista arvoa, jos sellainen 16ytyy, kutsutaan joskus raja-arvoksi
adrettomyydessa ja merkitddn lim, o f(z) tai limgy, o f(2).

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan funktiota f : R\ {—2} = R, f(z) = z/(2z + 4). Laske-
malla hyvin suuria funktion arvoja havaitaan, ettd funktion arvot lahestyvit lukua 1/2,
kun muuttujan arvot kasvavat rajatta. Toisin sanoen lim;_, o f(z) = 1/2.

z f(=)
10 | 0,4167
100 | 0,4902
1000 | 0,4990
10000 | 0,4999

Kaytannossa seuraavat laskusddnnot helpottavat raja-arvojen toteamista:
1. limg_,4, ¢ = ¢, kun c on vakio, joka ei riipu z:sté.
2. limy_,,, z = .
3. Jos limy_,4, f(z) = a ja limy_,z, g(z) = b, niin
lim (f(z)+g(x)) =a+b ja lim f(z)g(z) = abd.
T—T0 T—T0
Jos lisdksi b # 0, niin
lim f(z)/g(z) = a/b.

T—>T0

Esimerkki 3.6. Lasketaan lim, .5 f(z), kun P : R — R, P(z) = 322 — 1. Puretaan
raja-arvon laskeminen useampaan osaan sdinndén 3 avulla ja lasketaan sitten yksinker-
taisemmat raja-arvot sdéntdjen 1 ja 2 mukaisesti:

lim P(z) = lim (32% — 1) = lim 32% + lim(—1)
T2 T2 T2 T2
=1lim3-limz- limz + liné(—l) =3-2-2+4 (1) =11.
r—r

r—2 r—2 r—2

11



Tamén esimerkin valossa voidaan antaa yleinen sdanto kaikille polynomifunktioille P:

lim P(z) = P(zy).

T—T0

Polynomin raja-arvon pisteessé x¢ voi siis laskea sijoittamalla luku x( suoraan polynomin
lausekkeeseen. Rationaalifunktion kohdalla sama onnistuu, kunhan nimitt4jasn ei tilla
tavoin tule 0.

Esimerkki 3.7. Lasketaan rationaalifunktion R(z) = 2z/(xz + 1) raja-arvo kohdassa
z = 1 edelld annettujen sddntojen avulla:

2z lim,_,; 2z _limg 41 2-limg 0 2-1

lim R(z) = 1i = = = =

xl—% (z) wl—>ml z+1 limg ,1z+1 limg, ,;z+1lim, ;1 141
Esimerkki 3.8. Tarkastellaan rationaalifunktiota R(z) = (z? —)/(z—1). Témén raja-
arvoa lim,_,1 R(x) ei voida laskea sijoittamalla suoraan luku 1 funktion lausekkeeseen,
koska nimittdjaan tulisi talléin 0. Raja-arvo voidaan kuitenkin paitelld seuraavasti. Aina

kun z # 1, pétee
_*—z  z(z-1)

R(z) =

= = .
z—1 r—1

Koska funktion raja-arvo pisteessd 1 ei riipu funktion arvosta kyseisessé pistessd, voi-
daan funktion R(z) sijalla raja-arvolaskussa kiyttdd néin saatua sievennettyd muotoa.
Todetaan siis, ettd lim, 1 R(z) = lim,_,1 z = 1.

Seuraavat sddnnot koskevat raja-arvoja direttomyydessa.

1. limg_ 45 x = +o00.
2. limy 100 1/2=0.
3. 00+ 00=00-00=00.

4. Jos ¢ > 0, niin ¢+ 0o = oc; jos ¢ < 0, niin ¢ - co = —o0.

Jos raja-arvoksi tulee co, se tarkoittaa, ettd funktion arvot kasvavat rajatta. Vastaavas-
ti, jos raja-arvoksi tulee —oo, arvot wihenevdt rajatta. Saantoa 2 kiytetddn siten, ettéd
esimerkiksi

Iim 22 =2- lim 2 =2-00 = 0.
—r0o0 T—r0o0

Huomaa, ettd raja-arvoja oo — 0o, 0 - 0o tai co/oo el ole méadritelty.

Esimerkki 3.9. Rationaalifunktioiden raja-arvoja dérettomyydessd voidaan laskea su-
pistamalla lauseke termilld z", missd r on nimittdjén aste. Talld tavoin saadaan

243 . ==y 143 149 1
im ———— = lim -£Z—% = lim z = = —=,

Téassé kéytettiin hyvaksi edelld mainittuja laskusdéntoja. Toisaalta

3 1 1
. P41 L Gt = Tt o x40 1
lim = lim -5—*— = lim T = lim = lim -z =0
z—o00 212 — 8 z—)ooQ%_% z—00 2 — 5 r—00 2 — Z—00
x X T

Raja-arvoa ei ole, vaan funktion arvot kasvavat rajatta.
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3.2 Jatkuvuus

Monien yleisten reaalifunktioiden kuvaajat ovat katkeamattomia kayria. Tdmé johtuu sii-
td funktion ominaisuudesta, ettd muuttujan arvon muuttuessa hyvin vahén myos funk-
tion arvo muuttuu vahén eiké tee hyppaysti. Tatd ominaisuutta sanotaan jatkuvuudeks.
Luonnossa on paljon esimerkkeja jatkuvista funktioista, kuten vaikkapa huoneen keski-
lampdtila ajan funktiona. Lukuunottamatta hyvin poikkeavia olosuhteita ldmpdtila ei
tee hyppéyksia ajan kuluessa. My6s polynomifunktiot, rationaalifunktiot seké juurifunk-
tiot ovat kaikki jatkuvia funktioita. Jatkuvuus jossain pisteessid riippuu siis funktion
kayttaytymisestd tuon pisteen ympéristdssi, mistd syystd jatkuvuus voidaan maaritelld
katevasti raja-arvon avulla.

Maidritelmé 3.10. Funktio f on jatkuva pisteessd xg, jos

li =

Jim f(z) = f(z0)

eli funktion raja-arvo pisteessé zy on sama kuin funktion arvo kyseisessé pisteessd. Funk-
tio on kaikkialla jatkuva tai yksinkertaisesti jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa mddritte-
lyjoukkonsa pisteissa.

Huom. Funktion kutsumiseen jatkuvaksi eivat vaikuta raja-arvot sellaisissa pisteissé,
joissa funktiota ei ole maaritelty. (Téallaisissa pisteissd funktio ei madritelmén mukaan
voisikaan olla jatkuva.) Toisaalta funktio ei voi olla jatkuva myoskian sellaisessa pistees-
s, jossa silld ei ole raja-arvoa.

Esimerkki 3.11. Aiemmin on todettu, ettd jos P on polynomifunktio, niin kaikilla
luvuilla zy patee lim,_,,, P(x) = P(z). Siispa kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia.
Myds kaikki rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko maéarittelyjoukossaan.

Esimerkki 3.12. Méaritellddn funktio f : R — R

fla) = {x, kun x #1

a, kun z = 1.

Funktio f on jatkuva ainakin kaikissa muissa pisteissa paitsi pisteessd x = 1. Koska raja-
arvo pisteessd £ = 1 riippuu ainoastaan funktion arvoista tuota pistettd ympéroivissa
pisteissé, voidaan paatelld limg ,; f(z) = limy 3 ¢ = 1. Jos nyt a = 1, niin funktion
arvo pisteessd 1 on sama kuin raja-arvo kyseisessé pisteessd, ja funktio on jatkuva koko
médrittelyjoukossaan. Jos a # 1, piste £ = 1 on funktion f epdjatkuvuuskohta.

Esimerkki 3.13. Tarkastellaan rationaalifunktioita f,g : R\ {0} —» R, f(z) = 1/=,
g(z) = z/x. Molemmat funktiot ovat jatkuvia kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissi.
Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 0, silld tuota pistettd ldhestyttdessd f saa
mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja. Toisaalta

li = li =lim1=1.
2pO) = Jpre =

Nyt voitaisiin médritelld

() g(z), kunz #0,
xTr) =
& 1, kun z = 0.
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Talloin saataisiin uusi jatkuva funktio gi, joka on médritelty kaikilla luvuilla ja joka
laajentaa funktiota g. Téllaista funktiota kutsutaan g:n jatkuvaksi jatkeeksi. Toisaalta
funktiota f ei voi laajentaa jatkuvana pisteeseen 0, koska silld ei ole lainkaan raja-arvoa
tuossa pisteessa.

4 Derivaatta

4.1 Derivaatan mairitelmi

Monien funktioiden kuvaajilla on sellainen selked ominaisuus, ettd ne ndyttavit etene-
van vililla ylos-, valilld alaspéin, valilld jyrkemmin, valilla loivemmin. Tamé on merkki
siitd, ettd funktion arvot vélilla kasvavat ja valilla vihenevit. Paikassa, jossa kasvaminen
vaihtuu vdhenemiseksi, on yleensd jonkinlainen huippukohta. On ilmeistd, ettd téllai-
set ominaisuudet voivat olla kiinnostavia. Jos funktio esimerkiksi kuvaa lampdtilaa ajan
funktiona, voimme olla kiinnostuneita ldmpenemisen tai jadhtymisen nopeudesta jollain
tietylla hetkelld. Toisinaan puolestaan saattaa olla tidrkedd, milla hetkelld lampotila saa-
vuttaa huippuarvonsa.

Funktion hetkellisti muutosnopeutta (eli kuvaajan jyrkkyyttd) tietyssid kohdassa kuvaa
funktion derivaatta. Téllaisen muutosnopeuden méaarittelemisessé tormétéadn kuitenkin
heti ongelmaan. Kahdesta funktion arvosta on helppo sanoa, kumpi on suurempi, mutta
jos tarkastellaan vain yhtd funktion arvoa (eli yhtd pistettd kuvaajalla) on kasvusta
tai vihenemisestd mahdotonta puhua. Tarvitaan lisdtietoa tuon pisteen laheisyydessé
saatavista arvoista, miké puolestaan johtaa raja-arvon kiyttéon.

Fysiikassa nopeus (oikeammin keskinopeus) mééritelldén kuljetun matkan suhteena sii-
hen kéytettyyn aikaan (siis nopeus on matka jaettuna ajalla). Samaan tapaan méagritel-
1d8n my6s funktion muutosnopeus. Jos x ja 1 ovat kaksi eri funktion maarittelyjoukon
lukua, mééritellddn niin sanottu erotusosamddrd seuraavalla kaavalla:

f(wl)—f(w)_

r1T — I
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Erotusosamidré on siis funktion arvojen muutoksen suhde muuttujan arvojen muutok-
seen valilld [z,z;] (tai valilld [z1,z], jos £1 < z), ja se kuvaa funktion keskiméadrdisté
muutosnopeutta kyseiselld valilld. Tavoitteena on nyt kuvata funktion muutosnopeutta
lahelld pistettd = (z1 on erddnlainen apupiste), ja tatd varten merkitdén vilin pituutta
h = z1 — z, jolloin 1 = z + h ja erotusosamadran lauseke saadaan kiyttokelpoisempaan

muotoon:
flz+h)— f(z)
b ]

Tédma on siis funktion keskimédrdinen muutosnopeus vélilla [z,x + h] tai [z + h, ],
riippuen siitd, onko A positiivinen vai negatiivinen.

Mité 1dhemmais nollaa erotusosaméérin lausekkeen (positiivinen tai negatiivinen) h tu-
lee, sitd tarkemmin erotusosaméird kuvaa funktion muutosnopeutta pisteen z lahella.
Muutosnopeus pisteessd = voidaan siksi mééritelld ottamalla erotusosamééréstd raja-
arvo h:n ldhestyessd nollaa. Taté raja-arvoa ei kuitenkaan valttdmattéd ole olemassa. Jos
funktio on esimerkiksi epéjatkuva jossain pisteessd, sen arvo muuttuu tuossa pistees-
sd dkisti — ik#dn kuin darettomén nopeasti — ja funktion muutosnopeutta ei voida
médritelld.

Maidritelma 4.1. Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos erotusosaméiran raja-arvo

o @) — (@)

h—0 h

on olemassa. Tétéd raja-arvoa merkitddn f'(z), Df(z) tai %(x), ja kutsutaan funktion
f derivaataksi pisteessd x. Funktio on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa maé-

rittelyjoukkonsa pisteessi.

Derivaatta kuvaa siis funktion hetkellistd muutosnopeutta. Jos funktio kuvaa kuljettua
matkaa ajan funktiona, erotusosamaéré jollain valilla kuvaa keskinopeutta tuolla valilla.
Derivaatta jossain pisteessa sen sijaan kuvaa hetkellistd nopeutta tuossa pisteessi. Jos
taas funktio kuvaa nopeutta, derivaatta kuvaa kiihtyvyytté; jos funktio kuvaa ldmpétilaa
ajan funktiona, derivaatta kuvaa ldmpenemis- tai jadhtymisnopeutta.

Funktion f derivaatan arvot eri pisteissi muodostavat derivaattafunktion f’. Derivaat-
tafunktion mééarittelyjoukko ovat ne pisteet, joissa derivaatta voidaan méaaritelld eli al-
kuperdinen funktio f on derivoituva. Derivaattafunktion masrittdmista kutsutaan funk-
tion deriwoimiseksi. Derivaattafunktio f’ voidaan derivoida uudestaan, jolloin saadaan
korkeampia derivaattoja f”, f"” jne. Jos derivaattafunktio f’ on annettu, alkuperéisen
funktion f selvittdmistd kutsutaan integroinniksi. Téasté lisdd mydhemmin.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(z) = x? pisteen z = 2 ympérilli.
Lasketaan aluksi funktion keskiméaréinen muutosnopeus vililla [2, 3]
fB)-f(2) _9-4

579 1 7

Toisaalta muutosnopeus valilld [1,2] on

JO)-f@) _1-4_ -3 _,
1-2 -1 -1 '
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(Huomaa, ettd tulosten kannalta ei ole vilid, kummin péain erotukset osoittajassa ja
nimittdjassa kirjoitetaan, kunhan ne ovat molemmissa samoin péin.) Tuloksista ndhdaan,
ettd funktio kasvaa hieman nopeammin vililld [2, 3] kuin vililla [1, 2].

Lasketaan sitten toisen lausekkeen avulla erotusosaméidra, kun tarkasteluvilin pituus on
h:

h h h h

Koska h kuvaa kahden eri luvun erotusta, se ei voi olla nolla. Voidaan siis supistaa saatu
lauseke h:lla:

F@AR)—F2) _ @+Rh)2-22 4+4h+h—4 _4h+ 1

dh+h
-

4+ h.

ah+p2 Ay w2
h h
Erotusosamaéra riippuu siis h:sta. Jos sijoitetaan h = 1, saadaan muutosnopeus vililla
(2,2 + h] = [2, 3], joka laskettiin jo edelld. Jos taas sijoitetaan h = —1, saadaan muutos-
nopeus vililld [2 + h, 2] = [1, 2]. Funktion derivaatta on erotusosamé#érian raja-arvo, kun
h ldhestyy nollaa, eli

lim (4 + h) = 4.

h—0

Funktiolla on siis pisteessd 2 derivaatta f'(2) = 4.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan funktiota f(z) = |z| (itseisarvo) pisteessd z = 0. Kir-
joitetaan erotusosamédré pisteessé 0, kun merkitdan tarkasteluvilin pituutta hA:lla. Kun
h > 0, niin |h| = h, jolloin erotusosamairi on

FO+h) — £(0) _|hl—o] _h—0

=1.
h h h
Toisaalta, kun h < 0, niin |h| = —h, jolloin erotusosamaidra on
fO+h) —f(O) _[pl—0] _ -h—-0 _

h h h

Erotusosamaéran arvo on 1, kun A on positiivinen, ja —1, kun A on negatiivinen. Tdma
pétee, oli h miten ldhelld nollaa tahansa (paitsi tietysti silloin kun h = 0). Erotusosamaé-
rallé ei siis voi olla raja-arvoa h:n lahestyessid nollaa, joten itseisarvo ei ole derivoituva
pisteessd z = 0.

Jos funktiolla on epéjatkuvuuskohta (eli médrittelyjoukon piste, jossa funktio ei ole jat-
kuva), siind kohdassa funktion muutosnopeutta ei voida méarittéa.

Lause 4.4. Jos funktio on derivoituva pisteessd x, se on myds jatkuva pisteessd x.

Epéjatkuva funktio ei siis voi olla derivoituva.
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4.2 Derivaatta kuvaajassa

f(2) - f(1)

2,5

PR S
[ .

-0,5

Tarkastellaan oheista kuvaa, johon on piirretty erddn derivoituvan funktion f kuvaaja.
Kuvassa on lisdksi suora, joka leikkaa kuvaajaa pisteissé, joiden x-koordinaatit ovat 1
ja 2. Téllaisen suoran kulmakerroin on (f(2) — f(1))/(2 — 1), joka on itse asiassa ero-
tusosamédran arvo vélilla [1,2]. Témé kulmakerroin kertoo siis funktion keskiméérdisen
muutosnopeuden tuolla vélilla. Erotusosaméirin nimittajé h vastaa toisen leikkauspis-
teen x-koordinaatin etdisyyttd ensimmaisen leikkauspisteen x-koordinaatista. Pitdmalla
ensimmaéinen leikkauspiste paikallaan ja pienentdmalld arvoa h saadaan toinen leikkaus-
piste ldhestymédn ensimmaistd. Téalloin suora kiddntyy kuvaajan suuntaiseksi.

Erotusosaméaérin raja-arvo eli derivaatta pisteessé x on siis tuohon pisteeseen kuvaajalle
piirretyn sivuajan eli tangentin kulmakerroin. (Ald sekoita trigonometrian tangenttifunk-
tioon.)
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Esimerkki 4.5. Arvioidaan aikaisemman esimerkin funktion f(z) = z? derivaattaa pis-
teessd x = 2 kuvaajan avulla. Koska derivaatta on kyseiseen pisteeseen piirretyn sivuajan
kulmakerroin, hahmotellaan ensin kuvaajalle sivuaja. Asetetaan siis viivain kuvaajalle
sen pisteen kohdalle, jonka x-koordinaatti on 2 siten, ettd se on suunnilleen kuvaajan
suuntainen, ja piirretddn suora. Tdmén jalkeen valitaan sivuajalta kaksi pistettd, jotta
sen kulmakerroin voidaan maarittad. Kuvan mukaan pisteet ovat (1,0) ja (3,8), joten
kulmakertoimeksi saadaan

$2—£C1_3—1_2

Aikaisemmin laskettiinkin, ettd funktion derivaatta tuossa pisteessi on 4.

L_ Y-y _8-0_8

o @

PN T T S TS Y Y N

N

T i B R

4

Graafinen tarkastelu osoittautuu térkedksi silloin, kun funktion riippuvuussdénnélle ei
voida muodostaa mitdén lauseketta, tai kun tétd lauseketta ei syysté tai toisesta osata
derivoida. Jos funktion arvoja tunnetaan niin paljon, ettd niiden avulla voidaan piirtda
kuvaaja, voidaan sen avulla maérittdd likimaardinen derivaatta.

Jos funktion kuvaajaan muodostuu jossain kohtaa terdva kirki, sithen ei voi piirtdd yksi-
késitteistd sivuajaa. Talloin funktio ei ole derivoituva. Itseisarvofunktiota tarkasteltaessa
huomattiin, etta se ei ole derivoituva nollassa, ja kuvaajassa ndkyykin teréva karki origon
kohdalla. Funktio ei myoskdan ole derivoituva pisteessi, jossa kuvaaja katkeaa, koska se
ei ole sellaisessa kohdassa jatkuva.

-0,5
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4.3 Laskusdidntoja

Funktion riippuvuussdinnon lausekkeesta voidaan yleensd suoraan pédtelld funktion de-
rivaatan riippuvuussdinto, ilman ettd tarvitsee palata derivaatan médritelmaén. Jos jo
tunnetaan funktioiden f ja g derivaatat, seuraavien sddntdjen avulla voi pddtelld myos
ndiden summan, erotuksen, tulon ja osamé&drdn derivaatat. Huomaa erityisesti, miten
kahden funktion tulo ja osamé&édrd derivoidaan.

1. D(f(z) £ g(x)) = f'(z) + ¢'(z)
2. D(cf(x)) = cf'(x), jos ¢ on vakio
3. D(f(2)g(x)) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z)

f@)\  F@)g(@) - f@)d ()
=D (gm) - 4(@)?

Niita sadntoja sovellettaessa taytyy kuitenkin ensin varmistaa, ettd kyseiset funktiot on
médritelty ja ettd ne ovat derivoituvia halutussa kohdassa. Sd&nt6 4 esimerkiksi vaatii,

ettd g(z) # 0.

Ennen kuin esitellddn muita sdéntoji, palautetaan mieleen negatiivisten potenssien ja
murtolukupotenssien mééritelméat. Olkoon k kokonaisluku, ja x # 0. Téll6in

T-x---x, josk >0,
k
T"=491, josk=0,

1
W, _]OSk<O
T

Liséksi 0¥ = 0 aina, kun k # 0. Sen sijaan 0° ei ole méritelty. Témén mukaan esimerkiksi
273=1/22=1/8.

Olkoot sitten p, g kokonaislukuja, ¢ > 0. T&lloin
aP/1 = Ygp = (Vx)P.

Esimerkiksi z!'/2 = /z. Muista, ettei parillinen juuri ole mééritelty negatiivisille lu-
vuille ja ettd parillinen juuri mééritellddn aina positiiviseksi. (Esimerkiksi /—4 ei ole
médritelty, ja v4 = 2, vaikka seki 22 = 4 ettd (—2)% = 4).

Nyt voidaan maégritellidn potensseja koskevat derivointisdannot.

5. D ¢=0, jos c on vakio

6. D 2k = kab~1 jos k #0.
Potenssit derivoidaan siis niin, ettd otetaan eksponentti kertoimeksi ja vihennetdin sen
jilkeen eksponentista 1. Huomaa ero vakiokertoimen ja vakiofunktion eli sdéntéjen 2 ja

5 valilla. Vakiofunktio havida derivoitaessa, mutta vakiokerroin siilyy sellaisenaan. Siis
esimerkiksi D 3 = 0, mutta D 322 = 3 - Dx?.
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Esimerkki 4.6. Derivoidaan polynomifunktio:

D(z*+2x —3)=Dz*+2Dr — D 3=22' +22° — 0 =2z + 2.

Derivoidaan seuraavaksi erddn rationaalifunktion lauseke. Muuttujana on télld kertaa
vaihtelun vuoksi ¢, mutta kirjaimen valinnalla ei ole tietenk&dn tdssdkddn yhteydessa
mitddn merkitystd laskujen kannalta. Téssd on kiytettéva osaméérin derivointisdantod
4:

t2—3t D*—3t)-(t+1)— (t*—3t)-D(t+1)

t+1 (t+1)2
C(2t=3)(t+1)— (2 —3t)(1+0)
(t+1)2
(2 +2t—-3t-3)—(>-3t) t?+2t-3
B (t+1)2 O (t+1)2

Derivoidaan vield erds juurifunktio. Juuret kannattaa aina derivoitaessa kirjoittaa po-
tenssien avulla. Téssa tapauksessa kidytetdan myos negatiivista potenssia, jotta padstian
eroon jakolaskusta:

D 1 - D 1 =D (x_1/3) = _lx—l/?’—l

3/ 7 rl/3 3
3 34/3 3 3 4

Viimeinen sdénto koskee yhdistettyja funktioita.

7. (fog)(z) = f'(9(x))d (z)

Yhdistetyn funktion derivaatta pisteessd x saadaan siis laskemalla ulkofunktion derivaat-
ta pisteessi g(z) ja kertomalla se sisdfunktion derivaatalla pisteessd z. Kuulostaa mo-
nimutkaiselta, mutta idea on se, ettd ensin derivoidaan ulkofunktio vélittdmétta siité,
mitd funktion sisdlld on. Sen jélkeen derivoidaan siséfunktio ja ndmé tulokset kerrotaan
keskenddn.

Esimerkki 4.7. Derivoidaan funktio h(z) = (2z + 1)%. Tdm& on kuudennen asteen
polynomi, mutta potenssien derivointisddnnnon kayttédmiseksi taytyisi lausekkeesta ensin
kertoa sulut auki eli laskea (22+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1). Tulkitsemalla
funktio h sopivalla tavalla yhdistetyksi funktioksi f o g, viltytddn taltd (suurehkolta)
vaivalta.

Valitaan ulkofunktioksi f(z) = z° ja sisifunktioksi g(z) = 2z + 1. Téllsin h = f o g.
Toisaalta f'(x) = 6x° ja ¢'(z) = 2, joten yhdistetyn funktion derivaatta on

(fog)(z) = f(g(z)g (z) = f'(2z + 1)g'(z) = 6(2z +1)° - 2 = 12(2z + 1)°.

Téama voidaan tehdd myds ilman, ettd sisd- ja ulkofunktiota merkitédan erikseen omilla
kirjaimillaan. Pidetddn vain mielessd, ettd “ulko-osa on jotain potenssiin 6” ja “sisdosa
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on 2 kertaa x plus 1”. Ensin derivoidaan vain ulko-osa sisdosasta vilittdméatta. Se jotain,
miké on sisdosassa, pysyy siis koskemattomana (vertaa kaavaan). Niin saadaan

(ujotainn)ﬁ ~ 6(“jotain”)5.
Téhéan sijoitetaan paikalleen sisdosa ja kerrotaan sisdosan derivaatalla, jolloin saadaan:
6(“jotain”)® - 2 = 12(2z + 1)°.

Lyhyesti siis
D(2z +1)% = 6(2z + 1)° - 2 = 12(2z + 1)°.

4.4 Adriarvotehtiviit

Derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kasvua ja vahenemistéd sekd funktion saamia
adriarvoja. Madritellaan ensin néihin liittyvia kasitteita.
Miéiritelma 4.8. Funktio f on kasvava valilld [a, b], jos kaikilla pisteilld z < y vililld

[a, b] pétee f(z) < f(y). Jos liséksi patee f(z) < f(y), sanotaan, ettd funktio on aidosti
kasvava kyseiselld valilla.

Vastaavasti méaaritelldan vahenevd ja aidosti vahenevd funktio.

Maisritelm3a 4.9. Funktiolla f on pisteessé xg paikallinen eli lokaali maksimi, jos pétee
f(zo) > f(z) kaikilla pisteilld z jossain pisteen zy ympéristossd. Taméa arvo on funktion
suurin arvo, jos patee f(xzg) > f(z) kaikilla méérittelyjoukon pisteilld z.

Vastaavasti médritellddn paikallinen minimi ja funktion pienin arvo. Minimeji ja mak-
simeja kutsutaan funktion ddriarvoiksi. Huomaa, ettd vakiofunktiolla on jokaisessa pis-
teessd sekd suurin ettéd pienin arvo.

Kasvavuuden, viahenevyyden ja adériarvojen kasitteitd voi kdyttdd minkd hyvénsid funk-
tion yhteydessd. Kuitenkin silloin, kun funktio on derivoituva, sen kuvaajalle piirretyn
sivuajan kulmakerroin kertoo funktion muutosnopeuden. Sielld, missad funktio kasvaa,
kulmakerroin on positiivinen ja sielld, missd funktio vihenee, negatiivinen. Kohta, jos-
sa kasvu vaihtuu véhenemiseksi tai péinvastoin, funktiolla on joko minimi tai maksimi.
Tallaisessa kohdassa sivuajan kulmakerroin on nolla.
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Puetaan seuraavaksi ndma havainnot lauseiksi. Ensimmaé&inen seuraa suoraan derivaatan
médritelméstéd (el todisteta téssd).

Lause 4.10. Jos derwoituvalla funktiolla on paikallinen ddriarvo pisteessdé xg, niin

f'(z0) = 0.

Huom. Tédm4 lause sanoo, ettd maksimi- ja minimikohdissa derivaatta on nolla. Tamé&
ei kuitenkaan péde toisin péin, eli kaikki derivaatan nollakohdat eivdt valttdmdita ole
adariarvoja.

Seuraavat lauseet seuraavat niin kutsutusta véliarvolauseesta.

Lause 4.11. Jos f'(z) > 0 wvdlilli [a,b], niin funktio f on kasvava kyseiselli valillld.
Jos lisiksi f'(z) = 0 vain vdlin yksittdisissd pisteissd, niin f on aidosti kasvava tuolla
valilld.

Vastaava pétee myos negatiiviselle derivaatalle.

Lause 4.12. Jos f'(z) < 0 vililli [a,b], niin funktio f on vihenevd kyseiselld vdlillld.
Jos lisiksi f'(z) = 0 vain vdlin yksittiisissd pisteissi, niin f on aidosti vahenevi tuolla
valilld.

Edellisissé lauseissa sanonta “yksittaisissa pisteissd” tarkoittaa, ettd ei ole olemassa ko-
konaista vilid [a, b], jolla derivaatta olisi nolla, vaan ainoastaan erillisid pisteité.

Esimerkki 4.13. Tarkastellaan 4. asteen polynomifunktiota f(z) = 3z* + 4x3. Tutki-
taan, missé se on kasvava ja missd viheneva, sekd minkélaisia dériarvoja silld on. Téata
varten lasketaan ensin funktion derivaatta:

f'(z) =3 -42® + 4 - 32" = 122 + 122 = 122°(z + 1).
Derivaatan nollakohdat saadaan helposti tulon nollasdénnoén avulla:
flx) =0 < 122%(z+1) =0 < 1202 =0taiz+1=0 < =0 taiz = —1.

Nollakohdat ovat siis © = —1 ja z = 0. Lauseen 4.10 perusteella namé ovat ainoat
pisteet, joissa funktiolla voi olla paikallinen minimi tai maksimi. Lisd3 tietoa né#ista
pisteistd saadaan esimerkiksi merkkikaavion avulla. Sithen kerdtddn tiedot derivaatan
etumerkistd eri vileilld, ja niistd padtelldadn funktion muutoksen suunta.

Koska derivaatta f' on itse polynomifunktio ja siksi jatkuva kaikilla reaaliluvuilla, sen
etumerkki voi vaihtua ainoastaan nollakohdassa (ns. Bolzanon lause). Tiedetédédn siis,
ettd vileilld | — oo, —1[, ] —1,0[ ja ]0,00[ derivaatan merkki ei muutu. Toisaalta
esimerkiksi f'(—2) = —48, f'(—1/2) = 3/2 ja f'(1) = 24. Niisté arvoista ndhdaén, miké
derivaatan etumerkki on milldkin valilld. Kerdtdan tulokset kaavioon.

r<—1 | -1<z<0]| 0<x
fllz) | —(=48) | +(3/2) |+ (24)
f(z) v /" a
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Lauseiden 4.11 ja 4.12 perusteella f on vihenevd vililld | — oo, —1] ja kasvava valil-
18 [—1,00[ . Véheneminen ja kasvaminen on lisdksi aitoa, silld derivaatta on nolla vain
yksittéisissa pisteissd. Nyt voidaan myos paatelld, mitkd derivaatan nollakohdista ovat
ddriarvokohtia. Pisteen x = 0 ympérilla f on aidosti kasvava, joten se ei voi olla &driarvo-
kohta. Toisaalta pisteen x = —1 vasemmalla puolella f on vdheneva ja oikealla puolella
kasvava, joten kyseesséd on lokaali minimikohta.

Esimerkki 4.14. Tarkastellaan edellisen esimerkin tavoin eréstd rationaalifunktiota g :
R\ {0} = R, g(z) = (z* + 1)/22. Funktion derivaatta on

_ D(*+1)-22—(z*+1)-D2?> 42322 —(2*+1) 22

(=) = (22)2 = !

425 —20°—2z 225 -2z (22" —2) 22" -2
. :

x4 x4 T z3

Derivaatta on tietysti méaritelty vain funktion mé#arittelyjoukossa, eli kun z # 0. Mur-
tolausekkeen nollakohdat ovat samat kuin sen osoittajan nollakohdat, joten

Y=1 = z=+1.

Jdz)=0 < 22" -2=0 < =z
Derivaatan nollakohdat ovat siis 1 ja —1. Enté derivaatan etumerkki? Kuten edelld, deri-
vaatta on jatkuva sielld missd se on méaéritelty ja voi talla alueella vaihtaa etumerkkiddn
vain nollakohdissaan. Derivaatta ei kuitenkaan ole méaritelty nollassa, joten sen etumerk-
ki voi olla erilainen nollan eri puolilla. Tarkastelu on siis jaettava véleihin | — oo, —1[
]—1,0[, ]0,1] ja ]1,o00[ . Tutkimalla derivaatan arvoja néilla véleilld saadaan seuraavan
nékoinen merkkikaavio:

r<~-1|-1<z<0|0<z<]l|1l<x
g'(z) - + - +
g9z) | N\ / N /
Merkkikaavion mukaan kohdissa x = —1 ja = 1 on lokaalit minimit. (Kohdassa z =0

sitd vastoin ei ole lokaalia maksimia, silld g ei ole siind mééritelty.)
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Niilld tiedoilla voidaan jo hyvin tarkasti maérittdd derivoituvan funktion kulku. Seuraava
lisdtieto auttaa dariarvojen loytamisessa.

Lause 4.15. Suljetulla vdlilla madritelty jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pie-
nimmdn arvonsa tuolla valillg. Jos funktio on lisdksi derivoituva, suurin ja pienin arvo
loytyvdt joko vdlin pddatepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

Esimerkki 4.16. Tarkastellaan nyt aikaisemman esimerkin funktiota f(z) = 3z* + 423
suljetulla vélilld [—2,1]. Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa sekd vélin
paatepisteissa.

Edellisen lauseen perusteella funktion suurin ja pienin arvo valilld [—2, 1] 16ytyvéit ndiden
arvojen joukosta. Suurin arvo on selvésti f(—2) = 16 ja pienin f(—1) = —1.

Monet arkielamén optimointiongelmat voidaan edelléd opittujen seikkojen avulla késitella
derivaatan avulla.

Esimerkki 4.17. Maanviljelijélld on 20 metriéd verkkoaitaa. Han haluaa rakentaa kanoil-
le suorakulmaisen aitauksen. Aitatarpeita sédstddkseen hén paattaéd rakentaa aitauksen
ladon viereen niin, ettéd ladon seind korvaa toisen aitauksen pitkista sivuista. Miten pitkét
on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-ala olisi mahdollisimman iso?

Ratkaisun 16ytdmiseksi muodostetaan funktio, joka kuvaa maksimoitavaa suuretta jonkin
muuttujan funktiona. Maksimoitava suure on aitauksen pinta-ala, joka lasketaan pitkin
ja lyhyen sivun pituuksien tulona. Merkitdan lyhyen sivun pituutta z. Pitkille sivuille
jaa talloin 20 — 2z metrid verkkoaitaa. Ndin saadaan aitauksen pinta-ala lyhyen sivun
pituuden funktiona:

A(z) =z - (20 — 2z) = —22% + 20z.

Lyhyt sivu on vdhintddn 0 ja enintddn 10 metrid pitkd. Funktio A on siis méiritelty
suljetulla vélilld [0, 10]. Se on derivoituva, joten suurin arvo loytyy méadrittelyvalin pas-
tepisteestd tai derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 20.
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Derivaatta on nolla vain, jos £ = 5. Suurin arvo 16ytyy siis seuraavien arvojen joukosta:
A(5) = —2-52+20-5=50, A(0)=0, A(10)=0.

Suurin pinta-ala saadaan siis, kun lyhyen sivun pituus on 5 metrié, jolloin pitkédn sivun
pituudeksi tulee 10 metrié.

Esimerkki 4.18. Suorakulmio sijaitsee koordinaatiston ensimmaéisessd neljadnneksessé
siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja vastakkainen kulma suoralla y = —2x + 3 (ks.
kuva). Laske téllaisen suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

Merkitaén suorakulmion alareunan pituutta z. Koska suorakulmion kulma on suoralla
y = —2x + 3, sen y-koordinaatin, joka on samalla suorakulmion korkeus, tdytyy olla
—2z + 3. Téalloin ala on

A(z) = v(—2z + 3) = —22° + 37.

Tehtdvinannon mukaan tdytyy olla 0 < z < 3/2. Sallitut arvot muodostavat suljetun
valin, ja funktio on derivoituva, joten suurin arvo l16ytyy derivaatan nollakohdasta tai
maéadrittelyvilin padtepisteesti. Padtepisteisséd ala on selvisti 0. Derivaatta on

Al(z) = -4z + 3,

ja tdmén ainoa nollakohta on z = 3/4. Alan suurin arvo on siis

2
A(3/4) = —2. G) +3-§:§.
A
y =-2x+3

(X, ¥) = (X, -2x+3)

(312, 0)

A -
X \ =

4.5 Korkeammat derivaatat

Funktion f derivaatta f’ on myds erds funktio, joten myds se itse voi olla derivoituva.
Tamé pitee myods derivaatan derivaatalle ja niin edelleen. Jos f voidaan derivoida n
kertaa, tulosta kutsutaan n:nneksi derivaataksi ja merkitédan jollain seuraavista tavoista:

arf
Jos n on pieni, kuten 2 tai 3, voidaan myos merkitd f” tai f".

Toinen derivaatta kertoo funktion derivaatan kasvusta. Jos esimerkiksi s kuvaa kuljettua
matkaa, kuvaa s’ nopeutta ja s” vastaavasti kiihtyvyytti.

Seuraava toisen derivaatan ominaisuus voi olla hyddyksi.
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Lause 4.19. Oletetaan, etti f on kahdesti derivoituva ja f':lla on nollakohta pisteessi
xo. Tdlloin pdtee:

a) jos f"(xzo) <0, niin zo on f:n paikallinen maksimikohta,

b) jos f"(xg) > 0, niin Ty on f:n paikallinen minimikohta.

Sen sijaan, jos f"(xzo) = 0, niin kohdassa xy voi olla paikallinen ddriarvo tai olla ole-
matta.

Esimerkki 4.20. Olkoon jilleen f(z) = 3z* + 4z®. Ensimmiinen derivaatta on
fl(x) = 1223 + 1222,
ja toinen derivaatta
f"(z) =12 - 322 +12 - 2z = 362> + 24x.

Derivaatan nollakohdat olivat £ = —1 ja z = 0. Toisen derivaatan arvot n#issi pisteissi
ovat

F(=1) =36-1424(—1) =12, £(0) = 0.

Kohdassa £ = —1 on siis lokaali minimi, mutta kohdasta £ = 0 ei osata talla perusteella
sanoa mitdan. Aiempi tutkimus osoitti, ettd tdssé kohdassa ei ollut dériarvoa.

4.6 Derivaatan kiytto yhtiloissa

Koska derivaatta kertoo funktion kasvu- tai vihenemisnopeuden, voidaan sen avulla ku-
vata tilanteita, jotka riippuvat jonkin suureen muutoksen tahdista.

Esimerkki 4.21. Oletetaan, ettd bakteerikasvuston suuruutta tietylld ajanhetkelld ku-
vaa funktio S. Télloin funktion derivaatan arvo S’(t) kuvaa kasvuston lisdéntymisnopeut-
ta ajanhetkelld t. Suotuisissa olosuhteissa, joissa ei ole ympériston asettamia rajoituksia,
bakteerien lisdédntymisnopeus on suoraan verrannollinen bakteerikasvuston kokoon. T4é-
mé tarkoittaa sité, ettd lisidntymisnopeuden S’ ja kasvuston koon S suhde on koko ajan
vakio. Merkitadn tétd vakiosuhdetta kirjaimella k. Nyt voidaan muodostaa yhtélo, joka
kuvaa bakteerien lisdantymistéd suotuisissa olosuhteissa:

S'(t)
S(2)

=k tai S'(t)=k-S(t).

Tama yhtalo patee kaikilla ajanhetkilld ¢, niin kauan kuin ymparisto ei aseta kasvulle
rajoituksia.

Esimerkki 4.22. Kuvitellaan, ettd johonkin s#iliodn virtaa ainetta A nopeudella a ja
sieltd virtaa ulos samaa ainetta nopeudella b. Nopeus a on vakio, mutta b on kullakin
ajanhetkelld ¢ suoraan verrannollinen s#ilidssé olevan aineen mé#drédn, joten kisitellddn
sitd funktiona ajan suhteen. Merkitddn verrannollisuuskerrointa k. Sdilidssé olevan aineen
médrad riippuu ajasta, ja sitd merkitdan funktiolla 7". Tilanteeseen liittyy seuraavan kuvan
mukainen virtauskaavio.
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a b(t)=kT(t)

Séiliosséd olevan aineen méiran kasvunopeus muodostuu sinne tulevan aineen virtaus-
nopeudesta ja sielti ldhtevin aineen virtausnopeudesta: T'(t) = a — b(t). Koska b(t)
on suoraan verrannollinen siilidssd olevan aineen madradan, eli b(t) = k - T'(t), saadaan
muodostettua yhtélo

T'(t) = a — kT(t).

Kuvatunlainen siilio voisi olla esimerkiksi metsédnpohja, johon putoaa kariketta tasaisella
nopeudella, ja jossa karikkeen poistumisnopeus on verrannollinen karikkeen maaréan.

Edellisissé esimerkeissd esiintyivét tuntemattomat suureet S ja T'. Kunkin esimerkin yh-
talo médras itse asiassa siiné esiintyvin suureen kayttdytymisen, mutta emme vield osaa
ratkaista, milla tavalla tdméa kdyttdytyminen méardytyy. Yksinkertaisemmassa tapauk-
sessa osaamme jo nyt paatelld, miten tdmaéankaltainen yhtalo vaikuttaa siind esiintyvadn
tuntemattomaan suureeseen.

Esimerkki 4.23. Kun kappale pdistetdin putoamaan, se putoaa jonkin aikaa vakio-
kiihtyvyydelld g (=~ 9,8 m/s?). Jos merkitiiin kappaleen nopeuden riippuvuutta ajasta
funktiolla v, niin derivaatta v’ kuvaa kappaleen kiihtyvyyttd. Niin saadaan suoraan yh-
talo

v'(t) =g,
joka pétee kaikilla hetkilld ¢ niin kauan kuin putoaminen on tasaisesti kiihtyvié (jossain
vaiheessa ilmanvastus alkaa vaikuttaa tilanteeseen).

Y114 oleva yhtélo sanoo siis, ettd funktion v derivaatta on jokaisessa pisteesséd vakio g.
Tésté voidaan padtelld ikddnkuin takaperoisesti, ettd funktion v on oltava polynomifunk-
tio, jonka riippuvuussdanto on

v(t) = gt + C,

missd C on jokin vakio. Téllaisen funktion derivaatta ¢:n suhteen on nimittiin g. Vakio C
kuvaa itse asiassa kappaleen alkunopeutta, silld ajanhetkelld 0 pétee v(t) = ¢-0+C = C.
Koska kappale “padstettiin putoamaan”, voidaan sanoa, ettd C = 0, jolloin kappaleen
nopeutta kuvaava funktio on itse asiassa v(t) = gt.

5 Jatkuvan funktion integraali

5.1 Integraalin miiritelmi

Kuten edellisessd luvussa todettiin, funktion derivaatta kertoo funktion muutosnopeu-
den. Jos siis tunnetaan jonkin suureen riippuvuutta kuvaava funktio, saadaan derivaatan
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avulla selville jotain kyseisen suureen muutoksesta. Joskus tilanne on kuitenkin sellainen,
ettd tunnemme suureen vaihtelua kuvaavan funktio, ja haluaisimme selvittda jotain suu-
reesta itsestddn. Voimme esimerkiksi auton nopeusmittaria tarkkailemalla saada tietda
nopeutta kullakin ajanhetkelld kuvaavan funktion. Témén funktion avulla pitéisi sitten
selvittdd, miten paljon auto on edennyt jollain tietylld aikavalilla.

Edelld kuvatun kaltaisissa tilanteissa on kyse funktion integroinnista. Integroiminen on
derivoinnille vastakkainen toimenpide. Derivaatta antaa funktion muutosnopeuden tie-
tyssé pisteessd, integraali puolestaan selvittdd muutosnopeudesta funktion todelliset ar-
vot. T4lla kurssilla integroidaan vain jatkuvia funktioita, mutta integraalin méaritelm&a
voidaan yleistdé niin, ettd se soveltuu myos epédjatkuville funktioille. (Toisin kuin deri-
vaatan tapauksessa.)

Tarkastellaan ensimméisend esimerkking linja-autoa matkalla Kotkasta Helsinkiin. Ole-
tetaan, ettd tunnemme linja-auton nopeuden v ajan funktiona. Yritetdan arvioida no-
peuden funktion perusteella kuljettua matkaa ensimmaéisen tunnin aikana eli aikavalilla

[0, 1].

Jos nopeus pysyisi koko ajan tasaisena, eli v olisi vakiofunktio, saisimme kuljetun mat-
kan yksinkertaisesti kertomalla kdytetyn ajan tuolla vakionopeudella. Talloin kuljettu
matka olisi s = v -1 h. Nopeus voi kuitenkin vaihdella ajanhetkestd toiseen, joten tdma
ldhestymistapa ei tuota haluttua tulosta. Sen avulla voidaan kuitenkin arvioida kuljettua
matkaa, jos tunnetaan linja-auton maksimi- ja miniminopeudet.

Olkoon esimerkiksi bussin suurin nopeus vélilld [0, 1] ollut 110 km/h, ja pienin nopeus 0
km/h (bussi seisoi aluksi asemalla). Jos bussi olisi ajanut koko ajan maksiminopeudel-
laan, se olisi kulkenut tunnin aikana 110 km/h-1 h = 110 km. Jos se taas olisi ollut koko
ajan paikallaan, se olisi kulkenut 0 km. Tieddmme siis, ettd todellinen kuljettu matka
on jossain nollan ja 110 kilometrin valilla.

Tarkempi arvio saadaan, kun tarkastellaan aikavilid osissa. Oletetaan esimerkiksi, ettd
ensimméisen puolen tunnin aikana bussin maksiminopeus oli vain 100 km/h ja minimino-
peus 0 km /h. Toisen puolen tunnin aikana maksimi- ja miniminopeudet olivat vastaavasti
110 km/h ja 40 km/h. Nyt voimme arvioida, ettd ensimmaéiselld osalla edettiin enintéd&n
100-1/2 = 50 km ja véhintdén 0-1/2 = 0 km, seké toisella osalla enintéén 110-1/2 = 55
km ja vdhintdén 40 - 1/2 = 20 km. Kun ndmé lasketaan yhteen, voidaan todeta, etté
tunnin aikana edettiin yhteensd enintdén 50 4+ 55 = 105 km ja vdhintddn 0 + 20 = 20
km, mikd on jo alkuperdistd parempi arvio. Vield tarkempi arvio saadaan, jos pilkotaan
aikavéli esimerkiksi 4 osaan ja tehddén vastaavanlainen arvio. T&lléin voitaisiin saada
esimerkiksi seuraavan taulukon mukainen tulos:

aikavili | nopeus max | nopeus min | matka max | matka min
0-15 min 40 km/h 0 km/h 10 km 0 km
15-30 min | 100 km/h 40 km/h 25 km 10 km
30-45 min | 86 km/h 40 km /h 21,5 km 10 km
45-60 min | 110 km/h 76 km/h 27,5 km 19 km
‘ yhteensi ‘ — — 84 km 39 km
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Tarkastelusta huomataan, ettd mitd pienempiin osiin pilkomme aikavilin, sitd tarkem-
man arvion saamme auton kulkemalle matkalle. Tarkimman arvion saamiseksi voisimme
tarkastella raja-arvoa osavilien pituuden ldhestyessa nollaa.

Esimerkin tarkastelu voidaan suorittaa minkd tahansa jatkuvan funktion kohdalla, ei
ainoastaan sellaisen, joka kuvaa nopeutta. Saatuja yla- ja ala-arvioita kutsutaan funktion
yld- ja alasummiksi ja ndiden raja-arvoa funktion integraaliksi. Integraali kuvaa funktion
kertymda tietylla vélilla. Jos funktio kuvaa jonkin suureen muutosnopeutta, integraali
kertoo suureen arvon kokonaismuutoksen.

Miiéritelma 5.1. Olkoon f valilld [a, b] médritelty jatkuva funktio. Jaetaan vili tasai-
sesti korkeintaan h:n pituisiin suljettuihin osavileihin. (Jos jako ei mene tasan, anne-
taan oikeanpuoleisimman osavélin olla lyhyempi kuin muut.) Valitaan jokaisella osavé-
lilld funktion suurin arvo, kerrotaan se vilin pituudella ja lasketaan néin saadut arvot
yhteen. Kutsutaan saatua summaa funktion ylisummaksi vililld [a,b] ja merkitddn tété
Sp,. Funktiolla on varmasti jokaisella osavilill suurin arvo lauseen 4.15 nojalla.

Valitaan samoin jokaisella osavélilla pienin arvo, kerrotaan se vélin pituudella ja lasketaan
tulokset yhteen. Kutsutaan tétd summaa funktion alasummaksi vdlilli [a, b] ja merkitdan
sitd sp,.

Funktion f integraali vililld [a,b] on yldsumman ja alasumman raja-arvo osavilin pituu-
den h ldhestyessé nollaa:

b
dr = lim Sy, = li .
/a f(z) dz = lim 5, = lim 5
Témé& raja-arvo on aina olemassa, kun f on jatkuva vililla [a, b].

Integraalimerkinnéssd integroimisvali merkitédén integraalimerkin yla- ja alapddhan. Ter-
mi dz lopettaa integroitavan lausekkeen. Se kertoo, minkd muuttujan suhteen integroi-
tava lauseke on kirjoitettu (voisi olla esim. f: 22 dt).

Integraalin méaéritelméssé ei itse asiassa tarvitsisi tarkastella sekd yla- ettd alasummia.
Integraali voidaan kuitenkin ma#ritelld muillekin kuin jatkuville funktioille, ja jos funktio
ei ole jatkuva, voi kiyda niin, etteivit yld- ja alasummat ldhesty toisiaan h:n pienetes-
sd. Télloin sanotaan, ettd funktio ei ole integroituva. Kuitenkin kaikki suljetulla valilla
jatkuvat funktiot ovat integroituvia tuolla valilla.
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5.2 Integraali kuvaajassa

Ajatellaan integroimisvili jaetuksi tasaisesti osavileihin. Funktion ylisumma on sellais-
ten suorakulmioiden pinta-alojen summa, joiden korkeus on jokaisella osavalilld funktion
suurin arvo. Alasumma taas koostuu sellaisten suorakulmioiden pinta-aloista, joiden kor-
keus on joka osavililld funktion pienin arvo.

4 4

O T ™ O T ™
1 1 2 3 4 1 1 2 3 4
1 X B X

-4 4

Kun osavélin pituutta lyhennetéan, ldhestyvit funktion suurin ja pienin arvo tuolla vé-
lill3 toisiaan. (T&mé& johtuu funktion jatkuvuudesta: kun muuttuja on sidottu pienelle
valille, ei funktion arvokaan voi muuttua paljon.) Siispd myds yld- ja alasuorakulmioi-
den huiput kullakin vililld ldhestyvat toisiaan ja samalla funktion kuvaajaa, joka on
niiden vélissd. Kun osavilien pituus ldhestyy nollaa, suorakulmioiden huiput kohtaavat
ja puristavat funktion arvon valiinsa. Télloin niiden yhteenlasketun pinta-alan raja-arvo,
funktion integraali, vastaa kuvaajan ja z-akselin vdliin jidvin alueen pinta-alaa.

12 /
8
4-
c T T 1T LI B L T 1T T
E 1 2 3 4
m X
-4

Huom. Kuten erotusosaméaérian lausekkeessa esiintyva h voi olla negatiivinen, vaikka se
kuvaa erdén vilin “pituutta”, voi myos integraali olla negatiivinen, vaikka se tavallaan ku-
vaakin pinta-alaa. Jos nimittdin funktio on jollain vélilld negatiivinen, eli kuvaaja kulkee
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x-akselin alapuolella, sen suurimmat ja pienimmét arvot tuolla vililla ovat negatiivisia,
mistd johtuen my6s integraali on negatiivinen.

5.3 Integraalin laskeminen

Integraalin laskeminen suoraan mééritelmén avulla on yleensi erittdin vaikeaa (huomat-
tavasti vaikeampaa kuin derivaatan laskeminen erotusosaméaérén avulla), joten kdytén-
nossd tarvitaan eri tilanteisiin sopivia laskusdantoja. Koska integrointi on derivoinnille
kdanteinen toimenpide, my0s integroimissaénndt saadaan suoraan derivoimissdannoista.
Apuna kiytetddn niin kutsuttua integraalifunktiota.

Méiaritelméi 5.2. Jos funktio f on jonkin funktion F derivaatta eli f = F’, niin tétd
funktiota F' kutsutaan f:n integraalifunktioksi. (Joskus sanotaan myds, ettd F' on f:n
antiderivaatta).

Integraalifunktio on derivaattafunktion vastakohta. Funktion integraalifunktion derivaat-
ta on funktio itse, samoin kuin sen derivaatan integraalifunktio. Jos funktio on jatku-
va, silld on aina olemassa integraalifunktio, jopa useita. Jos esimerkiksi f(z) = 2z,
niin integraalifunktioksi kelpaa yhtd hyvin Fi(z) = z? kuin Fy(z) = 22 + 1, silld
Dz? = D(z% + 1) = 2z. Funktion eri integraalifunktiot eiviit kuitenkaan eroa toisis-
taan kovin paljon, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 5.3 (Integraalilaskennan peruslause). Olkoon F| = F) = f, eli sekia F;
ettd Fy ovat funktion f integraalifunktioita. Talloin on olemassa jokin x:std risppumaton
vakio, jolle pitee Fy(z) = Fy(z) + C kaikilla x.

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis vakion lisdamista vaille samoja. Integraali-
funktiota merkitddn usein seuraavasti:

/f(:v) dz = F(z) + C.

Téssé F' on jokin funktion f integraalifunktio. Merkintd on sama kuin integraalilla ilman
integroimisvilid, ja joskus integraalifunktiota kutsutaankin mdadradmattémadaksi integraa-
liksi. Vakio C' on niin sanottu integroimisvakio. Se on merkittdva ndkyviin, koska tietyn
funktion integraalifunktioon voi aina lisdt& minks tahansa vakion ja se pysyy silti saman
funktion integraalifunktiona.

Esimerkki 5.4. Funktion f(z) = 4z eris integraalifunktio on F(z) = 22, koska
D 22? = 2. 2z = 4z. Voidaan merkiti

/4xd$: 2z% + C.

Integroimisvakio C' voi olla mikd luku tahansa, joten saman funktion integraalifunktioita
ovat 222, 222 + 1, 222 — 3, 222 + 7, jne.

Integraalifunktion kiyttd integroinnissa perustuu seuraavaan lauseeseen.
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Lause 5.5 (Analyysin peruslause). Olkoon f valilld [a,b] mddritelty jatkuva funktio,
ja F jokin sen integraalifunktio (eli F' = f.) Tdlloin

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
Usein merkitddn
b b
/ J@)de = | F(z) = F() - F(a).

b
Merkintd / lausutaan “sijoitus a:sta b:hen’.
a

Huom. Vaikka kaikilla funktioilla on useita eri integraalifunktioita, ei ole vilia silld, mitd
niistd kdyttdd integroinnissa. Tamé johtuu siitd, ettd sijoituksessa mahdolliset ylimas-
riiset vakiot supistuvat kuitenkin pois.

Esimerkki 5.6. Olkoon f(r) = 2r. Eris integraalifunktio on F(z) = z?. Edeltivin

lauseen mukaan .
1
/ 2$dm:/x2:12—02:1.
0 0

Toisaalta myds 22 + 3 on f:n integraalifunktio, joten

1 1
/ 2:de:/(w2+3):(12+3)—(02—|—3):1—|—3—O—3:1.
0
0

Témaén integraalin arvo on kuvan varjostetun kolmion pinta-ala.

a
L B B B B 7 [ e e e L B B B |

-1 -0,5 4 0,5 1 1,5 2
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5.4 Laskusdintoja

1. /abf(ac)+g(:c)d:v:/abf(x)dx—F/abg(:v)dx

2. /abcf(x)dm:c/abf(x)dx
3. /abf(m)dz:/acf(w)dm+/cbf(a:)dx

Kaksi ensimmaista sddntod ovat tuttuja jo derivoinnin yhteydestd. Kolmas sdénto sanoo,
ettd integroimisvali voidaan pilkkoa osiin. Taméa on hyodyllistd esimerkiksi silloin, kun
funktio on paloittain mééritelty ja eri alueissa tarvitaan eri integraalifunktioita.

Esimerkki 5.7. Integroidaan itseisarvofunktiota f(z) = |z| valilld [—1,1]. Lasketaan
integraali osissa. Vililld [—1,0] on f(z) = —z, joten integraalifunktioksi voidaan valita
Fi(z) = —%2? Toisaalta vililld [0,1] pitee f(z) = z, joten integraalifunktioksi kiy
Fy(z) = 1°. Téten

1 0 1 0 2 1 4
/ ledwz/ —:vd:v+/ a:da::/—x—-l-/x—
-1 -1 0 i 2 ! 2

1 1 9 1 5 1 1 1
— (.02 ([—-Z2.(=1 Z.12_Z. = —4+-—0=1.
(<50 (- 17) )+ (517 5-0) =0 g4 g0

Funktioiden derivoimissdénnoéistd saadaan “kddntamalld” suoraan vastaavat integroimis-
sddnndt. Esimerkiksi potenssin integroimissanté on

b b gkt
4. /u.’E d.'L':a/k—_l_l, kunk;é—l

Huom. Potenssitermi integroidaan siis lisddmalla eksponenttiin yksi ja jakamalla lauseke
néin syntyneelld uudella eksponentilla. Koska potenssin derivoimissaéntd ei toimi, jos
eksponentti on nolla, vastaavasti integroimissdanto ei toimi, kun eksponentti on —1.

Integroiminen on vaikeampaa kuin derivoiminen, koska tulon, osaméiran tai yhdistetyn
funktion integroimiseen ei ole olemassa laskusdént6ja. Yhdistetyn funktion derivoimis-
sdaannostd saadaan kuitenkin seuraava hyodyllinen integroimissdanto:

b b
5. [ fat@)d (@) dz = [ fg(o)).

Esimerkki 5.8. Integroidaan funktiota h(z) = z(z? + 1)® vililli [0, 1]. Yritetéifin saada
riippuvuussiddnnon lauseke laskusddnnén 5 vaatimaan muotoon f'(g(z))g’(z). Lauseke
taytyisi siis tulkita siten, ettd siind on yhdistetty funktio, jonka ulkofunktio on jonkin
funktion f derivaatta ja tdmé yhdistetty funktio on vield kerrottu sisdfunktion g deri-
vaatalla.

Lausekkeessa esiintyykin valmiina yhdistetyn funktion lauseke (z? + 1)3. Valitaan siis
sisdfunktioksi g(z) = 22 + 1. Tami lauseke on vield kerrottu z:114, joka on itse asiassa
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melkein kuin siséfunktion derivaatta ¢’(z) = 2z. Tulkitaan nyt ulkofunktio erdén funk-
tion f derivaataksi eli etsitdsin jokin f, jolle pitee f'(z) = z*. Voidaan valita esimerkiksi
f(z) = ;2. Sddnnsn 5 mukaan

1 1 1 1 1 , ,
/0 z(z® +1)3dx = 5/0 (2 +1)% 2zdx = 3/ (9(x))g (z) dz
1 1 1
= %O/f(g(w)) =3/ 1+ 1) - %(}/i(xzﬂf
= % (12 +1)* = (0> +1)!] = %(16 —1) = 18—5

Huomaa, miten integraaliin lisdttiin aluksi siséfunktion derivaatan vaatima kerroin 2. Sa-
malla koko integraali piti kertoa puolikkaalla. T&ll4 tavoin voidaan korvata miké tahansa
vakiokertoimen puuttuminen sisdfunktion derivaatasta. Sen sijaan esimerkiksi lauseket-
ta z(x® + 1)3 ei voisi saada sd#innén vaatimaan muotoon, koska siséfunktion derivaatta
on 3z?, ja ulkopuolella on kertoimena vain z. Toista potenssia sille ei mitenkiin voida
liséta.

5.5 Sovelluksia

Integraalilla voidaan laskea jonkin suureen kertyméaé esimerkiksi ajan suhteen.

Esimerkki 5.9. Metsin kasvit kiiyttdvit auringonpaisteesta saamaansa energiaa. Ener-
gian mittausta varten metsédan on asetettu mittalaitteita, jotka mittaavat auringonpais-
teen tehoa eli energiavuota. Mité kirkkaampi paiste, sitd suurempi mittalaitteen lukema.
Erdén téllaisen mittalaitteen lukema noudatti aikavélilla [12,13] melko tarkasti funktio-
ta P(t) = —3,6t% + 94t — 500 (kJ/h). Tall4 aikavililli laitteen vastaanottama energia on
energiavuon kertymaé, joten se saadaan integroimalla:

E = / —3,6t% + 94t — 500 dt = / (—1,2> + 47¢ — 500t)
12 19
= (—1,2-13% + 47132 — 500 - 13) — (—1,2- 123 +47- 122 — 500 - 12) ~ 110 (kJ).

Téméan tuloksen tarkkuus riippuu tietenkin siitd, miten tarkkaan funktio P(t) todella
approksimoi auringonpaisteen tehoa.

Integrointia voidaan kiyttdd myds apuna, kun ratkaistaan yhtaloita, joissa esiintyy tun-
temattoman suureen derivaatta. Néihin niin kutsuttuihin differentiaaliyht&léihin tutus-
tutaan tarkemmin myShemmin.

Esimerkki 5.10. Erddssa kasvustossa bakteerien lisdantymisnopeus kasvoi suorassa suh-
teessa aikaan. Kasvuston massan avulla ilmoitettuna lisddntymisnopeus ajanhetkelld ¢
oli 5-t mg/h. Jos m(t) kuvaa bakteerien méérié ajanhetkelld ¢, niin lisédntymisnopeutta
kuvaa mééran derivaatta m’(t). Kuvatussa tilanteessa siis

Alussa kasvuston koko oli m(0) = 3 mg.
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Koska lisddntymisnopeus on méiran derivaatta, niin maard on puolestaan lisdédntymis-
nopeuden integraalifunktio. Integroimalla saadaan

, 5t?
m(t)= [ m'(t)dt = [ 5tdt = - +C.
Koska alussa bakteereja oli 3 mg, tiedetdédn lisdksi, ettéd
502
2
eli C = 3. Bakteerien miiris kuvaa siis funktio m(¢) = 5t2/2 + 3 (mg).

m(0) =3 <~ +C =3,

Integraalia voidaan myos kéiyttda geometrisend tyokaluna, koska se kertoo kuvaajan ja
x-akselin vilisen pinta-alan.

Esimerkki 5.11. Tarkastellaan funktiota f(z) = z3. Mikil on timén funktion kuvaajan
ja x-akselin véliin jadvin alueen pinta-ala valilla [—1,1]7

Ensin on muistettava, ettd integraali ei itse asiassa vélttaméttd kuvaa todellista pinta-
alaa, koska se on negatiivinen sielld, missi integroitva funktio on negatiivinen. (Pinta-
ala sen sijaan on aina positiivinen.) Ensin on siis tutkittava hieman funktiota f, jolloin
saadaan selville, ettd f on negatiivinen valilld [—1,0[. Pinta-alan laskemiseksi on siis
jaettava vali kahteen osaan: [0, 1] ja [—1,0]. Integraalit naiden vilien yli ovat

1 L4
1 1
I, = 3 _—/_x ——_0=-=
1 /(;xda: / 1 1 0 1

0 0 4 1 1
2 /II dx 4 (0 4) 4

N -1

ja

Jalkimmainen integraali on negatiivinen, kuten pitikin olla. Pinta-ala saadaan nyt las-
kemalla yhteen ndmé integraalit, kunhan jalkimmaisen etumerkki vaihdetaan:

1 1 1
A:I1+(_IQ):Z+Z:§-
'|:
0,5:
A
T T T Io:sl T T T 1

q‘lll*"llll

1
—
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Esimerkki 5.12. Tutkitaan pyordhdyskappaletta, joka syntyy, kun jonkin funktion f
kuvaaja pyorahtdd syvyyssuunnassa x-akselin ympéri ja ndin saadun pinnan sisdén jaava
tila vield “katkaistaan paistd” kahdella x-akseliin ndhden kohtisuorassa olevalla tasolla
kohdissa a ja b. Ollaan siis tavallaan “sorvattu” a:n ja b:n vililla olevasta palikasta pyo-
rihdyskappale funktion f kuvaajan muotoisella teralla.

Tietyssa kohdassa  mainitun pyérahdyskappaleen poikkileikkaus on ympyré, jonka séde
on f(z). Ympyrin alan kaava on 772, joten pyorihdyskappaleen poikkipinta-ala tuossa
kohdassa on 7 f (). Kappaleen tilavuus saadaan poikkipinta-alan kertymini vililli [a, b]
eli integroimalla 7f(z)? a:sta b:hen. Otetaan esimerkiksi selville funktion f(z) =
kuvaajan vilille [1,2] muodostaman pydrdhdyskappaleen tilavuus:

V= —dx

5.6 Epijatkuvan funktion integraalista

Integraali voidaan helposti yleistdd koskemaan myos epédjatkuvia funktioita. Maaritel-
méd tdytyy oikeastaan muuttaa vain kahdessa kohdassa. Ensinndkin epdjatkuva funk-
tio el valttamé&tta saavuta pienintéd tai suurinta arvoa suljetulla vililla. Tdmé& voidaan
kuitenkin helposti korvata kiyttdmalla suurimman arvon sijasta niin kutsuttua pieninta
yldrajaa ja pienimmén arvon sijasta suurinta alarajaa. Naméi ovat olemassa, mikéli funk-
tio on rajoitettu (eli ei saa mielivaltaisen suuria tai pienid arvoja). Toinen ongelma on
se, etteivat funktion yldsumma ja alasumma valttdmatta 1dhesty samaa lukua osavilid
lyhennettaessa. Télldin funktio ei ole integroituva. Liséksi taytyy sallia muutkin kuin ta-
saiset osavilijaot, koska joidenkin epéjatkuvien funktioiden ylé- ja alasummat ldhestyvét
toisiaan vain, jos jako ei ole tasainen.

My®és integraalifunktion kisite aiheuttaa ongelmia. Léhes kaikki derivaatat ovat jatkuvia,
joten useimmilla epéjatkuvilla funktioilla ei ole integraalifunktiota. Integraalit on silloin
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laskettava muulla tavalla. Toisaalta voi myds kdyd& niin, ettd integraalifunktio on kylld
olemassa, mutta funktio ei olekaan integroituva. Epédjatkuvien funktioiden kanssa téytyy
siis olla joka suhteessa tarkkana, mutta usein integrointi kuitenkin onnistuu helposti,
kuten seuraavan esimerkin tapauksessa.

Esimerkki 5.13. Ennen kuin auringonpaistetta mittaavat laitteet vietiin metsdan, niitd
testattiin laboratoriossa. Laite asetettiin kirkkaan lampun alle kymmeneksi sekunniksi,
ja viiden sekunnin kohdalla valo katkaistiin. Mittalaite kuitenkin rekisterti vield huoneen
ikkunoista tulevan valon.

Olkoon mittalaitteen P : [0,10] — R mittalaitteen lukema ajan funktiona. T&lloin

) {100, kun 0<t<5

20, kun 5 <t <10

Funktio P on epéajatkuva eiké se ole minkdan funktion derivaatta. Silld ei siis ole inte-
graalifunktiota. Se on kuitenkin integroituva, ja sen integraalille patevét kaikki samat
laskusdannot kuin jatkuvassakin tapauksessa. Voimme siis integroida sen erikseen va-
leilld [0, 5] ja [5,10] (laskusdénto 3). Kummallakin osalla funktio on jatkuva ja silld on
integraalifunktio, joten

() di = / " () di +
0

5 10
= / 100t + / 20t = (500 — 0) + (200 — 100) = 600 (kJ).
0 5

10 5 10
P(t)dt — / 100 dt + / 20 dt
0 5

0 5

(Jos ollaan tarkkoja, suljetulla vililla [5,10] funktio ei ole jatkuva, koska péétepisteessd
arvo on f(5) = 100. Integraalin suuruus ei kuitenkaan riipu arvoista péitepisteissi.)

T

0 2 4 6 8 10

6 Joitain erityisfunktioita

6.1 Eksponenttifunktiot

Luvun @ potenssi a* on tihin mennessi midritelty vain niissd tapauksissa, joissa k

on kokonais- tai murtoluku. Tat4 méaéritelméd voidaan kuitenkin laajentaa koskemaan
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my6s muita reaalilukuja, jolloin voidaan laskea esimerkiksi luku 2V2 Miiritelméi ei
kayda 1api talla kurssilla, vaan sen sijaan luotetaan siihen, ettd laskin antaa téllaisille
luvuille tarvittaessa hyvia likiarvoja.

Kun potenssi laajennetaan koskemaan mité tahansa lukuja, voidaan muodostaa sellainen
funktio, jonka arvot ovat jonkin positiivisen vakion a arvoja korotettuina muuttujan
osoittamiin potensseihin. Téma funktio on nimeltddn a-kantainen eksponenttifunktio, ja
sitd merkitddn usein exp,.

Maidritelma 6.1. Funktiota exp, : R = R, exp, # = a”, missd a on jokin positiivinen
vakio, kutsutaan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi. Vakiota a kutsutaan eksponentti-
funktion kantaluvuksi.

Potenssifunktion ja eksponenttifunktion ero on siis se, ettd potenssifunktiossa muuttu-
jan arvo korotetaan vakiopotenssiin, kun taas eksponenttifunktiossa vakio korotetaan
muuttujan osoittamaan potenssiin. Huomaa, ettd jalkimmaisessa tapauksessa vakion a
on madritelman mukaan oltava positiivinen.

Esimerkki 6.2. Olkoot f(z) = z? ja g(z) = 2% Tillsin f(1) = 12 = 1, f(-1) =
(-1)2 =1 ja f(v2) = (vV2)? = 2. Toisaalta g(1) = 2! = 2, g(—1) = 27! = 1/2 ja
9(V2) = 2V2 ~ 2,665. Kuitenkin f(2) = 22 = ¢(2).

Eksponenttifunktio on (kantaluvusta riippumatta) kaikkialla jatkuva ja derivoituva seké
aina aidosti positiivinen. Alla on eksponenttifunktion kuvaajia erilaisilla kantaluvun a
arvoilla. Jos @ > 1, niin eksponenttifunktio on aidosti kasvava. Jos taas a < 1, niin
funktio on aidosti vihenevi.

/
_—

R

27

\a=‘/z 65

\ ]

\ ]

\\ 4]

\ ]

\ ]

\ -

N

\\\:
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Potenssien laskusdannot pateviat myos eksponenttifunktiolle:
1. a%a¥ = a* 1Y

2. (a®)¥ = a®

a.’E
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4. ¥ =1

Kun kantaluvuksi valitaan ns. Neperin luku e = 2,71828 ..., saadaan erds erityisen tar-
ked eksponenttifunktio. Yleensd, jos puhutaan eksponenttifunktiosta kantalukua mainit-
sematta, tarkoitetaan juuri tdtd funktiota.

Maiiritelmi 6.3. Funktiota
exp:R—> R, expzx=¢€®

kutsutaan (tavalliseksi) eksponenttifunktioksi. Vakio e on irrationaaliluku, jonka likiarvo
on 2,71828.

Tavallisen eksponenttifunktion térkein ominaisuus on se, ettéd sen derivaatan arvo on joka
pisteessd sama kuin itse funktion arvo:

D e* =€~

Téaméa ominaisuus osoittautuu erityisen térkedksi myohemmin differentiaaliyhtéloiden
yhteydessa.

Esimerkki 6.4. Eksponenttifunktioiden yhteydessd tulon ja yhdistetyn funktion de-

rivointisdinndt tulevat tarpeeseen. Derivoidaan esimerkin vuoksi funktio f(z) = ze??.

Kyseessé on siis polynomin ja eksponenttifunktion tulo. Tulon derivointisdannén mukaan
fl(z) = Dz -€*® +x-De*®* =1.e* + 2. De*® = e?® 4 . De**.

Derivoimatta jii vield De?®. Timé on yhdistetyn funktion lauseke, misss ulkofunktio-
na on g(z) = €® ja sisifunktiona h(z) = 2z. Ulko-osan derivaatta on €%, ja sisdosan
derivaatta on 2. Yhdistetyn funktion derivoimissd&nnén mukaisesti saadaan siis

De* = ¢ (h(a))H (x) = ' (22) - 2 = €27 - 2 = 2¢™".
Lopputulos on siis

fl(z) = € + - De*® = €*® + x-2e** = e2® + 2z¢* = (1 + 2z).

6.2 Logaritmifunktiot

Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kddnteisfunktio. Tama tarkoittaa sitd, ettd eks-
ponenttifunktion arvo syotettyné logaritmifunktiolle palauttaa alkuperdisen muuttujan
arvon. Toisaalta myos logaritmifunktion arvo syStettynd eksponenttifunktiolle palauttaa
alkuperéisen arvon.

Maiiritelmi 6.5. Olkoon a jokin positiivinen vakio. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa
funktio log, : ]0,00[ — R, jolle pétee

log, a® = a'%8 " = z.

Téata funktiota kutsutaan a-kantaiseksi logaritmifunktioksi.
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Luvusta = otettu a-kantainen logaritmi kertoo siis, mihin potenssiin a taytyy korottaa,
jotta saataisiin z (silld @'°8® = z). Huomaa, ettd logaritmi on médritelty vain positii-
visilla luvuilla, koska positiivinen a korotettuna mihin tahansa potenssiin on aina posi-
tiivinen. Kuten eksponenttifunktio, myds logaritmifunktio on kantaluvusta riippumatta
derivoituva koko médrittelyjoukossaan, ja jos a > 1, niin logaritmifunktio on kasvava,
jos a < 1, niin se on vaheneva.

Esimerkki 6.6. Logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin kantaluku taytyy korottaa,
jotta saataisiin x. Siispé

logy 16 = 4, logy9 =2, logs125 = 3.
Lisdksi kaikilla kantaluvuilla a pitee

log,1=0 ja log,a=1.

Eksponenttifunktion laskusdénnoistd voidaan johtaa logaritmin laskusdantoja.

[y

. log, zy = log, = + log, vy

2. log, z¥ =ylog,

3. log, 1 —log,
x

4. log,1 =0

Esimerkiksi 1 sd@ntd voidaan johtaa seuraavasti. Logaritmi log, zy kertoo, mihin po-
tenssiin a taytyy korottaa, jotta saataisiin zy. Eksponenttifunktion laskusdannon 1 seka
logaritmifunktion mé#iritelmsn avulla saadaan a'%8t1%8a¥ = 1082 . glo8aY — gy Siis
log, zy = log, x + log, y.
Joidenkin kantalukujen tapauksissa on tapana kiyttdd logaritmista omaa merkintié.
Esimerkiksi

logipx=1gz, log,z=Inz, logyz=1buz.
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Esimerkki 6.7. Kymmenkantainen logaritmi kertoo suunnilleen, kuinka monta numeroa
luvussa on:

lg10=1, Igl20~2 Igl0000 =4, 1g987654321 ~ 9.

Erikantaisista logaritmeista matematiikassa térkein on In. Sitd kutsutaan luonnolliseksi
logaritmiksi, ja se on tavallisen eksponenttifunktion kdanteisfunktio. Monesti sitd merki-
taan yksinkertaisesti log (ilman kantalukua). Luonnollisen logaritmin derivaatta on

1
D Inz=-—.
T

Esimerkiksi yhdistetyn funktion derivoimisséénnolld voidaan ndyttaa, ettd myos D In(—zx)
1/x. Tasta saadaan integroimissaanto

b b
1
/ —d:z;:/ln|a:|.
a z a

Itseisarvo tarvitaan, koska ei tiedetd, onko vili [a, b] positiivisella vai negatiivisella puo-
lella. Logaritmiin ei nimittdin voi sijoittaa negatiivisia lukuja. Nyt voidaan vihdoin kir-
joittaa potenssin integroimissadntd kokonaisuudessaan:

b b pktl
/a: .’L‘kd.f(?:a/k‘—“, jOSk’?é—l,

b b
/ rldz = /ln|ac|.
a a

Esimerkki 6.8. Integroidaan funktiota f(z) = 1/x vélilla [1, e]. Funktion f (erés) inte-
graalifunktio on In |z|. Koska esimerkin integroimisvililla pdtee & > 0, integraalifunktio
on itse asiassa Inz. Téten

€ 1 €
/ —dwz/lnx:lne—lnl: 1-0=1.
1 T
1
Integroidaan sitten samaa funktiota vélilld [—2, —1]. Koska nyt = < 0, integraalifunktio
on In|z| = In(—=z). Siispa
1y -1
/ —dz = /ln(—x):1n1—1n2:()—ln2:—1n2.

_92 T 5
Huomaa, ettd funktiota f ei voi ollenkaan integroida sellaisella vélilld, joka siséltds seké
negatiivisia ettd positiivisia lukuja (esimerkiksi [—1, 1]), koska f ei ole mééritelty nollassa.

6.3 Kantaluvun vaihtaminen

Kaikki eksponentti- ja logaritmifunktiot voidaan ilmaista tavallisen eksponenttifunktion
ja luonnollisen logaritmifunktion avulla. Koska €@

lna)” Ina-
a]l‘ — (ena) :enaac_

= a, saadaan ensinnakin
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Toisaalta log, y on se luku z, johon a pitdd korottaa, jotta saataisiin y. Edellisen yhtdlon
mukaan tdmé luku z kerrottuna luvulla Ina on se luku, johon e pitdd korottaa, jotta
saataisiin y. Saadaan siis seuraavat laskusdénnét kantaluvun vaihtamiselle:

exp, z = exp(lna - x),
1 Inz
0g,r=—.
Ba Ina
Itse asiassa tdssd voisi olla toisena kantalukuna jokin muukin kuin e. Voitaisiin esimer-
kiksi vaihtaa kantaluvuksi 10 seuraavilla kaavoilla:

€XPy T = eXPlO(lg a- .’L‘),

lgz

lo = ——.

Ea T lga
Esimerkki 6.9. Ratkaistaan yksinkertainen eksponenttiyhtild 4° = 10. Koska 4! = 4 ja
4% = 16, ratkaisu on oletettavasti ykkosen ja kakkosen vilissd. Logaritmin médritelmsn
perusteella ratkaisu on z = log, 10, mutta tavallisella laskimella t&td ei voi suoraan
laskea. Laskimen néppéimisséd on yleensd vain luonnollinen logaritmi (In tai log) seké
toisinaan my6s kymmenkantainen logaritmi (lg, joskus myos log (!!)). Kéytetdédn siis

kantaluvun vaihtoa:
In10 2,303

In4d ~ 1,386

z =log, 10 = 1,66.

Yhtalon voi ratkaista myds toisella tavalla. Logaritmien laskusdéntdjen mukaan nimittéin
In4% = zIn4. Voidaan siis paatelld seuraavasti:

4* =10 <= In4* =1n10
<= zrln4=In10 |:In4
In10
=T

Esimerkki 6.10. Derivoidaan funktio f : ]0,00] = R, f(z) = z”. Kantalukua vaihta-
malla nihdién, ettd % = %%, Titen

f’(.’l:) —Dz* =D (elnz-z) .

Téaméa voidaan nyt laskea yhdistetyn funktion derivaattana. Ulkofunktio on tavallinen
eksponenttifunktio, jonka derivaatta on kyseinen funktio itse. Ulko-osa séilyy siis koske-
mattomana. Sisdfunktion lauseke on puolestaan lnz - z, jonka derivoimiseen kiytetdan
tulon derivointisdantoa:

1
D(nz-z)=D(lnz) -z+Inz-Dr=—-z+Inzx-1=1+Inz.
x

Yhdistetyn funktion derivoimissd&innoén mukaisesti saadaan lopulta
f'(x)=D (elnz'z) =" . D(lng-z) =% (1 4+ 1Inz).

Lopputulos voidaan vield kirjoittaa muotoon f'(z) = 2%(1 + Inz).
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6.4 Logaritminen asteikko

Toisinaan on kaytéannollistd ilmaista jonkin suureen arvoja ns. logaritmisen asteikon avul-
la. Tama tulee kyseeseen erityisesti, jos suureen arvot vaihtelevat erityisen laajoissa ra-
joissa. Logaritmin ottaminen palauttaa arvot ymmaérrettévélle asteikolle.

Esimerkiksi kuuloaisti toimii siten, ettd d4dnen intensiteetin kymmenkertaistaminen lisda
kuulovaikutelman voimakkuutta vakiomaaralld, oli kyse sitten kovista tai hiljaisista 8&-
nistd. (Siis kymmenkertainen voimakkuuden muutos alkuperéiseen verrattuna kuulostaa
samalta kuin satakertainen kymmenkertaiseen verrattuna.) Jos samalla asteikolla esi-
merkiksi kellon tikityksen voimakkuus on 1 ja puheen 10, on ukkosen voimakkuus jopa
1000. Téllaisella asteikolla pienet vaihtelut jadvat asteikon alapadssé varjoon.

Asnen voimakkuuden kuvaamiseen kiytetdin yleisesti desibeliasteikkoa, joka madritel-
l44n kaavalla L = 10 -1g(I /1) tai L = 10 - (1g(I) — 1g(lo)) (katso logaritmin laskusdén-
not). Samaa asteikkoa kiytetdan muissakin yhteyksissd, mutta #énenvoimakkuden ta-
pauksessa I on dinen intensiteetti (yksikkénd W/m?) ja Iy on kuulokynnysti vastaava
intensiteetti. Luku L on voimakkuden vaikutelma desibeleiné.

Kaavan idea on seuraava. Koska kuulijan havaitsema d&nenvoimakkuus lisdéntyy vakiol-
la, kun intensiteetti kerrotaan vakiolla, kiytetd&n intensiteetin sijasta sen logaritmia.
Logaritmin laskusdéntéjen mukaan nimittédin lg(c-I) = lgc + lg I. Sitten asteikkoa siir-
retddn niin, ettd kuulokynnykselld saadaan nolla. Ndin saadaan kuulovaikutelma beleind:
lg(I) — lg(Ip). Lopulta siirrytdan desibeleihin kertomalla tulos kymmenella.

Kaavan mukaan 60 desibelin &&ni on intensiteetiltddn kymmenen kertaa voimakkaampi
kuin 50 desibelin &4ni. Toisaalta 70 desibelin 4&ni on jo sata kertaa voimakkaampi.

Logaritminen asteikko

<~ 100000000000 110 dB

1S

= 1000000000 90 dB

= 10000000 70 dB

8 100000 50 dB

§7

3

= 1000 30dB
10 T \ ‘ ‘ . 10dB
hengitys kellon normaali  katumelu  ukkonen  kipukynnys

tikitys puhe

Myés danen korkeutta kuvataan yleensd logaritmisella asteikolla. Tietty sdvel soitettu-
na oktaavia korkeammalta on aina taajuudeltaan kaksinkertainen alkuperdiseen ndhden.
Esimerkiksi yksiviivainen a soi taajuudella 440 Hz, kaksiviivainen a taajuudella 880 Hz
ja kolmiviivainen taajuudella 1760 Hz. Richterin asteikko, jolla ilmaistaan maanjaristys-
ten voimakkuuksia, on myos logaritminen. Yhtd Richterin yksikkod kovempi jaristys on
alkuperdiseen ndhden voimakkuudeltaan kymmenkertainen.
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6.5 Trigonometriset funktiot

Téassé osassa tutustutaan sini-, kosini- ja tangenttifunktioihin. N&itd kutsutaan trigo-
nometrisiksi funktioiksi, koska ne liittyvat kolmioiden sivujen ja kulmien suhteisiin. Ne
voidaan my6s méadritelld suorakulmaisen kolmion avulla koulusta tutulla tavalla seuraa-
vasti: kulman z sini, jota merkitdan sin z, on kulman z vastaisen kateetin pituuden suhde
kolmion hypotenuusan pituuteen. Kuvan mukaisesti siis sinz = A/C. Samoin mééritel-
l48n, ettd kulman z kosini on kulman viereisen kateetin pituuden suhde hypotenuusan
pituuteen. Tangentti puolestaan on vastaisen kateetin suhde viereiseen kateettiin.

c sinx =A/C
cos x =B/C
tan x = A/B
X
B

Suorakulmaisessa kolmiossa ei mikdin muu kuin tuo suora kulma voi olla 90 astetta
suurempi. Tall4 tavoin médriteltyjen trigonometristen funktioiden méarittelyjoukoksi jaa
siis véli [0,90[. Mé&ritelm&d voidaan kuitenkin laajentaa niin sanotun yksikkoympyrin
avulla, kun tulkitaan negatiiviset sekd 360 astetta suuremmat kulmat oikealla tavalla.

Yksikkéympyra on x,y-koordinaatistoon piirretty origokeskeinen ympyra, jonka séide on
1.

A\ 4

Sijoitetaan yksikkéympyradn suunnattu kulma (eli kulma, jolla on médrityt alkukylki
ja loppukylki) siten, ettd kulman kérkipiste on origossa ja alkukylki kulkee x-akselin
positiivista puolta pitkin. Kulman suuruus on positiivinen, jos se aukeaa alkukyljesta
vastapdividdn, muutoin negatiivinen. Kulma voi olla laajempikin kuin taysi ympyra.
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AY
1
Ppsitiivisia
kllmia
-1 1 . -1 1 -
Negatiivin X X
kulma
-1 -1

Kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneissa eli absoluuttisissa kulmayksikdissa.
Yksi radiaani on sellaisen kulman laajuus, jota vastaa yksikkdympyrén kehilld kaari,
jonka pituus on 1.

1rad

\/

Koska yksikkdympyrén kehén pituus on 27, on koko ympyrissa eli tdyskulmassa 27
radiaania, oikokulmassa (180°) m radiaania ja suorassa kulmassa % radiaania. Yleisesti

asteiden ja radiaanien yhteys on seuraava:

) . . T
kulman suuruus radiaaneina = kulman suuruus asteina - —

180

6.6 Sinifunktio

Yksikkéympyrédn piirretyn kolmion avulla voidaan maéritelld yleinen sinifunktio.

Maisdritelma 6.11. Funktio sin : R — R maééritelldén seuraavasti. Olkoon z yksikkéym-
pyrddn sijoitetun suunnatun kulman suuruus. Télléin sinz on kulman loppukyljen ja
ympyran kehdn leikkauspisteen y-koordinaatin arvo.
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>
>

sin X fy----->

kulma x 1

\4

Funktion maérittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko eli R. Sinifunktion arvot tayt-
tavat suljetun vélin [—1,1], toisin sanoen funktio saa kaikkia arvoja ko. vililtd, vélin
pidtepisteet mukaan lukien. Sinifunktio on kaikkialla jatkuva. Sinifunktion kuvaaja, si-
nikdyrd, aaltoilee -1:m ja 1:n valilla:

1 :
\ /\ s, | 21/\
H T
N, A N o NS N N
/2 : \x
_0_ .37'5/
-14 ;

Edellisessa kuvassa kulman yksikkond on kiytetty radiaaneja, mikd on matematiikassa
yleensé kitevad. Talloin sinifunktio kasvaa z:n kasvaessa (:sta §:een, alkaa sitten vihetd,
muuttuu negatiiviseksi arvon z = 7 jilkeen, alkaa taas kasvaa arvon x = %7‘(’ jilkeen ja
saavuttaa uudelleen nollan kohdassa r = 27. Tamén voi todeta helposti myds pienen-
tdmalld ja kasvattamalla suunnattua kulmaa yksikkéympyréassd. Kaytannossd kohdat,
joissa sinifunktion suunta tai merkki vaihtuu, osuvat kohtiin, joissa tarkasteltavan kul-
man loppukylki siirtyy koordinaatiston neljinneksestd toiseen ja jotka siis ovat suoran
kulman 7/2 monikertoja.

Sinifunktio on jaksollinen, miké tarkoittaa, ettd samat arvot toistuvat aina tietyin vélein.
Sinifunktion aaltoilu toistuu kuvaajassa aina 27:n vélein, ja funktiolla on déreton masra
nollakohtia. Trigonometristen funktioiden nollakohtia laskettaessa onkin aina muistet-
tava, ettd nollakohtia on funktion toistumisjakson vélein dareton méaédréd. Sinifunktion
nollakohdat voisi esittdéd esimerkiksi seuraavasti:

z=04+n-m,

missd n on jokin kokonaisluku (voi olla myds negatiivinen). Télléin nollakohtia ovat
luvun 0 liséksi kaikki luvut, joissa nollaan on lisdtty (tai vihennetty) 7 mielivaltaisen
monta kertaa.

Esimerkki 6.12. Etsitddn valiltd [0,4] ne luvut z, jotka toteuttavat yhtdlon sin(2z +
7w/2) = 0. Koska sinifunktio saa arvon nolla kohdassa 0 seké aina m:n vélein, ndhdaan
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etta - -
sin<2w—|—§) =0 << 2x+§:0+n-7r,

missd n on mielivaltainen kokonaisluku. Saadusta yhtdlostd voidaan sitten ratkaista z:

s ™
2$+§:n7r<:>2x:—§+n7r ‘2

— = il +n T
4 2’
Néhdaan siis, ettd kysytty yhtdlo toteutuu pisteessd x = —m /4, sekd tdmién jélkeen aina

m/2m valein. Niistd luvuista tutkittavalle vilille osuvat 7/4 ~ 0,785, 37/4 = 2,36 ja
5/4 ~ 3,93.

6.7 Kosinifunktio

Kosinifunktion méagritelmé on hyvin samankaltainen kuin sinifunktion.

Maiiritelmi 6.13. Olkoon x yksikkdympyrddn sijoitetun suunnatun kulman suuruus.
Talléin cosz on kulman loppukyljen ja ympyrdn kehén leikkauspisteen x-koordinaatin
arvo.

>
>

.
\4

My®s kosinifunktio on mééritelty kaikkialla Rissé ja se saa arvot valilta [—1,1]. Samaten
kosinifunktio on jatkuva kaikkialla ja toistuu 27:n pituisella jaksolla. Itse asiassa kosi-
nifunktion kuvaaja on kuin sinifunktion kuvaaja siirrettyné sen verran vasemmalle, etta
lahtoarvolla 0 funktio saa arvon 1. Tdmé voidaan ilmaista kaavana cos = sin(z + 7/2).

Jo\U-
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Kosinifunktion nollakohdat on helppo esittdd samaan tapaan kuin sinifunktion, talla
kertaa nollakohtaa ei kuitenkaan 16ydy arvolta z = 0 vaan muun muassa kohdasta z = 7.
Nollakohdat ovat siis: r

r = 5 +n- T,

missd n on jilleen kerran mielivaltainen kokonaisluku.

6.8 Peruskaavoja

Sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuudesta johtuen samat funktioiden arvot toistuvat ta-
savilein (2m:n vilein) lukusuoraa pitkin liikuttaessa. Timé voidaan ilmaista seuraavilla
kaavoilla:

sinz = sin(z + n - 27),
cosz = cos(z +n - 2m),
joissa n on mielivaltainen kokonaisluku. Yksikkdympyrad tutkimalla voidaan lisdksi hel-
posti johtaa seuraavat sdidnndét sini- ja kosinifunktioiden arvoille:
sin(—z) = —sinz,
cos(—z) = cosz,
sinz = —sin(z 4+ 7) = —sin(z — 7),
cosz = —cos(z + ) = — cos(z — 7).

Aiemmin mainittiin jo, ettd kosinifunktio saa samat arvot kuin sinifunktio sai aiemmissa
(tai myShemmissé pisteissa):

si = cos ( ﬂ') = cos + 37
Ing = -——)= —
T T 2 T 5 |

. e ) 3
COS T = sIn (z+ —) = sin (x— —) .
2 2

Liséksi suorakulmaista kolmiota koskeva, geometriasta tuttu Pythagoraan lause on yh-
tapitdva seuraavan ns. trigonometrian peruskaavan kanssa:

sin z + cos?z = 1, (6.14)

missd merkinnit sin? z ja cos? z tarkoittavat samaa kuin (sin z)? ja (cos z)2. Ratkaisemal-
la téstd kaavasta sinz ja cosz saadaan sinin ja kosinin vilille vield seuraavat yhteydet:

sinz = +1/1 — cos? z,

cosz = +v/1 — sin? z.

Naissa kaavoissa etumerkki tdytyy valita sen mukaan, kumman etumerkin sini tai kosini
saa annetulla kulman arvolla. Neli6juurihan tuottaa kuitenkin aina positiivinen luvun.
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6.9 Tangenttifunktio

Tangenttifunktio on kolmas tavallinen trigonometrinen funktio, jonka ominaisuudet kui-
tenkin poikkeavat melkoisesti sini- ja kosinifunktioiden ominaisuuksista. Se méaritelladn
sinin ja kosinin osamé&arana.

Miidritelmi 6.15. Tangenttifunktion arvo kulmalla z on sinin ja kosinin osamé&éra:

Tangenttifunktion madrittelyjoukosta puuttuvat kaikki cosz:n nollakohdat eli pisteet,
jotka ovat muotoa 7/2 4+ n - 7, missé n voi olla mikd tahansa kokonaisluku. Tangentti-
funktio on méaarittelyjoukossaan jatkuva ja derivoituva ja saa arvoja koko reaalilukujen
joukon alueelta. Tangenttifunktiokin on jaksollinen, jakson pituus on tilld kertaa =, ja
nollakohdat ovat muotoa z = 0 + n - 7, missd n on kokonaisluku.

Samoin kuin sini- ja kosinifunktioille, my6s tangenttifunktiolle voidaan helposti johtaa
seuraavat, toisinaan laskemista helpottavat peruskaavat:

tan(—z) = —tanz,

tan z = tan(x + nw),

missé n on kokonaisluku.

6.10 Trigonometristen funktioiden derivaatat

Kun kulman yksikkond kéytetddn radiaania, saavutetaan muun muassa se hyoty, ettéd
sini- ja kosinifunktiot ovat toistensa derivaattoja. Taytyy vain muistaa, ettd kosinifunk-
tiota derivoitaessa on lisdttédva miinusmerkki. Siis:

Dsinx = cosz,

Dcosx = —sinz.
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Esimerkki 6.16. Derivoidaan tangenttifunktio f(z) = tanz. Ma#ritelman mukaan

f(z) =tanz = el

COST

Tangenttifunktio on derivoituva koko madrittelyjoukossaan, eli kun cos # 0. Télléin sen
derivaatta saadaan osaméaédrin derivoimissdannolla:

f(z) Dsing -cosz —sinz-Dcosz  cosz-cosx —sinz - (—sinx)
xr) = =
cos? cos?

cos?z + sin®z

cos?

Trigonometrian peruskaavan mukaan sin? z + cos? z = 1, joten

"(£) =Dt = )
f(z) anz p—

Esimerkki 6.17. Tutkitaan, missd pisteissi funktio f(z) = 2sinz + z saa dariarvoja
avoimella valilla ]0,10[ . T4td varten derivoidaan ensin kyseinen funktio:

f'(z) =2cosz + 1.

Adsriarvoja funktio voi saada vain derivaatan nollakohdissa. Ratkaistaan nima:

1
2cosz+1=0 < cosx = —5

Laskimella voidaan selvittéd, missé pisteissd kosini saa arvon —1/2. Vastaukseksi pitaisi
tulla 120°, joka on 27 /3 radiaania (likiarvo 2,094). Tamén voi myds katsoa jostain sopi-
vasta taulukosta. Nyt on kuitenkin muistettava kaksi seikkaa. Ensinndkin kosini saa sa-

man arvon aina 27 vélein. Toisekseen cos z = cos(—x), joten myds cos(—2m/3) = —1/2.
Niin saadaan kahdenlaisia ratkaisuja:
27 . 27
T = ?—I—n-27r tal x:—?+n-27r,

missé n voi olla mikd tahansa kokonaisluku.

-2n/3+2n
2n/3 |

Saatuja nollakohtia tutkimalla ndhd&én, ettd niistd kysytylle vilille osuvat vain

2 2 87 27 47
— =~ 2,094 — 4+ 2= — = j — — 4+ 27 = — ~ 4,188.
3 ,094, 3 + 27 3 8,378 ja 3 + 27 3 ,188

Laskemalla derivaatan arvoja néiden nollakohtien vélissd (muista asettaa laskimeen kul-
manyksikoksi radiaanit!) saadaan seuraavanlainen merkkikaavio:
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O0<z<2n/3 |2r/3<z<4r/3 |4n/3 <z <87/3 | 87/3 <z <10
f'(z) + - + -
f(z) / N / N

Néhd&an siis, ettd funktiolla f on lokaalit maksimit kohdissa z = 27/3 ja z = 8m/3 seki
lokaali minimi kohdassa x = 47/3.

101

Sinin ja kosinin derivointikaavoista saadaan jilleen vastaavat integroimiskaavat:

b b
/ sinz dx :/—cos:c,
a a
b

b
/ cos z dx :/sinx.
a

a

Esimerkki 6.18. Tietylle alueelle osuvan auringonséteilyn méaré vaihtelee jaksollisesti
vuodenaikojen mukaan. Tdm4 vaihtelu vaikuttaa merkittdvasti kasvien kasvunopeuteen.
Jos muita tekijoitd ei oteta huomioon, voitaisiin lauhkealla vyShykkeelld kasvavan ruo-
holajin kasvunopeutta arvioida esimerkiksi seuraavalla funktiolla:

k(t) = 1500 — 900 cos (% : t) (kg/ha,/kk),

missé ¢ on aika kuukausina vuoden alusta ldhtien. Keskelld kesédd eli kun ¢t = 6,18, 30,
jne., kosini saa minimiarvon —1, jolloin funktio k& saa maksimiarvon 2400. Vastaavasti
keskelld talvea on ¢t = 0,12,24, jne., jolloin funktio k£ saa minimiarvon 600. Lasketaan
ruohon méérin kertyméd marraskuun alusta helmikuun loppuun, eli vélilld [—2,2] (tai
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yhtd hyvin [10, 14]). Kéytetdadn yhdistetyn funktion integrointia:

/22 1500 — 900 cos (% : t) dt

2 2
4] T T
_/21500dt—;/_2900cos (E-t>-gdt

:/: 1500¢ — g/: 900 sin (% : t)

= (3000 — (—3000)) — g (900sin (5) —900sin (~7))
~ 3022,8.

Ruohoa kertyy siis talvikuukausien aikana noin 3 tonnia hehtaaria kohti.

7 Differentiaaliyhtilot

7.1 Differentiaaliyhtil6ot ja alkuarvotehtavit

Useissa tilanteissa jonkin suureen muutos riippuu jollain tavoin suureen tilasta. Aiemmin
on jo esitetty esimerkkejd, joissa muun muassa bakteerikannan lisddntymisnopeus oli
riippuvainen bakteerien méaédrasta. Talla tavoin bakteerien méaré tulevaisuudessa myds
riippuu niiden médréstd menneisyydessé: mitd vihemman bakteereja nyt, sitd pienempi
lisddntymisnopeus ja sitd vihemmén bakteereja tulevaisuudessa. Riippuvuus voi tietysti
olla paljon monimutkaisempaakin.

Jos suureen arvoa kuvaa jokin derivoituva funktio, tdmén derivaatta kertoo suureen muu-
tosnopeudesta. (Muutos voi olla paitsi ajallista, myos paikallista tai johonkin muuhun
muuttujaan sidottua.) Télloin edelld kuvatun kaltaisia riippuvuuksia voidaan ilmaista
matemaattisesti yhtdloilld, jotka sitovat funktion derivaatan arvot jollain tavoin funk-
tion arvoihin. Téllaisia yhtaloita differentiaaliyhtdloiksi. Edelld mainitun bakteeriesimer-
kin riippuvuutta kuvaa differentiaaliyhtalo

S'(t)=k-S(t),

missé funktio S kuvaa bakteerien maaraé ajan suhteen ja k on verrannollisuuskerroin, jo-
ka kuvaa bakteerien lisddntymiskykyé. Yhtalo siis ilmaisee, ettd bakteerien méiran muu-
tosnopeus S’(t) hetkelld ¢ on suoraan verrannollinen bakteerien mééraan S(t) kyseiselld
hetkelld. Tallaisesta yhtélosta olisi tarkoitus paételld, minkilainen on funktio S. Yhtdlon
ratkaiseminen tarkoittaa siis kyseisen funktion riippuvuussddnnon maarittdmista.

Differentiaaliyhtaloissé esiintyy aina (vahintdén yksi) tuntematon funktio, joka pyritdan
ratkaisemaan. Koska ratkaistavana ei siis ole luku vaan funktio, ei ratkaisussa pérjata
pelkistadn tavallisten yhtéloiden kisittelyssa opituilla menetelmilld. Lisdksi differentiaa-
liyht&lon ratkaisu ei ole yleensé yksikisitteinen, vaan moni funktio voi toteuttaa saman
yhtalon. Talloin tarvitaan jotain lisdtietoa, jotta funktio voitaisiin ratkaista yksikésittei-
sesti. Tallainen lisétieto voisi olla esimerkiksi bakteerien méara jollain sovitulla alkuhet-
kelld. Tam4 lisdtieto auttaa ratkaisemaan bakteerien m#drdd ajan funktiona kuvaavan
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funktion yksikésitteisesti, mikéli verrannollisuuskerroin k tunnetaan (riippuu bakteerien
fysiologiasta).

Differentiaaliyhtaloiden yhteydessé kdytetddn matematiikassa yleensa tiettyja melko va-
kiintuneita merkintdja. Tuntematonta funktiota merkitéin usein y ja sen derivaattaa y'.
Lisdksi yht#lossa voi esiintyd derivaatan derivaattoja y”, ¥ jne. Funktion muuttujana
voi olla z, mutta hyvin usein myds ¢, varsinkin jos funktio kuvaa jotain ajasta riippuvaa
suuretta. Jos muuttujana on t, funktiota itsedén voidaan toisinaan jopa merkité x:114, esi-
merkiksi z(t) = ¢2. Koska differentiaaliyht#lon ajatellaan yleensi pétevin kaikilla muut-
tujan arvoilla (esimerkiksi bakteerien méérén riippuvuutta kuvaava yhtélo pétee teorias-
sa kaikilla ajanhetkilld), niin yhtdloissa jatetdédn lisdksi yleensd merkitseméttd funktion
muuttuja; ei siis merkitd funktion arvoa (oikeaoppisesti) y(z) vaan yksinkertaisesti y.

Maidritelma 7.1. Yhtélod, jossa esiintyy vahintddn yksi tuntemattoman funktion y deri-
vaatta tai korkeampi derivaatta, kutsutaan differentiaaliyhtiloksi (DY). Differentiaaliyh-
télon ratkaisu on miké tahansa funktio, joka y:n paikalle sijoitettuna toteuttaa yhtalon.
Yhtalon kertaluku eli aste on korkeimman siiné esiintyvan derivaatan kertaluku.

Esimerkki 7.2. Differentiaaliyhtdloité:

Yy =0 (1. aste),
y" +2zy = Vx (2. aste),
z (3. aste).

"o
R
Esimerkki 7.3. Tarkastellaan yhtaloa
y//_2y/+y:$.

Tdmé& on toisen asteen differentiaaliyhtélo. Yhtélon erds ratkaisu on y(z) = ¥ + = + 2,
sillé sen derivaatat ovat

Y(z)=€e"+1 ja y'(z) =€
Kun ndm3 sijoitetaan yhtélon vasemmalle puolelle, saadaan
y' =2y +y=e"—2(e" +1)+ (" + 7z +2) ==
Tam4 on sama kuin yhtélon oikea puoli, eli funktio y toteuttaa yhtélon.

Esimerkki 7.4. Jos suureen muutosnopeus on suoraan verrannollinen suureen nykyti-
laan, kuvaa tilannetta differentiaaliyhtdlo

y' = ky,
misséd k on verrannollisuuskerroin. Téllaisen yhtdlon ratkaisut ovat muotoa
y(t) = Ce™,
missd C' on jokin tuntematon vakio. Nimittdin, tillaisen funktion derivaatta on

y'(t) = Ce -k =k - Ce* = ky(t),
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joten ndhd&an, ettéd y todella toteuttaa kyseisen yhtédlon. Téllaista yhtélod sanotaan eks-
ponentiaalisen kasvun (tai vihenemisen) yht#loksi, silld ratkaisufunktio y on eksponent-
tifunktio. Mik&li verrannollisuuskerroin & on positiivinen, ratkaisu on eksponentiaalisesti
kasvava, mikili £ on negatiivinen, ratkaisu on eksponentiaalisesti viheneva ja ldhestyy
nollaa. Luvun alun bakteeriesimerkki on tyypillinen esimerkki eksponentiaalisesta kas-
vusta. Luku C' on tuntematon vakio, joka kuvaa systeemin alkutilaa. Sen arvoa ei voi
paételld suoraan ilman lisdtietoja.

0 2 4 6 8 10

Kuva 1: Eksponentiaalisen kasvun kuvaajia

Esimerkki 7.5. Ilman ympaériston asettamia rajoitteita populaation koon kehittyminen
noudattaa eksponentiaalisen kasvun mallia. Ympéariston vaikutus voidaan ottaa huo-
mioon lisddmalld yhtaloon ympéristén kantokykyd kuvaava vakio E. Olkoon N (t) popu-
laation koko ajanhetkelld ¢. Suhde N (t)/E kuvaa ympériston kuormitusta. Kun se on 0,
niin N(¢) = 0 eikd ympéristo ole lainkaan kuormittunut. Kun se on 1, niin N(t) = E ja
ympdristo asettaa esteen lisdéntymiselle. Ndin saadaan yhtéld populaation lisdantymi-

selle yhtélo
N
N =kN([1-=).
e (1-3)

Téassé yhtalossd k on jilleen elididen lisdantymiskykyd kuvaava vakio, joka on nyt posi-
tiivinen. Eksponentiaalisesta mallista poiketen mukana on nyt termi 1 — N(¢)/E, joka
pakottaa lisdédntymisnopeuden nollaan, kun populaation koko N (t) saavuttaa ympériston
kantokyvyn F.

Edelld kuvattua yhtalod sanotaan logistisen kasvun yhtéloksi. Sen ratkaisut ovat muotoa

E-Cekt

N0 = Er o)

missd C on jalleen populaation alkutilaa kuvaava tuntematon vakio.
Edellisissé esimerkeissé nahtiin, ettd differentiaaliyhtdlé ei médrds systeemis valttdmat-

ta taydellisesti, vaan ratkaisuun saattaa jaada tuntemattomia vakioita. Usein systeemis-
td kuitenkin tiedetddn sen toteuttaman differentiaaliyhtélon lisdksi sen alkutila tai tila
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t

Kuva 2: Eras logistisen kasvun kuvaaja

jollakin muulla hetkelld. Nama alkuarvot auttavat systeemin tilaa kuvaavan funktion
tarkassa médrittdmisessa.

Maisritelma 7.6. Ongelmaa, jossa yritetddn ratkaista tuntematon funktio, kutsutaan
alkuarvotehtdviksi (AAT), jos tiedetddn

1) jokin y:n toteuttama differentiaaliyhtélo, seké

2) y:n seké sen derivaattojen arvot jossain (samassa) pisteessi (n — 1):nteen derivaat-
taan asti, missd n on yhtdlon kertaluku.

Esimerkki 7.7. Tarkastellaan tavallista eksponentiaalisen kasvun mallia, jota kuvaa
yht&lo

y'(t) = ky(t),

misséd k on verrannollisuuskerroin. Téallaisen yhtdlon ratkaisut ovat muotoa
y(t) = Ce®,

missd C' on jokin tuntematon vakio. Jos tunnetaan systeemin alkutila eli funktion y arvo
ajanhetkelld y(0), voidaan vakion C arvo selvittdd. Esimerkiksi, jos y kuvaa bakteeri-
kasvuston massaa ja alussa bakteereja oli 3 mg, voidaan merkitd y(0) = 3. Funktion y
lausekkeen mukaan

y(0)=C - =C.1=C,
joten voidaan paatella, ettd C = 3.

Esimerkki 7.8. Aina alkuarvoehtokaan ei riitd yhtalon yksikésitteiseen ratkaisemiseen.
Tarkastellaan vaikkapa alkuarvotehtévaa

y, = \/ya y(O) =0.
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Heti nahdédén, ettd vakiofunktio y1(z) = 0 toteuttaa yhtdlén ja alkuarvoehdon, joten
se on eris ratkaisu. Toisaalta myds yo(r) = z2/4 on ratkaisu. TAmiin derivaatta on
nimittiin y)(z) = 2z/4 = /2, ja

= 2 Vi _x
Y2 = 4—\/1—25

joten yh = /yz. Lisiksi yo toteuttaa myds alkuarvoehdon.

Koska differentiaaliyhtéloissd esiintyy derivaattoja, tdytyy niitd ratkaistaessa yleensi
etsid funktioiden integraalifunktioita. Tamén vuoksi differentiaaliyhtdlon ratkaisemista
kutsutaan joskus yhtdlon integroimiseksi. Integraalifunktioita etsittdessd on muistettava,
ettd tietyn funktion integraalifunktio ei ole koskaan yksikésitteinen. Eri integraalifunktiot
voivat poiketa toisistaan integroimisvakiolla, joka on otettava huomioon.

Esimerkki 7.9. Jotkut differentiaaliyhtdlot ovat yksinkertaisia ratkaista. Tarkastellaan
esimerkiksi alkuarvotehtédvaa

y' =2z, y(0)=0, y'(0)=-L

Tamé& yhtalo sanoo yksinkertaisesti, ettd tuntematon funktio ¢ on sellainen, jonka toisen
derivaatan lauseke on 2z. (Huomaa, etté itse funktio y ei valttdmatta esiinny yhtélossa.)
Yhtilé voidaan ratkaista peruuttamalla derivointi kahdesti, eli etsimélld funktion g
integraalifunktiot y’, ja sitten tdméan funktion integraalifunktiot y. Aluksi saadaan

M@=/W@m:/mmzﬁ+a

Téssé ei saa unohtaa integroimisvakiota C. Toisen alkuarvoehdon mukaan nimittdin
pitda pated ¢/ (0) = —1, ja toisaalta

y'(0)=0*+C =C,
joten itse asiassa C' = —1 ja y'(z) = 22 — 1. Nyt voidaan jatkaa:
3
y(z) :/y'(x)dx:/xQ—ldw: ?—J;—i—D.
Edelleen, koska ensimmaéisen alkuarvoehdon mukaan pétee y(0) = 0, mutta toisaalta
03

y(0)=5 ~0+D=0-0+D=D,

niin itse asiassa D = 0 ja y(z) = 23/3 — z.

Jos alkuarvoehtoja ei olisi, ei vakiota C olisi voitu selvittdd. Talloin ratkaisuksi saataisiin
2 a
y(x) :/y'(x)dm:/m +Cdz = ?+C$+D,

ja ratkaisuun j&& kaksi tuntematonta (integroimis)vakiota.
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7.2 Separoituvan yhtilon ratkaiseminen

Separoituvia differentiaaliyhtéloitd esiintyy kdytdnnon tilanteissa melko usein, ja niiden
ratkaisumenetelmd on yksinkertainen. Separoituvassa differentiaaliyhtéléssd muuttujan
arvo ja funktion arvo saadaan yhtdsuuruusmerkin eri puolille.

Maédritelma 7.10. Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélod kutsutaan separoitu-
vaksi, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

missi g(y) on lauseke, jossa ei esiinny ollenkaan muuttujaa z (paitsi funktion y muuttu-
jana) ja h(z) on lauseke, jossa ei esiinny lainkaan tuntematonta funktiota y.

Esimerkki 7.11.

a) Yhtals
2yy' =

on separoituva. Téssi g(y) = 2y ja h(z) = z2.

b) Myds yhtils

y' = (z+2)y*
on separoituva, jos y # 0, silli se voidaan t#llgin jakaa puolittain y?:1la, jolloin
saadaan
yl
= =x+2.
Y2

Tissd g(y) = 1/y? ja h(z) = x + 2.

c) Yhtalo
y+2=z
ei ole separoituva, silld se ei ole muotoa g(y)y' = h(z), eikid sitd voi mydskddn

muuttaa tdhidn muotoon.

Separoituvan differentiaaliyhtélon ratkaiseminen perustuu yhdistetyn funktion derivaat-
taa koskevaan integrointisddantoon. Tarkoituksena on pédstd eroon y:n derivaatasta, jol-
loin yhtdlo muuttuu differentiaaliyhtilosté tavalliseksi algebralliseksi yhtaloksi.

Kun muistetaan y:n olevan itse asiassa x:n funktio, niin huomataan, ettd yhtdlon va-
semmalla puolella oleva g(y) = g(y(z)) on yhdistetyn funktion lauseke. Merkitdén G:114
jotain funktion g integraalifunktiota. T&lloin G’ = g, joten separoituva yht#lo voidaan
kirjoittaa muotoon
G'(y(2))y (z) = h(z).

Nyt ndhdédin, ettd vasemmalla puolella olevassa lausekkeessa on yhdistetty funktio ker-
rottu sisdfunktion derivaatalla. Téhin voidaan suoraan soveltaa sopivaa integroimisséin-
t6d (numero 5), jolloin vasemman puolen integraalifunktioksi saadaan

/ G'(y(2))y (z) dz = G(y(x)) + C.
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Vasemman puolen integraalifunktion on oltava sama kuin oikean puolen, jonkin vakion
lisdysta lukuunottamatta. Jos merkitdén oikean puolen funktion h jotain integraalifunk-
tiota H, niin saadaan ratkaisuksi

Gy(a)) = H(z) + C.

Tam4 on nyt tavallinen yhtilo, koska siind ei endd esiinny y:n derivaattoja. Tastd pyri-
taan vield ratkaisemaan y, mutta se ei ole aina mahdollista.

Esimerkki 7.12. Ratkaistaan yhtild

2yy’ = 2.
Tissd g(y) = 2y ja h(z) = z2. Funktio g on siis ikiifin kuin muuttujan y funktio, ja
sen erdis integraalifunktio on G(y) = y2. Funktion h integraalifunktioksi voidaan valita
esimerkiksi H (z) = 13 /3. Edelli esitetyn ratkaisumenetelmin mukaan G(y) = H(z)+C,
missd C' on jokin vakio, joten
y?> =23/3+C.

Téastd voidaan vield ratkaista y ottamalla molemmilta puolilta neligjuuri. Téaytyy kui-
tenkin muistaa ottaa huomioon myos negatiivinen vaihtoehto:

1
y(z) = £/ §$3 + C.

Usein yhtdlon muuttaminen separoituvaan muotoon vaatii lisdoletuksia, joiden avulla voi
16ytyé lisdratkaisuja. Téllaisia ratkaisuja, jotka 16ytyvit ennen kuin yhtdlé on separoitu-
vassa muodossa, kutsutaan erillisratkaisuiksi.

Esimerkki 7.13. Ratkaistaan yht&lo
2
y' =y~
Yhtalo ei ole separoituvassa muodossa, mutta se voidaan helposti muuttaa sellaiseen

jakamalla termilli y2. Tdm3 on kuitenkin kiellettys, jos y = 0. Toisaalta funktio y(z) = 0
toteuttaa kyseisen yhtdlon. Se on siis erillisratkaisu.

Muiden ratkaisujen 16ytdmiseksi voidaan olettaa, ettd y # 0. Jaetaan yht&lé puolittain
2
y“:lla:

y_zy' =1.
Nyt g(y) = y~2, ja tdmin erdis integraalifunktio on G(y) = —y~!. Toisaalta funktion
h(z) = 1 erés integraalifunktio on H(z) = z. Saadaan siis
_yil =z+ Ca
josta ratkeaa helposti
(@)= ——
T) = — .
y z+C

T&ama separoimalla saatu ratkaisu ei saa koskaan arvoa 0, niin kuin oletettiinkin. Yhta-
16n ratkaisuja ovat siis erillisratkaisun lisdksi kaikki separoimalla saadut ratkaisut, jotka

riippuvat vakiosta C":
1

z+C°

Jos tehtévassa olisi vield alkuarvoehto, sen avulla voitaisiin valita oikea ratkaisu. Jos
esimerkiksi y(1) = 0, niin tiedetdén, ettd erillisratkaisu y(z) = 0 on oikea, koska sepa-
roimalla saatu ratkaisu ei voi koskaan saada arvoa 0.

yle) =0 tai y(z) =
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Separoituvan yhtélon ratkaisumenetelmén muistamista voi helpottaa, jos ajattelee vain
“integroivansa molemmat puolet”. Samalla voi yhdistetyn funktion integroimissddnnon
muistaa muodossa y' dz ~ dy.

Esimerkki 7.14. Ratkaistaan eksponentiaalisen kasvun mallin mukainen alkuarvoteh-
tava

y'(t) =-3yt), y(0)=4
Yhtalo ei ole separoidussa muodossa, mutta se voidaan helposti muuttaa sellaiseen ja-
kamalla puolittain termilld y. Tdma on kuitenkin kiellettyd, jos y = 0. Erillisratkaisu
y(t) = 0 ei kuitenkaan toteuta alkuarvoehtoa, joten voidaan olettaa, ettd y # 0. Jaetaan
nyt yhtalo puolittain y:114 ja integroidaan:

/l-y'dt:/—3dt
Y
/ldy:/—3dt
Yy

In|y| = -3t + C.

Integroimisvakio tarvitsee merkitd vain toiselle puolelle. Koska alkuarvoehdon mukaan
y(0) =4 > 0, niin voidaan jittaa itseisarvomerkit pois.

Koska logaritmi y:sté kertoo, mihin potenssiin kantaluku pitéisi korottaa, jotta saataisiin
—3t + C, ndhdéan etta
—3t+C _ O o3t

y=e e’ -e

On tapana merkité e© = g, jolloin ratkaisufunktio on y(t) = yoe ™3
jokin positiivinen vakio.

t C

, Missd yp = e~ on

Koska alkuarvoehdon mukaan y(0) = 4, ja toisaalta
y(0) =yo- " =yo -1 =y,
niin nahd&in, ettd vakio yg = 4. Ratkaisufunktio on siis
y(t) = de 3L

Esimerkki 7.15. Myos logistisen mallin yhtdlo on separoituva. Muokataan yhtdlon
lauseketta ensin hieman:

- M (v
N_kN<1 =) =k(N-F% )

Voidaan olettaa, ettd N > 0 (eli populaatio ei ole tyhji) ja N < E (eli populaatio ei
ole saavuttanut ympériston kantokykyd), jolloin yht#lo voidaan jakaa puolittain oikean

puolen termilli N — N2/E:
1

N -N%/E
Yht#ld on nyt separoidussa muodossa: H(t) = k ja G(N) = 1/(N — N?/E), joista
jalkimmaé&inen voidaan myos kirjoittaa muodossa
_ 11
N N-FE

N' =k.

G(N)
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Integroidaan yhtilo puolittain ja muistetaan, ettd N > 0ja N — E < 0:

/(%—NiE)N'dt:/kdt
[ (i) av- fra

InN —In(E — N)=kt+C.

Logaritmien laskusdéntéjen mukaan In N —In(E — N) = In %, joten eksponenttifunk-

tion avulla saadaan N
_ VLt
E—-N

Merkitéisin nyt e© = Ny/(E — Np) ja ratkaistaan vield yhtélosta N:
N NyeM |
E-N E—-N,
EN — NyN = ENyeFt — NNye
EN — NNy + NNyekt = ENyer
(E + No(e** — 1)) N = ENye®*
ENyekt

(kerrotaan ristiin)

N = .
E+ N()(ekt — 1)
Jos nyt ¢t = 0, niin
ENyek© ENy-1 EN,
N(0) = = = = Np.
© E+ No(e*0—1) ~ E+Ny(1—-1) E 0
——

=0

Vakio Ny kuvaa siis populaation kokoa ajanhetkelld 0.

7.3 Virtausmallit

Virtausmallit tuottavat helposti differentiaaliyhtéléité, silld aineen virtaaminen johonkin
sailioon tai sieltd pois aiheuttaa aineen madrdn muutoksen siilidssd. Jos virtausnopeu-
det ovat jonkin takaisinkytkennén kautta sidoksissa aineen mé&draan sailiossé, tilannetta
voidaan kuvata differentiaaliyhtalolla.

Esimerkki 7.16. Olkoon T'(t) aineen méaéra siiliosséd ajanhetkelld ¢. Ainetta on hetkelld
t = 1 sailigssé 10 litraa, eiké sitd tule lisdd. Ulosvirtaavan aineen nopeus u(t) puolestaan
riippuu aineen méérastd sdiliossd niin, ettd u(t) = kT'(t). Verrannollisuuskerroin k ei
kuitenkaan talld kertaa ole vakio, vaan vihenee ajan my6td noudattaen funktiota k(t) =
1/t2. Siilidssi olevan aineen miirin muutos ajanhetkelld ¢ on T"(t), ja koska se riippuu
nyt vain ulosvirtauksen nopeudesta, saadaan yhtdlo T'(t) = —u(t) = —k(¢)T'(t) eli

1

T'(t) = 5 - T(t).

Tilannetta kuvaa oheinen virtauskaavio.
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u(t) = kOT()
T(®)

k(t) = 1/

Téaméa yhtdlo voidaan separoida jakamalla puolittain 7:114. Koska alkuehdon mukaan
aineen méara ei ole nolla, niin jako voidaan suorittaa, jolloin saadaan

1, 1
T:_t_2

=
1 1
/—-T’dt:/——dt
T 12
/ldT—/—t_th
7T =

t—l
1

Koska aineen maéra séilidssd on aina positiivinen, voidaan itseisarvomerkit jattaa pois.
Eksponenttifunktion avulla saadaan

T = eitC = ¢C . of = Ae%,
missé on merkitty e© = A. Alkuehdon mukaan 7'(1) = 10, ja toisaalta
T(1) = Ael = Ae,

joten A -e = 10, josta A = 10/e = 10e~!. Alkuarvotehtivin ratkaisuksi saadaan siis

funktio

o=

T = 10e ‘et = 10et L.

Kun #:t# kasvatetaan, niin 1/t — 0, joten lim; ,, T(t) = 10e ! ~ 3,68.
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8 Matriisilaskenta

Kurssin loppuosassa tutustutaan matriiseihin ja niiden kytt66n lineaaristen yht&loryh-
mien ratkaisemisessa.
8.1 Lineaarisen yhtiloryhméin ratkaiseminen
Maisdritelma 8.1. Yhtidlos
a1T1 + asTo + - -+ + apTy = b,

missé aq,...,a, seki b ovat vakioita ja z1,...,x, ovat tuntemattomia, kutsutaan n:n
tuntemattoman lineaariseksi yhtdloksi. Jos liitetdan yhteen m kappaletta lineaarisia yh-
taloita, joissa on samat tuntemattomat, saadaan lineaarinen yhtaloryhma:

a1171 + a12T2 + - + a1, = by

a21T1 + a2 + -+ agpTy, =  bo

Am1T1 + AmaT2 + -+ + QT = by
Lukuja a11,-.-..,0m, nimitetddn yhtdloryhmén kertoimiksi. Jos tuntemattomia on va-
hén, niitd merkitddn yleensd z,y, z,.... Lineaarisen yhtéloryhmén ratkaiseminen mer-
kitsee sitd, ettéd 1oydetdan n kappaletta lukuja, jotka tuntemattomien x4, ..., z, paikalle

sijoitettuina toteuttavat yhta aikaa kaikki m yhtéloa.

Esimerkki 8.2. Lineaarisia yhtaloryhmié:

z+y=1 20 —y+z = =2 o iz =1
T—y=2" 3z +2y—2z = 0’ —ST1 2oy —a = '
y= y - T2 +x3 = 12
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Ensimmaisen yhtéléryhmén ratkaisu on z = 3/2, y = —1/2. Toisella yhtaloryhmélld on
ddrettoman monta ratkaisua, kuten my6hemmin ndhdéén.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisessa pyritdan 16ytaméaan luvut, jotka tuntematto-
mien paikalle sijoitettuina toteuttavat kaikki ryhmén yhtélot. On helppo ndhdé, etté
tdma el aina onnistu, eli yhtdloryhmaélld ei aina ole ratkaisua. Esimerkiksi yhtdléryhméa

z+y =1
z+y = 0
siséltad kaksi keskenéddn ristiriitaista yhtalod, eivatkd mitkdan luvut x ja y voi toteuttaa

molempia yhtéloitd yhtd aikaa. Toisaalta joskus ratkaisuja 10ytyy ddrettomaésti, kuten
seuraavan yhtiloryhman tapauksessa:

T—Yy 0
20 —2y = 0°
Téamaéan yhtaloryhmin molemmat yhtalot sisdltéviat saman tiedon luvuista x ja y, nimit-

tdin sen ettd x = y. Mika tahansa luku sijoitettuna sekd z:n ettd y:n paikalle toteuttaa
molemmat yhtalot.

Lineaarisen yhtéléryhmén ratkaisemiseksi on olemassa monta menetelméd. Pienilld yh-
taloryhmilld (2-3 yhtélod) voidaan kdyttdd sijoitusmenetelméd, jossa yhdestd yhtalosté
ratkaistaan aina yksi tuntematon, joka sitten sijoitetaan muihin yht&léihin. Yhtélojen
lukumaéran kasvaessa tdmé menetelmé kdy kuitenkin epakiytanndlliseksi.

Talla kurssilla kéytetddn yhtaloryhmien ratkaisemiseen ns. Gaussin-Jordanin eliminoin-
timenetelmad. Siind muokataan yhtéloryhmaéd yksinkertaisemmaksi sellaisilla tavoilla,
jotka eivit muuta yhtdloryhmén ratkaisuja. Yhtélot kiydéan 1api ylhasltd alkaen, ja
jokaisen yhtélon kohdalla toistetaan kaksi paévaihetta. Namé ovat:

1) Jaetaan yhtélo puolittain, jotta yhtélon vasemmanpuolimmaisen tuntemattoman
kertoimeksi saadaan 1.

2) Eliminoidaan tdmé#n kertoimen avulla vastaavat tuntemattomat kaikista muista
yhtéloista.

Jalkimmainen vaihe, eliminointi, tapahtuu seuraavasti. Oletetaan, ettd ollaan kéasittele-
méssa 1. yhtdloa ja halutaan eliminoida ensimméinen tuntematon 2. yhtalosta. Kerro-
taan 1. yhtalo puolittain 2. yhtédlon ensimmaéisen tuntemattoman kertoimen vastaluvulla.
Lisdtaan sitten ensimmaéinen yhtalo toiseen, jolloin tuo tuntematon hévida. Tarkastellaan
ensin yksinkertaista esimerkkié.

Esimerkki 8.3. Olkoon ratkaistavana seuraava yhtélopari:

2c+4y = 2
3r+5y = —1°

Aloitetaan késittely ensimmaéisesté yhtélosta. Jaetaan yhtdlo puolittain luvulla 2, jolloin
ensimmadiseksi kertoimeksi tulee 1:

{ T+ 2y

Il
—_

3r+5y = —-1°
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Toisen yhtdlon ensimmaisen tuntemattoman kerroin on 3. Jotta tdmai saataisiin hivia-
médn, kerrotaan ensimmaéinen yhtalo puolittain luvulla —3, ja lisdtdin néin saatu yhtalo
toiseen. Ensimmaéinen yhtdlo —3:114 kerrottuna on

—3z — 6y = —3.

Lisdtdan tdmé nyt puolittain toiseen yhtaloon:

-3z -6y = -3 | (—=3)x(1. yhtlo)
3z+5y = —1 |2 yhtilo
0—y = —4

Saatu yhtilo kirjoitetaan toisen yhtélon paikalle, jolloin yhtaloryhmésta tulee

z +2y = 1
—y = —4°

Toisesta yhtdlosta havisi ndin . Huomaa, ettd ensimmaéinen yhtilo kirjoitettiin edelleen
samassa muodossa kuin aiemmin. Sitd vain kdytettiin hyviksi z:n kertoimen nollaami-
sessa toisesta yhtalosté.

Téastd muodosta voi jo lukea yhtdloryhmaén ratkaisun, silld selvastikin y = 4, ja z:n
voi ratkaista, kun y tunnetaan. Jatketaan kuitenkin menetelmdd vield tdydellisyyden
(ja harjoituksen) vuoksi loppuun asti. Toisen yhtdlén ensimmaéinen nollasta poikkeava
kerroin g:n kerroin ja se on —1. Jaetaan toinen yht&lo luvulla —1, jolloin yhtéloryhmaésta

tulee
z 42y =1
y = 47
Kaytetdan sitten jalkimmaistd yhtdlod y:n havittamiseen ensimmadisestd. Ensimmaises-

sd yhtélossd y:n kerroin on 2. Kerrotaan jalkimmainen yhtéld siis puolittain —2:1la ja
lisdtédén ensimmdiseen:

—2y —8 | (=2)x(2. yhtdld)
z +2y 1 | 1. yhtdlo
z = -7

Tulos sijoitetaan ensimméisen yhtélon paikalle:

T = —7
{ y = 4
Nyt yhtéloéryhma on téysin ratkaistussa muodossa, josta voidaan suoraan lukea tuntemat-
tomien arvot. Tarkistetaan vield tdmé vastaus sijoittamalla saadut arvot alkuperdisiin
yhtéloihin:
2-(-7)+4-4 = —-14+16 = 2
{3-(—7)+5-4 = -21+20 = —-1°

Tulos on oikea.

Kaytetyssd menetelméssi ei lainkaan koskettu tuntemattomiin x ja y. Niitd ei esimer-
kiksi siirrelty yhtalon puolelta toiselle, vaan kaikki hoidettiin vain manipuloimalla niiden
kertoimia. Tdéméa antaa aiheen muotoilla yhtdloryhmé niin, ettd vain tuntemattomien
kertoimet ovat nikyvissd, mika helpottaa varsinkin isojen yhtéléryhmien kasittelya huo-
mattavasti. Téallaiseen muotoiluun soveltuvat erityisesti niin kutsutut matriisit.
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Maisdritelma 8.4. Lukukaaviota, jossa on m rivid ja n saraketta, kutsutaan matriisiksi,
jonka tyyppi on m X n, eli lyhyemmin m X n-matriisiksi. Matriiseja merkitdan yleensd
isoilla kirjaimilla. Esimerkiksi

ai1 ai12 e A1n
M =
aml Am2 --- GOmn
on m X n-matriisi, jonka alkioina ovat luvut aii,...,am,. Matriisin alkioihin voidaan

viitata merkitsemdlld M;;, missd 4 on rivin numero ja j sarakkeen numero. Esimerkiksi
M5, on matriisin M toisen rivin ensimméisen sarakkeen alkio, eli téssd tapauksessa
M21 = a21-

Esimerkki 8.5. Esimerkkeja matriiseista:

I 13 7x 2
_ 2 _
{(1) 01], 0 -5 V2|, |1}, [_21 45 ;]
-1 -3 10 3

Niiden matriisien tyypit ovat vasemmalta oikealle lukien 2 x 2, 3 x 3,3 x 1 ja 2 x 3.

Ratkaistavan yhtaléryhmén kertoimet voidaan sijoittaa matriisiin, jonka jélkeen elimi-
nointi sujuu aivan samalla tavoin kuin aiemminkin; tuntemattomia vain ei tarvitse koko
ajan kirjoittaa nakyviin.

Esimerkki 8.6. Ratkaistaan seuraava kolmen yhtélon yhtéléryhmé:

21 +4x9 +6x3 = 12
3x1 +x9 —x3 = —2.
21 —3z2 +2z3 = 14

Sijoitetaan kertoimet ja oikealla puolella olevat vakiot 3 x 4-matriisiin. Halutessamme
voimme selvyyden vuoksi merkitd pystyviivan matriisiin siihen kohtaan, missd yht&lo-
ryhméssé on =-merkki. Syntyva matriisi nayttda talta:

2 4 6 | 12

Aloitetaan nyt eliminointi. Ensimmaéiseksi tarkastellaan matriisin ensimmaéisté rivid (jo-
ka siis vastaa yhtaloryhmén ensimméistd yhtalod). Jaetaan rivi 2:lla, jolloin saadaan
ensimmaéiseksi kertoimeksi 1:

2 4 6 | 12] :2 1 2 3 | 6
3 1 -1 | -2 ~ 31 -1 | =2
2 -3 2 | 14 2 -3 2 | 14

Kaytetdan sitten ensimmaéisen rivin ensimmaisen sarakkeen kerrointa eliminoimaan ker-
toimet samasta sarakkeesta kaikilta muilta riveiltd. Toisella rivilla ensimmaéisessa sarak-
keessa on 3 ja kolmannella 2. Lisdtdan siis ensimmainen rivi toiseen —3:1la kerrottuna ja
kolmanteen —2:1la kerrottuna:

1 2 3 | 67 «(=3) |-(-2 1 2 3 | 6
31 -1 | =2 « | ~ |0 =5 =10 | —20
2 -3 2 | 14 | + 0 -7 —4 | 2



Nyt on eliminoitu ensimméinen kerroin toiselta ja kolmannelta riviltd (eli tuntematon
on hévinnyt toisesta ja kolmannesta yhtélostd). Siirrytédén tarkastelemaan toista rivié.
Toisen rivin ensimmaéinen nollasta poikkeava kerroin on —5. Jaetaan rivi talla luvulla:

1 2 3 | 6 1 2 3 | 6
0 —5 —10 | —20| :(=5) ~ |0 1 2 | 4
0 -7 —4 | 2 0 -7 —4 | 2

Toisen sarakkeen kerroin on ensimmaéiselld rivilla 2 ja kolmannella —7. Lisdtdan siis
toinen rivi ensimmaiseen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen 7:11& kerrottuna:

1 2 3 | 6] « 10 -1 | =2
0 1 2 | 4] (-2) |7 ~ |0 1 2 | 4
0 -7 —4 | 2 | + 0 0 10 | 30
Jaetaan vield viimeinen rivi luvulla 10:
10 -1 | =2 10 -1 | -2
01 2 | 4 ~ 101 2 | 4],
0 0 10 | 30 :10 0 0 | 3

ja lisétaan se ensimmaiseen 1:114 kerrottuna sekd toiseen —2:lla kerrottuna:

10 -1 | =2] « 1 00
01 2 | 4 | + ~ 101 0 | -2
00 1 | 3] -1 |-(-2 00 1] 3
Nyt on eliminointi suoritettu loppuun. Tuloksena saatiin matriisi, jossa pystyviivan va-

semmalla puolella (eli yhtdloryhmén tuntemattomien puolella) on lavistajalla ykkosia,
muualla nollia. T&mé& matriisi vastaa yhtdloryhmad

I = 1
Z2

Il
[
N\

r3 = 3
Néin on yhtaloryhma téydellisesti ratkaistu.

Toisinaan jotain tuntematonta eliminoitaessa eliminoituu kaksi tuntematonta samalla
kertaa. Talloin voidaan vaihtaa yhtéloiden jarjestysté, jotta eliminointia voidaan jatkaa.

Esimerkki 8.7. Ratkaistaan yhtaloryhma

r1 43z —x3 = T
2x1 4+6x9y —x3 = 0.
il —Tr2 —I3 = 3

Kirjoitetaan yhtaloryhma4 jalleen matriisimuodossa. Ensimméisen rivin ensimmaéinen ker-
roin on jo valmiiksi 1, joten voidaan ruveta eliminoimaan saman sarakkeen muita alkioi-

1 3 -1 | 7 «<«(-2) |-(-<1) 1 3 -1 ] 7
2 6 —1 | 0| « | 0 0 1 | -14
1 -1 -1 | 3 | 0 —4 0 | —4
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Koska toiselta riviltd hévisi myos toinen tuntematon, vaihdetaan toinen ja kolmas rivi
keskendén, jolloin saadaan

1 3 -1 ] 7
0 -4 0 | -4
0 0 1 | —14

Nyt voidaan jatkaa normaalisti. Jaetaan toinen rivi —4:114:

1 3 -1 | 7 13 -1 | 71
0 -4 0 | 4| :(-=4 ~|01 0 | 1
0 0 1 | —14 00 1 | —14

Eliminoidaan toisen sarakkeen kerroin ensimmaiselta riviltd. (Kolmannelta riviltd se on-
kin jo havinnyt.)

13 -1 ] 77 « 10 -1 | 4
01 0 | 1| «(=3 ~101 0] 1
00 1 | —14 00 1 | —14

Eliminoidaan lopuksi vield kolmannen sarakkeen kerroin ensimmaisestd yhtalosta:

10 -1 ] 47 « 100 | —10
01 0 | 1 ~ 010 ] 1
00 1 | —14] 1 001 | —14

Tulos vastaa ratkaistua yht&léryhmaa

I = —10
I == 1.
r3 = —14

Kuten edelld mainittiin, lineaarisella yht&loryhmalld ei aina ole ratkaisua, ja toisinaan
taas ratkaisu ei ole yksikésitteinen. Téllaisia yhtéloryhmid nimitetédan talla kurssilla huo-
nosti ratkeaviksi.

Lause 8.8. Lineaarisella yhtaloryhmalld on aina joko yksi, ei yhtadn tai ddareton madard
ratkaisuja. Jos yhtaloryhmadlld ei ole lainkaan ratkaisua tai ratkaisuja on ddretéon mdadrd,
sanotaan, ettd yhtdloryhmd on huonosti ratkeava.

Esimerkki 8.9. Ratkaistaan eliminoimalla matriisimuodossa esimerkin 8.2 yht&léryhmé

2 -y +z = =2
-3z +2y —2z = 0

Jaetaan aluksi ensimmaéinen rivi 2:1la:

2 -1 1 | -2]:2 _[1 -1/2 1/2 | -1
-3 2 -1 1] 0 -3 2 -1 ] 0]

Lisdtaan sitten ensimmaéinen rivi toiseen 3:1la kerrottuna:

E O B e |
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Jaetaan jalkimméinen rivi 1/2:1la (mikd on sama kuin kertominen kahdella), jotta saa-
daan ensimmaéiseksi nollasta poikkeavaksi kertoimeksi 1:

B I e |

Lopuksi lisétéén toinen yhtélo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna:

1 —1/2 1/2 | =1 « 1 01| —4
0 1 1 | -6 -1/2 01 1| —-6]°
Eliminointi on nyt suoritettu loppuun. Tulosmatriisi vastaa yhtaléryhmaé
T +z = —4
y +z = —6°

Viimeistd tuntematonta z ei voitu eliminoida, koska se ei tullut mihinkdan yhtdlo6n en-
simmaéiseksi. Téallaista tuntematonta kutsutaan vapaaksi muuttujaksi, silla sen arvo voi
olla mité vain. Yhtéloryhmalld on siis ddretén médré ratkaisuja, mutta ndmé ratkaisut
riippuvat vapaan muuttujan (joita voi olla myds useita) arvosta. Jos esimerkiksi valittai-
siin z = 1, niin muut tuntemattomat voitaisiin tilld perusteella ratkaista, ja saataisiin
r=—-5jay=—".

Edellisessé esimerkissé oli kaksi yht&loé ja kolme tuntematonta. Jotta vapaita muuttujia
ei tulisi, tdytyy yhtéloitd olla vdhintddn yhtd paljon kuin tuntemattomia. Lisdksi mika
tahansa yhtdléryhmaé voi olla ratkeamaton. Yhteenvetona saadaan seuraava lause.

Lause 8.10. Jos lineaarisessa yhtdloryhmdssd on n tuntematonta ja m yhtdlod, jan > m
(eli enemmdn tuntemattomia kuin yhtaloitd tai matriisimuodossa lisan vahdn rivejd),
yhtdloryhmd on huonosti ratkeava.

Yhtéaléryhmé voi olla huonosti ratkeava, vaikka siind ei olisikaan enempéd tuntemattomia
kuin riveja.

Esimerkki 8.11. Tarkastellaan seuraavaa yhtdloryhméas:

T +x9 +xT3 = 3
2z —+x9 +x3 = 2.
X1 —2.’132 —2.’1}3 = -2

Ensimmaisen rivin ensimmaéinen kerroin on valmiiksi 1. Lisatdin ensimmaéinen rivi toi-
seen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottuna:

11 1 | 371 «(=2) |-(-1) 11 1 | 3
2 1 1 | 2| « | ~ 10 =1 =1 | —4
1 -2 -2 | -2 | + 0 -3 -3 | =5
Jaetaan toinen rivi puolittain —1:114:
1 1 1 ] 3 11 1 | 3
0 -1 -1 | -4 :(-1) ~ |0 1 1 | 4
0 -3 -3 | -5 0 -3 -3 | -5
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Lisdtaan sitten toinen rivi ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen 3:1la kerrottu-

1 1 1 | 3] « 100 | -1
0 1 1 | 4| «(=1) [-3 ~[0 1 1] 4
0 -3 -3 | =5 = 000 ]| 7

Tulokseksi saatu matriisi vastaa yhtaloryhméaa

X1 = -1
To —+x3 = 4 .
0 = 7

Viimeiseltd riviltd eliminoituivat siis kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle j&i
luku 7. Tdm4 on ristiriitaista, silld 0 # 7. Yhtéloryhméll4 ei siis ole ratkaisua. Huomaa,
ettd vaikka ensimmaiselld rivilla lukeekin z1 = —1, tdma ei ole edes osittainen ratkaisu,
silld yhtdloryhméa ratkaistaessa on kaikki yhtélot ratkaistava yhtd aikaa. Jos johonkin
kohtaan tulee ristiriita, se tarkoittaa, etta koko yhtaloryhm4 oli alun pitden ristiriitainen.

Kerrataan vield eliminointimenetelmén vaiheet. Jokaista rivid kohti ylh&alta alkaen suo-
ritetaan seuraavat operaatiot:

1. Jos tarvitaan, vaihdetaan rivi jonkin alemman vield késittelemattoman rivin kans-
sa.

2. Jaetaan rivin alkiot jollain luvulla niin, ettd ensimmaisen nollasta poikkeavan ker-
toimen arvoksi tulee 1.

3. Eliminoidaan tdmaéan kertoimen avulla vastaava kerroin saman sarakkeen kohdalta
kaikilta muista riveilta.

Kun nédmaé vaiheet on suoritettu kaikille riveille, tulos voi olla jokin seuraavista:

e Kaikki tuntemattomat jadvat yksin omalle rivilleen, ja yhtaloryhma ratkeaa yksi-
késitteisesti.

e Jokin tuntematon ei ole ensimmaisend milldén rivilld. Tdmé& on vapaa muuttuja,
ja yhtaloryhmaén ratkaisu riippuu sen arvosta. Ratkaisuja on ddretén méaara.

e Jostakin yhtdlosta havidvat kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle ja& nol-
lasta poikkeava luku. Télloin yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.

8.2 Matriisien laskutoimitukset

Paitsi ettd matriiseja voi kiyttdd nappéarasti apuna yhtaloryhmén merkitsemisessé, niil-
14 on my6s kokonaan oma elaménsd. Matriiseja voidaan muun muassa laskea yhteen ja
kertoa toisillaan, ja kullakin n#istd operaatioista on oma merkityksensd myos sellais-
ten yhtdloéryhmien kannalta, jota kyseiset matriisit kuvaavat. Toisaalta matriisien las-
kutoimituksilla on tiettyja rajoituksia: mitd tahansa matriiseja ei esimerkiksi voi laskea
yhteen.
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Maiidritelmi 8.12. Matriisien yhteen- ja viihennyslasku. Olkoot A ja B m X n-
matriiseja. Yhteenlasketun matriisin A + B alkiot saadaan laskemalla A:n ja B:n alkiot
yhteen kohdakkain. Sama pétee vihennyslaskulle A — B. Siis

(A £ B)ij = Ay & Byj.

Huom! Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen tai vihent#d toi-
sistaan.

Esimerkki 8.13. Kahden 3 x 2-matriisin yhteenlasku:

1 2 2 -1 142 24 (-1) 31
3 4/+10 1|=|3+0 441 |=|3 5
5 6 3 2 543 6+2 8 8

Miidritelmi 8.14. Skalaarikertolasku. Minksd tahansa matriisin A voi kertoa reaali-
luvulla ¢. Tdtd toimitusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi ja merkitdén cA (ilman ker-
tomerkkid). Téssé operaatiossa jokainen matriisin alkio yksinkertaisesti kerrotaan kysei-
selld luvulla, eli
(CA)Z']' =cC- AZ_7
Esimerkki 8.15. Erdén 3 x 2-matriisin kertominen luvulla:
2 -1 2.2 2.(=1) 4 -2
20 1|1 =12-0 2-1
3 2 2.3 2-2

=10 2

6 4
Matriisin kertominen luvulla on helppo toimitus ja se voidaan aina suorittaa. Kahden
matriisin vélinen kertolasku on hieman monimutkaisempi ja myos rajoitetumpi operaatio.

Maiidritelm3i 8.16. Matriisikertolasku. Kaksi matriisia voidaan kertoa toisillaan vain,
jos ensimmdisessd on yhtd paljon sarakkeita kuin toisessa on rivejd. Olkoon siis A m X n-
matriisi ja B n X p-matriisi. Téll6in matriisi AB on mééritelty. Sen alkio (AB);; saadaan
kertomalla A:n ¢:nnen rivin alkiot yksitellen B:n jmnen sarakkeen alkioilla ja laskemalla
saadut tulot yhteen. Siis

n
(AB)ij = A Bij + AigBaj + - -+ + Ain By <= ZAikBkj) :
k=1

Tuloksena on m X p-matriisi.

Esimerkki 8.17. Olkoon

1 2

A:ﬁ _31 (2)] ja B=|-2 -1
0 1

Koska A:ssa on kolme saraketta (tyyppi 2 x 3) ja B:ssd on vastaavasti kolme rivid (tyyppi
3 x 2), matriisit voidaan kertoa kesken#dén. Tulosmatriisi on tyyppid 2 X 2.

Katsotaan aluksi, miten saadaan tulomatriisin ensimmaéisen rivin ensimmaéisen alkion
arvo. Méiritelmin mukaan on otettava matriisista A ensimméinen rivi ja matriisista B
ensimmaéinen sarake, kerrottava niilld olevat alkiot kesken#én, ja laskettava yhteen. Siis

(AB)11 = A11B11 + A12Bo1 + A13Bs31
2 14 (=1)-(=2)+0-0=4.
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Lasketaan tdmén jilkeen ensimmaisen rivin toinen alkio kertomalla matriisin A ensim-
maisen rivin alkiot matriisin B toisen sarakkeen alkioilla:

(AB)12 = A11B12 + A12Bog + A13B3
—2.24(=1)-(=1)+0-1=5.

Samaan tapaan lasketaan muutkin alkiot:

1 2
-2 -1
0 1

:[2-1+(—1)-(—2)+0-0 2-2+(—1)-(—1)+0-1]:[4 5]

2 -1 0
AB_L 3 2]
1-14+3-(=2)+2-0  1-2+43-(=1)+2-1 —5 1]°

Tulos on 2 X 2-matriisi, niin kuin pitdakin.

Matriisia, jossa on yhtd monta rivid kuin saraketta, kutsutaan neliématriisiksi. Nelimat-
riiseja voidaan kertoa toisillaan kummin péin tahansa, mutta tulos ei silti valttdméatta
ole sama.

Esimerkki 8.18. Olkoot A= [?1] ja B =[Y3]. Téllsin

AB — [2-0+1-(—4) 2-3+1-1] _ [—4 7]’

1-04+2-(—4) 1-3+2-1]  |[-8 5

mutta

BA:[O-2+3-1 0-1—1-3-2]:[3 6].

—-4-241-1 —4-1+1-2 -7 =2

Aina ei siis padde AB = BA. Kuitenkin seuraavat sdannot patevit matriisien kertolaskulle
silloin, kun se voidaan suorittaa:

1. A(BC) = (AB)C,
2. A(B+C)=AB+ AC,
3. (A+B)C = AC + BC.

8.3 Kiinteismatriisi

Olkoon A n x n-nelibmatriisi, alkioinaan a1, ..., any, ja olkoot X ja B n x 1-matriiseja
(vain yksi sarake), alkiot vastaavasti z1,..., 2y ja by, ..., b,. Tarkastellaan matriisiyhtd-
lod

AX = B.

Yhtéalon vasemmalla puolella oleva kertolasku antaa tulokseksi

ai] @12 ... Gip 1 a1121 +a1922 + -+ + a1pTy

a1 Gz ... Q2n| | T2 a21%1 + a2 + - - + ATy
AX = | . ) ) =

anl Qp2 ... Gpn Tn Ap1T1 + n2Z2 + - - + AppTy
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T&ama on n X 1-matriisi, samoin kuin alkuperiisen yhtilon oikealla puolella oleva matriisi
B. Yhtdlo pétee, jos ja vain jos vasemmanpuoleisen matriisin alkiot ovat samat kuin
oikeanpuoleisen, eli

1121 + a1222 + -+ a1pxn, = by
ao1x1 + agero + - + agpxT, = by
Gn1T1 + apaTa2 + -+ + ppTyp = by

N#hdéan, ettd matriisiyhtdlo AX = B vastaa eréstd lineaarista yhtdloryhméa.

Lause 8.19. Lineaarista yhtaloryhmdd, jossa on n yhtdloa ja n tuntematonta, vastaa
matriisiyhtdlo AX = B, missd A on nxn-matriisi, joka sisdltdad yhtaléryhmadn kertoimet,
X on n x 1-matriisi, joka sisdltia tuntemattomat, ja B on n X 1-matriisi, joka sisdltia
yhtaldiden oikealla puolella olevat vakioarvot.

Vaikka mikd tahansa yhtdloryhmé voidaankin kirjoittaa vastaavana matriisiyht&lona,
téssd yhteydessa tarkastellaan kuitenkin vain sellaisia yhtaloryhmié, joissa on yhtd mon-
ta yhtdlod kuin tuntematonta. Yhtaloryhmé voidaan nimittéin aina muuttaa téllaiseen
muotoon niin, ettd ratkaisut pysyvét edelleen samoina. Yhtéléihin voidaan aina lisd-
td tuntemattomia, jos niiden kertoimeksi vain asetetaan nolla, ja toisaalta sama yhté-
16 voidaan toistaa ryhméssd useamman kerran, jolloin yhtdloiden mé&ara kasvaa, vaikka
ratkaisut eivdt muutu.

Matriisiyhtalossé on kaikkien yhtéloiden kertoimet ikdan kuin korvattu yhdelld “superker-
toimella” A. Vastaavasti muuttujat on korvattu “supermuuttujalla” X ja oikean puolen
vakiot “supervakiolla” B. Matriisimuodon kiyttdmisesté olisi todellista hyotyé, jos tdmé
“superyhtéld” voitaisiin ratkaista kerralla ikdan kuin tavallinen yhtélé. Tahén pyrittaessa
otetaan ensin mallia tavallisen yhtdlon ratkaisemisesta.

Ensimmaisen asteen yhtdléo on muotoa ax = b. Jos a # 0, voidaan yhtilé ratkaista
jakamalla sen molemmat puolet a:lla, eli kertomalla molemmat puolet a:n kidanteisluvulla
1/a=a"':

ar=b | ot

a l(az) =a"'b

(e la)z =a"'b

l-z=a"'b

z=a ‘b

Niin 16ydetiiin yhtdlon ratkaisu = a~'b = b/a. Ratkaiseminen perustui tiettyihin lu-
kujen ominaisuuksiin. Ensinniikin kaikilla luvuilla pitee a '(az) = (a 'a)z. Toisaalta
kasinteisluvulla pitee a 'a = 1 ja lopulta ykkoselld kertominen antaa 1-z = z. Ensimmai-
nen ominaisuus patee matriiseillakin, silld A(BC) = (AB)C, jos kertolasku vain voidaan
suorittaa. Jos matriiseilta 10ydettéisiin muutkin kuvaillut ominaisuudet, voitaisiin mat-
riisiyhtdlo ratkaista samalla tavalla kuin lukuyhtdlokin. Néistd ominaisuuksista viimeksi
mainittu, eli 1-z = z, voidaankin itse asiassa muotoilla helposti my6s matriisella.

Maisdritelm3i 8.20. Neliomatriisia, joka siséltdd vasemmalta ylhailtd oikealle alas kulke-
valla lavistajallaan pelkkid ykkosid ja muuten pelkkid nollia, kutsutaan ykkésmatriisiksi
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ja merkitain

1 0 0

I, — 0 1 ’
0
0 0 1

missd n on rivien (ja sarakkeiden) lukuméérd. Jokaista riviméérad n vastaa oma ykkos-
matriisi I,,. Ykkosmatriisille patee
I, X =X,

olipa X miké tahansa n X p-matriisi. (Siind tdytyy siis olla n rivid, jotta kertolasku olisi
mahdollinen.)

Ykkosmatriisilla kertominen vastaa siis ykkoselld kertomista: se ei muuta kerrottavaa
matriisia mitenkddn. Taytyisi vield 16ytaa kddnteislukua vastaava matriisi. Luvun g kdén-
teisluvulla @' on se tirkeid ominaisuus, ettd a~!-a = 1. Tarvittaisiin siis sellainen
matriisia A vastaava matriisi A7!, ettdi A~'A = I,,. Kaikilla luvuilla ei kuitenkaan ole
kidnteislukua (nimittdin nollalla), eikd kaikilla matriiseillakaan ole kdénteismatriisia.

Maiidritelma 8.21. Olkoon A n X n-nelidmatriisi. Jos on olemassa jokin matriisi B,
jolle patee BA = I, niin sanotaan, ettd A on sddnndllinen eli kidntyvd, ja B on A:n
kidnteismatriisi. Kainteismatriisi on yksikésitteinen, ja sitd merkitéiin B = A~!. Lisaksi,
jos A on siinnéllinen, niin myds A~! on s#finnésllinen ja sen kiiinteismatriisi on A (eli

(A 1=Aja AA~' =1,).

Esimerkki 8.22. Olkoot A = [?3] ja B=[ 3 3’]. Tillsin
_[3-24(=5)-1 3-5+(=5)-3] _[1 0] _
BA=1"1.242.1 —1.512.3] o 1] 7"

Siispad B on A:n kdinteismatriisi eli B = A™'.

Jos neliématriisille A sovelletaan eliminointimenetelm&d, voi tuloksena olla ykkésmat-
riisi, kuten esimerkissé 8.6. Jos eliminoinnissa kiytetyt operaatiot suoritetaan samassa
jarjestyksessd ykkOsmatriisille, tuloksena onkin A:n kid&nteismatriisi.

Lause 8.23 (K#inteismatriisin olemassaolo ja 16ytdminen). Olkoon A n X n-
matriisi. Sovelletaan matriisiin A eliminointimenetelmdad, jolloin saadaan jokin matriisi
B. Jos B on ykkosmatriisi, niin A on sadnnéllinen, ja A:n kdanteismatriisi loydetddn
suorittamalla eliminoinnissa lapikaydyt operaatiot vudestaan ykkésmatriisille. Jos taas
B #1,, niin A ei ole sdannéllinen.

Kaytannossi kannattaa suorittaa eliminointi samanaikaisesti seké matriisille A ettd yk-
kosmatriisille kokoamalla ndmé vierekkdin samaan matriisiin [A|I,].
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Esimerkki 8.24. Tarkastellaan esimerkin 8.22 matriisia A = [% g] Sovelletaan elimi-
nointimenetelméd yhdistettyyn matriisiin [A|Io]:

2 5 | 1 0] :2 1 5/2 | 1/2 0] -(-1)
_13|01] W[13|01]<—

1 5/2 | 1/2 0 1 5/2 | 1/2 0] «
o 12 | —1/2 1] :1/2 W[O 1| -1 2] (=5/2)
1 0] 3 -5
o1 ] -1 2]'

Vasemmalle puolelle muodostui ykkdsmatriisi, joten oikealle puolelle muodoustui vastaa-
3 -5

vasti A:n kidnteismatriisi A~! = [_1 2 ] Tam3 vastaa aikaisempaa tulosta.
Esimerkki 8.25. Tarkastellaan vield matriisia S = [_13 }52]. Eliminoimalla yhdistettya
matriisia [S|Iz] saadaan

1 -2 103 1 -2]10
—3 6 | 0 1] « 0 0 | 3 1|

Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd havisivat kaikki alkiot, joten eliminointia
ei voida jatkaa. Matriisia S ei saatu eliminoimalla ykkdsmatriisiksi, joten silld ei ole
kéinteismatriisia.

Palataan nyt jélleen matriisiyhtédl6on AX = B. Jos A:lla on kddnteismatriisi, voimme
ratkaista tdmén yhtdlon aivan kuten tavallisen ensimméisen asteen yhtdlon kertomalla
molemmat puolet vasemmalta A:n kidanteismatriisilla. (Oikealta kertominen ei tuota sa-
maa tulosta, koska matriisien kertolaskulle ei vélttamétta pide AB = BA.) Téma kiy
seuraavasti:

AX=B || AL
A1 (AX)=A"'B
(A7'A)X = A7'B
I,X=A"'B
X=A"'B.
Koska tdma matriisiyhtdlé vastasi tiettyd yhtaloryhméa, voidaan kyseinen yhtaloryhma
siis ratkaista kédnteismatriisin avulla. Koska kianteismatriisin olemassaolo riippuu vain

kerroinmatriisista A, riippuu myos ratkaisun onnistuminen vain matriisista A, ei siis
tuntemattomista eikd vakiot sisdltévista matriisista B.

Lause 8.26. Olkoon ratkaistavana yhtdloryhmd AX = B. Jos kerroinmaitriisi A on
sadnnollinen, yhtaloryhmdlli on yksikdsitteinen ratkaisu X = A~'B. Jos A ei ole sidn-
noéllinen, yhtdloryhmd on huonosti ratkeava.

Kadnteismatriisi soveltuu kéytettaviksi erityisesti silloin, kun ratkaistavana on monta

yhtéloryhmaé, joissa on samat kertoimet. T&lloin ndet ratkaisemisessa tarvittava elimi-
nointi tarvitsee suorittaa vain kerran kianteismatriisin 16ytamiseksi.
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Esimerkki 8.27. Ratkaistaan sellaisen paraabelin yhtilo, joka kulkee pisteiden (—1,6),
(1,2) ja (2, 3) kautta. Paraabelin yleinen yht#lé on y = az? + bz + c¢. Kun ensimmiisen

pisteen koordinaatit sijoitetaan tdhan yhtéloon, saadaan yhtélo

l=a-(=1)?+b-(=1)+c < a—b+c=0.

Sijoitetaan yht&loon sitten vastaavasti muidenkin annettujen pisteiden koordinaatit, jot-

ta saadaan seuraava yhtdloryhmaé:

a—b+c = 6
at+tb+ec = 2.
4a+2b+c = 3

Téatd yhtdloryhméié vastaa matriisiyhtalo AX = B, missé

Ratkaistaan matriisiyhtdlo kdanteismatriisin avulla. Sen 16ytédmiseksi eliminoidaan yh-

distettyd matriisia [A|l3]:

1 =1 1 | 10 0] «(=1) |-(-4) 1 -1 1
1 1 1] 010« | ~ 10 2 0
4 2 11001 | + 0 6 -3
1 -1 1 | 1 0 0] « 10
~l0 1 0 | —1/2 1/2 0| 1 |-(=6) ~ |0 1
0 6 -3 | —4 0 1 |+ 00
101 | 1/2 1/2 0 ] « 100 |
~ 10010 ] —-1/2 1/2 0 ~ 01 0 |
001 | 1/3 1 -1/3] (-1 00 1 |

Matriisi A on ndemm4 sdannéllinen, ja sen kddnteismatriisi on

1/6 —1/2 1/3
Ah =172 1/2 0
/3 1 —1/3
Yhtaloryhmén ratkaisu on téaten
[1/6 —-1/2 1/37 [6
X=A"'"B=|-1/2 1/2 0 2| =
| 1/3 1 -1/3] (3
[1—-1+1 1]
=|[-3+140| =[-2
[ 2+2-1 3 ]

00

1 0| :2

01

1/2 1/2 0

~1/2 1/2 0

1 -3 1] :(-3)
—-1/2 1/3

1/2 0

1 —1/3

1/6-6—1/2-2+1/3-3
~1/2-6+1/2-2+0-3
1/3-6+1-2—1/3-3

Siispi @ = 1, b= —2 ja ¢ = 3, joten paraabelin yhtdlé on y = 2% — 2z + 3.

75



Jos nyt haluttaisiin selvittdé sellaisen paraabelin yht#lo, joka kulkeekin pisteiden (—1, —3),
(1,1) ja (2,0) kautta, olisi ratkaistavana yht&léryhmé

a—b+c = -3
at+b+c =1
4da+2b+c = 0

Tésséd on samat kertoimet kuin edelld (koska pisteiden x-koordinaatit olivat samat), joten
kerroinmatriisi A on sama kuin edelld, ja ratkaisu saadaan jalleen samaa kiénteismatriisia
kayttamalla. Talla kertaa B siséltdd y-koordinaattien arvot —3, 1 ja 0:

[1/6 —-1/2 1/3 -3 1/6-(=3)—1/2-1+1/3-0
X=A"'B=|-1/2 1/2 0 1| =|-1/2-(-3)+1/2-14+0-0
| 1/3 1 -1/3 0 1/3-(=3)+1-1-1/3-0
(—1/2-1/240 -1
=13/2+1/2+0 | = |2
—141-0 0
Uuden paraabelin yht#lo on siis y = —z2 + 2.

Jos yhtéloryhma on huonosti ratkeava, kddnteismatriisisista ei ole hydtyd. Sen avulla ei
esimerkiksi voida sanoa, onko yhtéloryhma ristiriitainen vai onko ratkaisuja mahdollisesti
aarettOman monta.

8.4 Stokastiset prosessit

Stokastisella prosessilla tarkoitetaan prosessia, jossa systeemin tila kullakin ajanhetkell
ei ole t#ysin riippuvainen menneisyyden tiloista (kuten esimerkiksi aiemmin késittellyissa
eksponentiaalisen tai logistisen kasvun malleissa), vaan mukana on tiettyd satunnaisuut-
ta. Vaikka systeemin alkutila siis tunnettaisiin, ei voida tarkasti ennustaa, mihin tilaan
systeemi tulevaisuudessa siirtyy, vaan eri vaihtoehtoja on monia. Kun tunnetaan toden-
nékoisyydet, joilla tiloista toisiin siirtyminen tapahtuu, voidaan kuitenkin paatella tilas-
tollisesti, kuinka suuri osa havaintoaineistosta esimerkiksi paatyy mihinkin tilaan tietyn
ajan kuluessa.

Jos erilaisia mahdollisia tiloja on &drellinen mé&érs, niiden suhteellisia todenndkoisyyk-
sid kullakin ajanhetkelld ¢ voidaan merkitd tuntemattomilla z1(t), z2(t),...,z,(t). Jos
prosessi on liséksi diskreettiaikainen eli tilasta toiseen siirrytddn vain tietyin kiintein
aikavilein, niin ajanhetkid voidaan merkitad luonnollisilla luvuilla 0,1,2,3 jne. T&ll6in esi-
merkiksi viidennen tilan todennékéisyyttd ajanhetkelld 13 merkittaisiin z5(13). Kullakin
ajanhetkelld kaikkien todenndkoisyyksien summan on oltava yksi, eli

.Tl(t) +£C2(t) + .- —|-.’L‘n(t) =1.

Tilasta toiseen siirtymisen todenndkéisyyttd kuvaavat luvut aj;(t), missé ¢ on lahtétilan
indeksi, j tulostilan indeksi ja ¢ ajanhetki. Luku aj;(¢) on siis todennékéisyys, jolla tilaan
7 siirrytdén tilasta ¢ ajanhetkelld ¢. Jos siirtymisen todennakdéisyys ei riipu ajanhetkesta
vaan ainoastaan alkutilasta (eli prosessi on niin sanotusti stationaarinen), niin toden-
nikoisyyksid voidaan merkitd yksinkertaisesti aj;. Jatkossa tarkastellaan vain tallaisia
prosesseja.
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Kullakin ajanhetkelld ¢ voidaan tulostilaan j siis siirtyd kustakin ldhtotilasta ¢ toden-
nékoisyydelld aj;. Kun z;(t) on tilan ¢ todenndkoisyys hetkelld ¢, niin ajz;(t) on tu-
losddnnon mukaan se todenndkodisyys, jolla hetkelld ¢ oltiin tilassa ¢ ja sitten siirryttiin
tilaan j. Tulostilan kokonaistodenn#koisyys seuraavalla ajanhetkelld médrdytyy kaikkien
mahdollisten 1dhtoétilojen todenndkoisyyksisté edelliselld ajanhetkelld seuraavan yhtalon
mukaisesti:

zj(t+1) = ajiz1(t) + ajewa(l) + - - + ajnan ().

Koska jokaisesta ldhtotilasta ¢ joko siirrytdén johonkin toiseen tai pysytddn paikallaan,
patee siirtyméatodennédkoisyyksille lisdksi aina yhtélo

ayi +agi +az; + -+ +an; = 1.

Siirtymistd kuvaavia yhtdloitd saadaan jokaista tulostilaa kohti omansa, ja ndistd voidaan
muodostaa yhtdloryhma

a11z1(t) + a12.’132(t) 404+ alnacn(t) = (t + 1)
a1 (t) + axnwa(t) + - +agmz,(t) = z2(t+1)
an11(t) + anoza(t) + - + apnan(t) = zp(t+1)

Kuten tiedetdén, téllainen yhtéléryhmaé voidaan kirjoittaa matriisiyhtalona

a1 aip ... Gip acl(t) .’131(t + 1)
a1 Q92 -.. Qa2 IQ(t) B xg(t + 1)
pl Gp2 - Gpp| [ZR(t) ZTn(t+1)
Kerroinmatriisia
ai; a2 ... Qin
Ao as1 Q922 ... Q2p
apl Gp2 ... Gpp

kutsutaan siirtymdatodenndkdisyysmatriisiksi. Yht&lon (8.4) nojalla tdmén matriisin kun-
kin sarakkeen todenn#kéisyyksien summan on oltava 1.

Siirtymétodenndksisyysmatriisin merkitys on siind, ettd jos silld kerrotaan sarakemat-
riisia X (t), joka siséltaéd kaikkien tilojen todenn#koisyydet ajanhetkelld ¢, saadaan tu-
loksena kaikkien tilojen todenndkéisyydet ajanhetkelld ¢ + 1. Niin voidaan laskea mista
tahansa ldhtotilasta X (0) alkaen tilanteen kehittyminen kuinka pitkélle hyvinsé, esim.
AX(0) = X(1), AX(1) = A2X(0) = X (2), jne.

Itse asiassa on usein tulkinnanvaraista, onko jokin monitilaprosessi stokastinen vai ei.
Esimerkiksi radioaktiivista hajoamista voidaan ajatella prosessina, jossa tietty maéra ai-
netta hajoaa aina tietyn ajan kuluessa (deterministinen tulkinta). Toisaalta kullakin ato-
miytimelld on tietty todennikdisyys hajota (eli siirtyd alkutilasta hajonneeseen tilaan),
joten hajoamisprosessia voidaan ajatella myos stokastisena prosessina. Kun tarkastellaan
suuria madrid ainetta, molemmat tulkinnat johtavat samoihin laskuihin. Toisinaan on
kuitenkin hyva pitdd mielessd, kummalta kannalta asiaa on alunperin ldhdetty tarkaste-
lemaan.
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Esimerkki 8.28. Tarkastellaan metsdn pintakasvillisuuden sukkessiota eli sitd, miten
erilaiset lajit vahitellen korvaavat toisensa metsidn kehittyessa. Pintakasvillisuuden lajit
voidaan jakaa pioneereihin, vélilajeihin sekd kliimaks-lajeihin. Lisdksi osa metsidalueesta
voi olla tyhjad. Kuvataan nyt tilannetta stokastisena prosessina, jossa eri tilat vastaavat
eri lajityyppeja. Naité tiloja on nelja, kun tyhja tila lasketaan mukaan: 1 = tyhja tila, 2
= pioneerilaji, 3 = vélilaji, 4 = kliimaks-laji. Tilan ¢ todennakdisyys z;(t) kuvaa nyt sité
tilastollista osuutta havainnoitavan alueen pinta-alasta, jonka kasvillisuus on ajanhetkelld
t kyseisessa tilassa. Kaytetdan ajanyksikkond vuotta ja tarkastellaan tilannetta aina joka
vuoden alussa, jolloin ¢ saa vain kokonaislukuarvoja 0,1,2,3 jne.

Sukkessio on yleensd etenevii, eli kustakin tilasta voidaan siirtyd vain korkeampaan ti-
laan. Kuitenkin jokin h&irié voi palauttaa osan metsistd aikaisempaan tilaan. Kuten
tilojen todenndkdisyydet, myds siirtyméatodennékéisyydet aj; on ymmarrettdvé tilastol-
lisesti, eli ne kuvaavat sitd suhteellista osuutta metsista, jonka lajisto kunakin vuonna
siirtyy tilasta ¢ tilaan j. Tarkastellaan seuraavassa esimerkkié, jossa etenevin sukkession
siirtymétodennékoisyydet ovat

a21 = 0353 az; = 0343 a3y = Oa]-a
as; =0, as2 =0, as3 = 0,05.

Lisaksi asetetaan pieni todennékdisyys, jolla kliimaks-lajeja tuhoutuu jonkin hiirién (esi-
merkiksi metsépalon tai hakkuun vuoksi) ja metsad palautuu tyhjdan tilaan:

a14 = 0,005.

Kaikki muut takautuvat siirtymét oletetaan mahdottomiksi. Hairiosiirtymé voi olla eri
luonteinen kuin muut siirtymét, koska nuo muut tapahtuvat enemmén tai vihemman jat-
kuvasti, mutta héirio on yleensd lyhytaikainen ja kertaluonteinen. Voitaisiin jopa sanoa,
ettd hairidsiirtyméa on luonteeltaan “enemmaén stokastinen”. Pitkédn aikavélin tarkastelus-
sa tdmé ero voidaan kuitenkin unohtaa.

Sukkessiota voidaan kuvata seuraavanlaisella virtauskaaviolla.

a,,=0,5

1 X—i 2
a,,=0

a,=0 a,=0,1

a,,=0,005

a,,=0,4

4 K 3
a,,=0,05

Kussakin tilassa ¢ pysymistd kuvaavat siirtymétodennikoisyydet lasketaan vihentamalla
kokonaistodennakoisyydestd 1 kaikki todennékoéisyydet, joilla tilasta ¢ siirrytddn pois,
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esimerkiksi agg = 1 —ags — a4 = 1 — 0,1 — 0 = 0,9. Siirtymétodenndksisyysmatriisiksi

saadaan niin
01 0 0 0,005

05 09 0 0
04 01 0,95 0
0 0 005 0995

A=

Tarkastellaan alkutilaa, jossa metsd on jakautunut eri tiloihin seuraavasti: z1(0) = 0,5,
z2(0) = 0,4, 23(0) = 0,1 ja z4(0) = 0. Niistd voidaan muodostaa tilamatriisi

z1(0) 0,5

|z (0) 10,4
X(0) = :1;2(0) -~ |01
$4(0) 0

Tilanne vuoden kuluttua saadaan kertomalla tdmé tilamatriisi siirtymétodennékoisyys-
matriisilla:

01 0 0 0005] [05 0,05
05 09 0 0o |]o4] o061
X(1) = AX(0) = 04 01 095 0 | |o1] " 0,335
0 0 0,05 0995/ |0 0,005

Toisen vuoden kuluttua metsiosuudet olisivat vastaavasti

0,1 0 0 0,006] [ 0,05 0,005025
0,5 09 0 0 061 | 0,574
X(2) = Ax(1) = 0,4 0,1 0,95 0 0,335 | 0,39925

0 0 0,06 0995] [0,005 0,021725

Kuten ndhd&dn, sukkessio on pdfasiassa etenevid, eli korkeampien tilojen osuudet kas-
vavat. Toisaalta osa kliimaks-vaiheen metséstd putoaa myos takaisin tyhjaén tilaan. On
kuitenkin muistettava, ettd néissa laskuissa on koko ajan kyse todennédkoisyyksisté, eika
esimerkiksi voida olettaa, ettd joka vuosi metsdosuudet kehittyisivat tdsmélleen samalla
tavalla. Tilastollisesti kehitys pitdd paikkansa sitd tarkemmin, mitd suurempaa metsé-
aluetta havainnoidaan ja mitd pidemmall aikavililla tilannetta seurataan.

Siirtyméatodennikéisyysmatriisin avulla voidaan my6s tutkia systeemin tasapainotiloja.
Namé ovat sellaisia tiloja, joissa systeemi ei endd kokonaisuudessaan muutu eli jokai-
sen tilan todenndkdisyys pysyy vakiona ajanhetkestd toiseen. Jos merkitddn tilojen to-
dennékoisyydet sisdltdvad matriisia X (¢), niin tallainen tila toteuttaa tasapainoyhtdlon
X(t+1) = X(t), joka on siirtymétodennékdisyysmatriisin avulla kirjoitettuna

Kun kerrotaan tadmén yhtdlon oikea puoli ykkosmatriisilla (miké ei tietenkddn muuta
oikean puolen matriisia mitenkddn) ja siirretdén tuloksena saatava matriisi vasemalle
puolelle, paadytaén yhtéloon AX(t) — I, X (t) = 0y, missé 0, on pelkkia nollia sisaltava
nollamatriisi. Nyt voidaan ottaa vasemmalla puolella matriisi X (¢) yhteiseksi tekijaksi,
jolloin saadaan lopulta yhtalo

(A =L)X () = 0.

79



Tama yhtalo vastaa erdstd yhtaloryhmas, jonka ratkaisut siis maarittavat tasapainotilan.
Erds ratkaisu on aina se, missi kaikki todenn#koéisyydet x;(¢) ovat nollia, mutta tdmé on
hylattava, silld kullakin ajanhetkelld tilojen todenndkdisyyksien summan on oltava 1. Jos
muita ratkaisuja kuin nollaratkaisu ei 16ydy (eli yhtdléryhmé ei ole huonosti ratkeava),
niin systeemilld ei ole tasapainotiloja.

Esimerkki 8.29. Ratkaistaan edellisen esimerkin sukkessiota kuvaavan systeemin tasa-
painotilat. Muodostetaan ensin ratkaistavan yhtéléryhméan kerroinmatriisi

00 0 0 0,005 1000 0,9 0 0 0,005
A_1 _ |05 09 0 0 0100 05 —01 0 0
"= 104 01 095 0 0010 04 01 -005 0

0 0 005 0,995 000 1 0 0 005 —0,005

Ratkaistaan sitten matriisiyhtélod (A —1,,) X (¢) = 0,, vastaava yhtaloryhmé eliminointi-
menetelmalla:

—0,9 0 0 0005 | 0] :(—0,9)

05 —0,1 0 0 | o0

04 01 —005 0 | 0

0 0 005 —0005 | O

10 0 —0,005556 | 0] -(—=0,5) |-(—0,4)

05 —01 0 0 o] « |
o4 01 —0,05 0 |0 |+

0 0 005 —0005 | O

10 0  —0,005556 | 0

0 —01 0 0002778 | 0| :(=0,1)
1o 01 —0,05 0002222 | 0

0 0 005 —0005 | 0

1 0 0 —0,005556 | 0 10 0 —0005556 | 0
o1 0 —002m78 | 0| (=01) o1 0 —002778 | 0

0 01 —005 0002222 | 0| « 00 —005 0005 | 0| :(—0,05)

0 0 005 —0005 | 0 00 005 —0005 | O

10 0 —0,005556 | 0 1 0 0 —0,005556 | 0

01 0 —002778 | 0 010 —0027178 | 0
“lo o 1 —01 | 0] «(=005) " loo1 —01 | O

0 0 0,05 —0005 | 0] « 000 0 0

Viimeiselta riviltd katosivat kaikki muuttujat ennen kuin viimeisen sarakkeen kertoimia
pystyttiin eliminoimaan. Viimeistd saraketta vastaa siis vapaa muuttuja z4(¢). Muiden
muuttujien arvot riippuvat vapaan muuttujan arvosta, ja kerroinmatriisin eliminoidusta
muodosta ndhdadnkin, etta

0,005556 - z4(t) 0,005556
0,02778 - z4(t 0,02778
X(t) = 01-954(5() =ma(t) | 0y
x4(t) 1
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Vapaan muuttujan arvo tidytyy kuitenkin vield valita niin, etté eri tiloissa olevien met-
sdosuuksien summaksi tulee 1. Tdmén vuoksi valitaan

1
t) =
za(t) 0,005556 + 0,02778 + 0,1 + 1

~ 0,88235,

jolloin tasapainotilaksi saadaan lopulta

0,005556 0,0049
0,02778 | _ [0,0245
0,1 ~ 10,0882

1 0,8824

X (t) = 0,88235

Tasapainotilassa siis pieni osa metsédstd on tyhjassi tilassa, koska osa kliimaks-metsésté
palautuu jatkuvasti tyhjaan tilaan (tietylld todenn#koisyydelld). Samaten osa lajeista
on pioneeri- ja vilitiloissa, koska syntynyt tyhjissd tilassa oleva metsdosuus kehittyy
puolestaan tietylld nopeudella eteenpéin.

LOPPU
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