Integrointi ja sovellukset

Tehtavat:

. Muodosta ja laske yldsumma funktiolle f(z) = 2x — 5 vililla [0, 4], kun
vili on jaettu neljddn yhtd suureen osaan.

. Ma#ritd integraalin f_22(x2 + 1) dz likiarvo laskemalla alasumma, kun in-
tegroimisvili on jaettu neljdan yhtd suureen osaan.

. Laske méaratyn integraalin arvo kayttamaélla pinta-alatulkintaa.
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. Laske méaratyt integraalit.
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. Laske méaaratyt integraalit.
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. Laske méaratyt integraalit.
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. Laske méaaratyt integraalit.
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. Laske funktion f kuvaajan ja x-akselin viliin jaavé alue tietylld valilla,
kun

a) f(z) =4 —2? javili fn nollakohtien viili

b) f(z) = 2+3z—23 javili on f:n ainoiden nollakohtien —1 ja 2 vilissi

c) f(z)= ; ja véli on [1, 3]



9. Suoraviivaisesti etenevén kappaleen nopeus v (m/s) riippuu ajasta t(s)

yhtélon v(t) = 12 + 10¢ mukaisesti. Laske kappaleen kulkema matka kol-
mannen sekunnin aikana.

10. Vettéd aletaan pumputa tyhjéén siilioén nopeudella 400 —2t litraa minuu-
tissa. Lausekkeessa t tarkoittaa aikaa minuutteina pumppuamisen alusta

laskettuna. Kuinka paljon séiliossé on vettd puolen tunnin pumppuamisen
jalkeen?



Ratkaisut:

1. Kun vili [0, 4] jaetaan neljaan yhtd suureen osaan, osavileiksi tulevat vilit
0,1}, [1,2], [2,3] ja [3,4]. Funktion f(x) = 2z — 5 kuvaaja on nouseva
suora, joten jokaisella osavalilld funktion suurin arvo saavutetaan osavélin
oikeanpuoleisessa padtepisteessid. Namé maksimiarvot ovat siis:

vili [0,1): f(1)=2-1-5=2-5=—3,
vili [1,2): f(2)=2-2—-5=4-5=—1,
vili [2,3): f(3)=2-3—-5=6-5=1,
viili [3,4]: f(4)=2-4—5=8-5=23

Ylasumma saadaan laskemalla yhteen kullakin véililld saavutettu maksi-
miarvo kerrottuna vélin pituudella:

S=-3-1+(-1)-1+1-143-1=0.

2. Kun vili [—2,2] jaetaan neljddn yhtd suureen osaan, osavéleiksi tulevat
vilit [-2,—1], [-1,0], [0,1] ja [1,2]. Funktion f(x) = 2 + 1 kuvaaja on
y-akselin suhteen symmetrinen ylospéin aukeava paraabeli. Negatiivisilla
osavileilla funktio on siis laskeva, jolloin pienin arvo saavutetaan kunkin
osavilin oikeanpuoleisessa péadtepisteessa. Positiivisilla osavileilld funktio
on puolestaan nouseva, jolloin pienin arvo saavutetaan vilin vasemman-
puoleisessa padtepisteessd. Namé minimiarvot ovat siis:

vili [-2,—1]: f(-1)=(=1)*+1=1+1=2,
)

Alasumma saadaan laskemalla yhteen kullakin vélilld saavutettu mini-
miarvo kerrottuna vélin pituudella:

s=2-14+1-1+1-14+2-1=6.
3. a) Funktion f(x) = 3 kuvaaja on vaakasuora suora. Tdmén kuvaajan alle
vélilla [—2, 5] jddva alue on muodoltaan suorakulmio, jonka kannan pituus

on 5 — (—2) = 7 ja korkeus 3. Téten sen pinta-ala — ja samalla tehtdvin
integraalin arvo — on 7 - 3 = 21.

b) Funktion f(x) = 4 — x kuvaaja on laskeva suora. Taméa kuvaaja kul-
kee vililld [1, 4] koko ajan x-akselin yldpuolella, ja oikeassa péétepisteessi
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kuvaaja koskettaa x-akselia. Kuvaajan ja x-akselin viliin jadva alue on
siis muodoltaan kolmio. Kolmion kannan pituus on 4 — 1 = 3 ja korkeus
f(1) =4 — 1 = 3. Téaten sen pinta-ala — ja samalla tehtdvéin integraalin
arvo —on 1/2-3-3=9/2=41/2.

¢) Funktion f(x) = |z| kuvaaja on origoon péétyva laskeva suora, kun x
on negatiivinen, ja origosta ldhteva nouseva suora, kun x on positiivinen.
Kuvaajan ja x-akselin viliin jadva alue koostuu kahdesta kolmiosta, joista
toinen on y-akselin vasemmalla puolella ja toinen oikealla. Kolmiot ovat
samanmuotoiset ja -kokoiset: niiden kannan pituus on 2 ja korkeus f(2) =
f(=2) = |£2| = 2. Téten molempien pinta-ala on 1/2-2-2 = 2. Integraalin
arvo on kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala, joka on 4.

d) Funktion f(x) = x + 5 kuvaaja on nouseva suora. Tama kuvaaja kul-
kee valilla [—4, —1] koko ajan x-akselin yldpuolella, ja funktion pienin arvo
tuolla vililla on f(—4) = —4 + 5 = 1. Kuvaajan ja x-akselin viliin jaa-
vé alue on siis puolisuunnikas, jonka toisen pystysuoran sivun pituus on
f(—4) =1 ja toisen f(—1) = —1 45 = 4. Vaakasuoran sivun pituus on
integroimisvélin pituus —1—(—4) = 3. Puolisuunnikkaan alan kaavan mu-
kaan kuvaajan ja x-akselin véliin jaavé pinta-ala — tehtdvén integraalin
arvo —on 3-(1+4)/2=15/2 =7 1/2. (Alan voi laskea my0s jakamalla
puolisuunnikkaan kolmioksi, jonka pinta-ala on 1/2-3-3 =9/2 =4 1/2,
ja suorakulmioksi, jonka pinta-ala on 3-1 = 3.)
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8.
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a) Maaritetddn ensin funktion f nollakohdat:

4—a?=0 <= 22 =4 <= z==£2.
Koska f:n kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, funktio on positiivinen

juurtensa vélissa. Siispéd kysytty pinta-ala on integraali
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b) Vililla | —1, 2[ funktiolla f ei tehtédvénasettelun mukaan ole nollakohtia.
Koska esimerkiksi f(0) = 2 > 0, tdytyy f:n siis olla positiivinen koko
kyseisella vialilla. Kysytty pinta-ala on siis integraali
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¢) Funktio f on positiivinen, kun x > 0. Siispd kysytty ala on integraali
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9. Kappaleen kulkema matka tietylld aikavililli on nopeuden kertymé. Se
saadaan integroimalla nopeuden funktiota kyseisella valilla. Koska halut-
tiin tietdd kuljettu matka kolmannen sekunnin aikana nollasta ldhtien,
integroidaan siis nopeuden lauseketta vélilld [2, 3], jolloin saadaan

3 3
/ 12+10tdt:/(12t+5t2):(12~3+5~32)—(12-2+5-22)
2
2
= (36 +45) — (24 +20) = 81 — 44 = 37.

Kappaleen kulkema matka oli siis 37 m.
10. Veden kertyma séilioon voidaan laskea virtausnopeuden integraalina. N&in

saadaan

/ 400 — 2t dt = /(400t — t%) = (400 - 30 — 30%) — (400 - 0 — 0%)
0

0

= 12000 — 900 = 11100.

Vettd kertyy séilioon 11100 litraa.



