Derivaatan sovellukset (ddriarvotehtivit ym.)

Tehtavit:

1. Tutki derivaatan avulla funktion f kulkua.

a) f(x) =24z b) f(x)=—2*+62+11
4

c) f(x):%—x3+4 d) flz)=2° 622 +122 +3

2. Madrita rationaalifunktion f dériarvot.

a) f(x):x+§ b) f(x):§+§
A fl) =" B @) =5

8 2 2
e) f(if)_—m f) f(:):):§+g

3. Maarita funktion

a) f(z) =122 — 42® — 32*
b) g(z)=2*+ 3z

suurin ja pienin arvo valilla —1 < x < 2.

4. Kolmion kannan ja sitd vastaavan korkeuden summa on 18 cm. Laske
kolmion alan suurin mahdollinen arvo.

5. Kalankasvattaja haluaa aidata suorakulmion muotoisen alktaan ja jakaa
sen kolmeen osaan yhden sivun suuntaisilla véliaikoilla. Kaytettavissa on
200 m aitaverkkoa. Laske altaan mitat, kun altaan kokonaispinta-alan
tulee olla mahdollisimman suuri.

6. Puoliympyrédén on piirretty suorakulmio siten, ettd yksi sen sivuista on
puoliympyréan suoralla reunalla ja télle sivulle vastakkaiset kulmat ovat
ympyréan kehélld. Kuinka suuri on suorakulmion kannan ja korkeuden suh-
de, kun sen piiri on pisin mahdollinen?

7. Milld z:n arvoilla funktio f(z) = 3z — xInz on aidosti kasvava?



8. Olkoon f(x) =80(e™® —e™%¥), kun z > 0. MA#ritd funktion diriarvokoh-
dat ja dariarvot.

9. Madrita funktion f(z) = sin?2 + cos 2 suurin arvo.

10. Mé&érité funktion f(x) = cos? x + sin x pienin arvo.



Ratkaisut:

1. a) Derivoidaan funktio:
f'(z) = D(2* — 4z) = 2z — 4.

Derivaatan ainoa nollakohta on x = 2. Derivaatta voi vaihtaa merkkia
vain nollakohdassaan. Siis, koska esimerkiksi f'(0) = —4 < 0 ja f'(3) =
2-3—4= -2 >0, voidaan padtelld, ettd derivaatta on negatiivinen, kun
x < 2, ja positiivinen, kun x > 2. Téten funktio f on aidosti vahenevé,
kun x < 2, ja aidosti kasvava, kun x > 2. Kohdassa, jossa x = 2, on
funktion minimikohta.

b) Derivaatta on
f'(x) = D(—2® + 62 + 11) = —22 + 6.

Derivaatan ainoa nollakohta on x = 3. Derivaatta voi vaihtaa merkkié vain
nollakohdassaan. Koska esimerkiksi f/(0) =6 > 0 ja f'(4) = —-2-4+46 =
—2 < 0, voidaan pééatelld, ettd derivaatta on positiivinen, kun x < 3, ja
negatiivinen, kun x > 3. Téten funktio f on aidosti kasvava, kun x < 3,
ja aidosti vihenevd, kun x > 3. Kohdassa, jossa x = 3, on funktion
maksimikohta.

¢) Derivaatta on

/ ! 3 4-2° 2 3 2 2
f(a:)zD(Z—z +4): 1 —32°+0=2°— 32" =2°(x — 3).
Derivaatta on tulon nollasdénnon perusteella nolla vain, jos x = 0 tai
x = 3. Tekijd 22 ei ole koskaan negatiivinen, joten derivaatan etumerkki
riippuu vain tekijastd x — 3. Tamé puolestaan on positiivinen tédsmélleen
silloin, kun x > 3. Niin voidaan péételld, ettd derivaatta on negatiivinen,
kun =z < 3 (paitsi pisteessi * = 0, ja positiivinen, kun = > 3. Siispa
funktio f on aidosti vihenevé, kun x < 3, ja aidosti kasvava, kun x > 3.
Kohdassa, jossa x = 3, on funktion minimikohta.

d) Derivaatta on
f'(x) = D(2® — 62° + 122 + 3) = 327 — 122 + 12 = 3(2* — 42 + 4).

Derivaatta on nolla silloin kun 22 — 4z + 4 = 0. Ratkaistaan nollakohdat
toisen asteen ratkaisukaavalla:

4=V 141 4+£/16-16 4

2o
. 21 2 2




Nollakohtia 16ytyi vain yksi: x = 2. Koska derivaatan lauseke vastaa ylos-
pdin aukeavaa paraabelia, voidaan kuvan perusteella péitelld, ettéd se ei
ole koskaan negatiivinen. (Muuten sillé olisi vahintéd4n kaksi nollakohtaa.)
Siispa funktio on kaikkialla aidosti kasvava.

. a) Derivoidaan funktio ja sievennetdéan derivaatta yhdeksi murtolausek-
keeksi:

0-1 22 1 a*—1

D1-2—1-Dx
+ 2 =1 22 22 2 g2

fix) =1

Derivaatta ei ole médritelty, kun x = 0. Murtolausekkeen nollakohdat ovat
samat kuin sen osoittajan nollakohdat. Derivaatta on siis nolla tdsmélleen
silloin, kun 22 — 1 = 0, eli silloin, kun = = £1.

Derivaatan nimittéja 22 ei ole koskaan negatiivinen, joten derivaatan etu-
merkKki riippuu vain osoittajasta. Osoittaja puolestaan vastaa ylospéin au-
keavaa paraabelia, joten se on negatiivinen nollakohtiensa vélissa. Siispé
derivaatta on negatiivinen vélilla | — 1,1 (paitsi kohdassa x = 0), muu-
alla ei. Edelleen f funktio on aidosti viihenevéa vileilld [—1,0[ ja |0, 1], ja
aidosti kasvava, kun x < —1 ja kun x > 1. Lopulta voidaan péételld, et-
td funktiolla on kohdassa x = —1 maksimi, ja kohdassa x = 1 minimi.
Maksimiarvo on f(—1) = —2 ja minimiarvo f(1) = 2.

b) Derivoidaan funktio ja sievennetdéin derivaatta yhdeksi murtolausek-
keeksi:

, 1 D2-x—-2-Dx 1 0-2 x? 4 2 —4
fila) =5+ =5+ :

2 2 2 - 22 222 212

Derivaatta ei ole médritelty, kun x = 0. Murtolausekkeen nollakohdat ovat
samat kuin sen osoittajan nollakohdat. Derivaatta on siis nolla tdsmélleen
silloin, kun 22 — 4 = 0, eli silloin, kun z = £2.

Derivaatan nimittéja 22 ei ole koskaan negatiivinen, joten derivaatan etu-
merkKki riippuu vain osoittajasta. Osoittaja puolestaan vastaa ylospéin au-
keavaa paraabelia, joten se on negatiivinen nollakohtiensa vélissa. Siispé
derivaatta on negatiivinen vélilla | — 2, 2[ (paitsi kohdassa x = 0), muu-
alla ei. Edelleen funktio f on aidosti viheneva vileilld [—2,0[ ja |0, 2], ja
aidosti kasvava, kun x < —2 ja kun x > 2. Lopulta voidaan péételld, et-
td funktiolla on kohdassa x = —2 maksimi ja kohdassa x = 2 minimi.
Maksimiarvo on f(—2) = —2 ja minimiarvo f(2) = 2.



¢) Derivoidaan funktio:

v Dx-(x—=1)—z-Dx-1) 1-(r—1)—-z-1 x-1-x

fle) = (@ —1) T @12 @1y
1

(z —1)*

Derivaatta ei ole maéritelty, kun x = 1. Derivaatalla ei ole nollakohtia,
koska sen osoittaja on vakio (ja eri kuin nolla).

Seké derivaatan osoittaja ettd nimittdja ovat aina epédnegatiivisia. Siispé
derivaatta ei ole koskaan positiivinen (huomaa miinusmerkki murtolausek-
keen edessid). Edelleen funktio f aidosti viheneva niilla véleilld, missi se
on médritelty, eli kun z < 1 tai kun = > 1. Funktiolla ei ole &iriarvoja.

d) Derivoidaan funktio:

 Da? (20+2)—2*-D(2rx+2) 2x-(2r+2)—2*-2

! —
J() (22 + 2)? - (22 + 2)2
CAxt 4+ dr—20® 22 +da 2z(x+2)
(20422 (20+2)2  (2242)%
Derivaatta ei ole méaritelty, kun x = —1. Derivaatta on nolla, kun 2z(x +

2) =0, eli kun z =0 tai z = —2.

Derivaatan nimittéjé ei ole koskaan negatiivinen, joten etumerkki riippuu
vain osoittajasta. Osoittaja vastaa ylospédin aukeavaa paraabelia, joten se
on negatiivinen nollakohtiensa vilissd, eli vililla | —2, 0[. Voidaan pédtellé,
ettd funktio f on aidosti vaheneva véleilld [—2, —1[ ja | —1, 0], seké aidosti
kasvava, kun z < —2 ja kun x > 0. Kohdassa x = —2 on tédten maksimi
ja kohdassa x = 0 minimi. Maksimiarvo on f(—2) = —2 ja minimiarvo

f(0) =0.
e) Derivoidaan funktio:

_D8-(x2+4)—8-D(x2+4)_ 0—8-2x 16z

fl@) = (22 + 4)2 T @ 4AR (@24

Derivaatta on mééritelty kaikkialla, silld nimittdja ei ole koskaan nolla.
Derivaatta on nolla, kun osoittaja on nolla, eli kun x = 0.

Derivaatan nimittdja on aina positiivinen, joten etumerkki riippuu vain
osoittajasta. Osoittaja puolestaan on negatiivinen, kun x < 0 ja positiivi-
nen, kun z > 0. Voidaan péaétella, ettd funktio f on aidosti vihenevé, kun



x < 0, ja aidosti kasvava, kun z > 0. Kohdassa x = 0 on tédten minimi.
Minimiarvo on f(0) = —2.

f) Derivoidaan funktio ja sievennetdin se yhdeksi murtolausekkeeksi:

2¢c D2-2—-—2-Dx
=4 -

x 0—-2 o 8 x3 —8
8 2 4 22 4x2 4a2 4a2

f'(z) E 1
Derivaatta ei ole miiritelty, kun # = 0. Derivaatta on nolla, kun 23—8 = 0,
eli kun x = 2.

Derivaatan nimittéjé ei ole koskaan negatiivinen, joten etumerkki riippuu
vain osoittajasta. Osoittaja voi vaihtaa merkkidén vain nollakohdassaan.
Koska esimerkiksi 03 — 8 = —8 < 0 ja 3% — 8 = 19 > 0, voidaan téten
paatella, ettd osoittaja on negatiivinen, kun z < 2 ja positiivinen kun
x > 2. Sama péitee my0s koko derivaatalle. Edelleen funktio f on aidosti
vihenevé, kun x < 0 ja kun 0 < x < 2, ja aidosti kasvava kun = > 2.
Kohdassa = 2 on téten minimi. Minimiarvo on f(2) =3/2=11/2.

. a) Funktio f on jatkuva, joten sen suurin ja pienin arvo suljetulla vélill4
16ytyvét joko vélin padtepisteista tai derivaatan nollakohdista. Derivaatta
on

f'(x) = 24z — 122% — 122° = 122(2 — x — 27).

Tulon nollasddnnon perusteella derivaatta on nolla vain, jos x = 0 tai
2 —x — 2% = 0. Tutkitaan jilkimmaiistd tapausta toisen asteen yht#lon
ratkaisukaavan avulla:

Sl /(-1)2—4-(-1)-2 -1+y1+8 —-1+3
B 2-(-1) B -2 =2

e

Nollakohdiksi saadaan siis nollan lisdksi x = —1 ja x = 2. Namé ovat
samalla vilin paidtepisteet. Lasketaan funktion arvot néissi pisteissé seké
nollassa:

f(0)=12-02—4-0*-3-0* =0,
f(=1)=12-(-1)*—4- (=1 =3 (-1)'=12+4 -3 =13,
f(2)=12-22-4.2° -3.2'=12-4—-4-8— 16 = 48 — 32 — 48 = —32.

Néiden tulosten valossa funktion pienin arvo on —32 ja suurin 13.

b) Funktio g on jatkuva, joten sen suurin ja pienin arvo suljetulla valilla
16ytyvit joko vilin padtepisteisté tai derivaatan nollakohdista. Derivaatta
on

d(z) =32 + 3.
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Derivaatta on aina positiivinen, eiké silld ole lainkaan nollakohtia. Funktio
saa siis suurimman ja pienimmén arvonsa vélin padtepisteissa. Koska deri-
vaatta on positiivinen, funktio on kasvava, ja néin voidaan liséiksi paatella,
ettd suurin arvo tulee vélin oikeassa pédtepisteessd, pienin vasemmassa.
Lasketaan vield ndmé arvot:

g(=1) = (-1 +3-(-1) = -1 -3=—4,
g(2)=2+3.-2=8+6=14.

Suurin arvo on siis 14 ja pienin 4.

. Merkitdan kolmion kannan pituutta x. Koska kannan ja korkeuden sum-
ma on 18 cm, taytyy korkeuden olla télloin 18 — x. Kolmion pinta-alan
lausekkeeksi saadaan talloin

1 1

A(r) = =2(18 — x) = 9z — 2%

2 2
Kannan taytyy olla vahintdan 0 cm pitké, ja toisaalta se voi olla korkein-
taan 18 cm, koska muuten korkeus olisi negatiivinen. Funktio A on siis
madritelty suljetulla vélilld [0, 18].

Koska funktio A se on jatkuva, se saa suurimman arvonsa vélin péaatepis-
teessd tai derivaatan nollakohdassa. Derivaatta on

Derivaatan nollakohta on x = 9. Lasketaan nyt funktion arvot vélin paa-
tepisteissd seké derivaatan nollakohdassa:

1
A(O):9~0—§~02:O,

A(18):9-18—%-182:162—162:0,
1
A(9):9~9—§~92:81—4O,5:40,5.

Pinta-alan suurin mahdollinen arvo on siis 40,5 cm.

. Merkitdan sen sivun pituutta x, jonka suuntaisia véliaidat ovat. N&itéa
viliaitoja on kaksi kappaletta, joten altaan reunat mukaanlukien saman-
suuntaisiin sivuihin verkkoa kuluu verkkoa 4x metrid. Toisen suuntaisia
sivuja varten jaa siis jéljelle 200 — 4z metrid verkkoaitaa. Yhden téllaisen



sivun pituudeksi tulee siis (200—4x)/2 = 100 —2x. Koko altaan pinta-alan
riippuvuutta x:sta kuvaa siis funktio

A(x) = x - (100 — 27) = 1007 — 22°. (0.1)

Viliaidan suuntainen sivu on véhintédin 0 metrié pitké ja enintdén 50 met-
rid, koska talloin kaikki aita kuluu véliaidan suuntaisiin sivuihin. Funktio
A on siis méaritelty vélilla [0, 50]. Se on derivoituva ja saa siksi suurimman
arvonsa valin padtepisteessd tai derivaatan nollakohdassa.

Funktion A derivaatta on
A'(z) = D(100z — 22%) = 100 — 4.

Tamén ainoa nollakohta on z = 25. Lasketaan funktion arvot méérittely-
vilin padtepisteissé ja derivaatan nollakohdassa:

F(0)=0-(100—2-0) =0,

£(50) =50+ (100 — 2-50) =50 -0 = 0,
£(25) =25 (100 — 2 - 25) = 25 - 50 = 1250.

Suurin pinta-ala saavutetaan siis silloin, kun véliaidan pituus on 25 metria.
Talloin toisen suuntaisen sivun pituudeksi tulee 100 — 2 - 25 = 50 metria.
Viliaita on siis lyhyemmén sivun suuntainen.

. Olkoon puoliympyrén sédde r. Nimitetddn suorakulmion kannaksi sité si-
vua, joka on puoliympyran suoralla reunalla, ja merkitdan sen pituutta z.
Ympyréin keskipisteestd (eli suorakulmion kannan puolivilistd) jompaan
kumpaan suorakulmion vastakkaiseen nurkkaan piirretty jana on samalla
ympyrin séde, joten sen pituus on 7. Jos merkitddn suorakulmion kor-
keutta y, saadaan Pytharogaan lauseen perusteella r? = (%:c)2 + 9?2, josta

ratkaistuna y = /72 — 122. Suorakulmion piiri on siis
1 1
p(x) = 2042y = 20424 /r? — Zgﬁ = 2144 |4 (7’2 - 1332) — 2 Ar2 — 22

Piirin pituus on kuvan perusteella viahintaén kaksi kertaa ympyréin sidteen
pituus ja korkeintaan kaksi kertaa ympyréan halkaisijan pituus. Siispd p on
médritelty, kun x on valilla [0, 2r]. Niissd padtepisteissd funktion arvo on

p(0)=2-0+Var2 — 02 = V42 =2r, ja
p(2r) =2 2r +\/4r2 — (2r)2 = 4r + V4r?2 — 4r2 = 4r.



Koska funktio p on jatkuva suljetulla vilill4, se saa suurimman arvonsa
vilin péadtepisteessd tai derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan funktio p:

1
P(0) = D(20 + (4r* = 2*)'?) = 2+ S (4r® — o) D(r* — o)
Xz

1
=24 (4 =) V2 (=2 =2 ——.
( )12 (~20) ——

2

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

rrorer

Funktion arvo derivaatan nollakohdassa on

47’ 47’ 167“2 87“ 4r2
P = 4r2 — —
\/g 5

—2.
8 2 10
= —T ~ 4,5

= — —'— _— =
V5 V5 Vb
Piirin suurin arvo saavutetaan siis silloin, kun = = 4r/ V5. Tallsin suo-
rakulmion korkeus on edellisen laskun perusteella r/v/5, joten kannan ja
korkeuden suhteeksi tulee

x 47"/\/7

y /5

. Funktio f(z) = 3x — xInx on mééritelty vain, kun = > 0. Tutkitaan f:n
derivaattaa:

1
f(x)=3—(Dz-lnx+2z-Dlnx)=3— (1-1nx—|—x-;) =3—(lnzx+1)

=2—1Inz.



Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

2—Inzx=0 < Inzx=2 < z=¢

Derivaatta on jatkuva ja voi vaihtaa merkkié vain nollakohdissaan. Koska
flle) =2—lne=2-1=1>0jafl(e!) =2—-—Ine* =2-3 =
—1 < 0, voidaan péiitelldi, ettéi derivaatta on positiivinen vililli 0, €?[ ja
negatiivinen, kun z > e2. Siispé funktio f on aidosti kasvava vélilld |0, e?].

. Derivoidaan funktio:

f'(x) =80(e - D(—x) — e * . D(—2x)) =80(e™* - (—1) — e > - (=2))
= 80(—e " 4 2e7%).

Derivaatta on nolla, kun —e™* + 2e72* = 0, eli

26—296 _ 6—:(: | X (6250)
— 2=¢"
<— r=1In2=0,693.

Tutkitaan derivaatan merkkiéd nollakohdan eri puolilla:

£/(0) =80(—e” +2¢°) =80(—1+2-1)=80-1=280> 0,
/(1) =80(—e ' +2e72!) =80(—e ' +2e7?) ~ —7,78 < 0.

Funktio on siis aidosti kasvava vélilla [0,1n2] ja aidosti véhenevé, kun
x > In2. Siispd kohdassa x = In 2 on maksimi ja maksimiarvo on

1 1
f(lIlQ) — 80(6—1n2 . 6—2ln2) _ 80(61n1/2 . 6ln1/4) — 80 (5 _ 1)

= 80 1—20
= 7= 20.

Liséksi padtepisteessd © = 0 on minimikohta. Minimiarvo on
£(0) =80(e” — e72%) =80(1 — 1) = 0.
. Koska sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, jaksona 27, niin
f(z +27) = sin®(z + 27) + cos(z + 27) = sin®z + cosx = f(x).

Siispd myo0s funktio f on jaksollinen eli se saa samat arvot aina 2m:n vélein.
Suurimman arvon maarittdmiseksi voidaan siis rajoittua esimerkiksi vélille
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[0, 27], koska tdmén jélkeen toistuvat taas samat arvot. Funktio on jatkuva
koko tuolla vililld, joten tutkitaan funktion arvoja valin paétepisteissa
sekd derivaatan nollakohdissa.

Derivoidaan funktio:

f'(x) = Dsin®x + Dcosx = 2sinx - Dsing — sinz = 2sinz cosz — sinx
=sinz(2cosx — 1).

Derivaatta on nolla tulon nollasdinnén mukaan silloin, kun sinz = 0 tai

2cosx — 1 = 0. Ensimmaéinen tapaus toteutuu, kun z = 0 seké aina m:n

vélein. Niistd kohdat © = 0, z = 7 ja x = 27 osuvat tarkasteluvilille.
Toinen tapaus toteutuu, kun

1
2cosr =1 <= cos:c:§ <= xz:l:%,

sekéd aina 27 vélein. Néistd kohdat x = 7/3 ja x = 5m/3 osuvat tarkas-
teluvilille. Funktion arvot tarkasteltavissa pisteissd ovat

f(0) =sin®0 +cos0=0%+1=1,
2
T\ . o7 T V3 r 3 1 5
f<3>_sm3+cos3_<2) teT1TT Y
f(r) =sin®m +cosm=0%—1=—1,

5 5 5 ﬁ2 1 3 1 5
f<§)281n2§+608§:<_—> +§:Z+§:_

f2m) = f(0) = 1.
Funktion f suurin arvo on siis 5/4.
10. Koska sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, jaksona 27, niin
f(z +27) = cos?(x + 27) + sin(z + 27) = cos’ z + sinz = f(x).

Siispa myos funktio f on jaksollinen eli se saa samat arvot aina 27m:n vélein.
Suurimman arvon méaérittamiseksi voidaan siis rajoittua esimerkiksi vélille
[0, 27], koska tdmén jélkeen toistuvat taas samat arvot. Funktio on jatkuva
koko tuolla valilld, joten tutkitaan funktion arvoja vilin paétepisteisséa
sekd derivaatan nollakohdissa.

Derivoidaan funktio:

f'(x) = Dcos*x + Dsinx = 2cosx - Dcosz + cosz = 2cos z(—sinx) — cosx

= —cosz(2sinz — 1).
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Derivaatta on nolla tulon nollasddnnén mukaan silloin, kun cosx = 0 tai
2sinz — 1 = 0. Ensimméinen tapaus toteutuu, kun x = 7/2 seké aina
mn vilein. Néistd kohdat © = 7/2 ja x = 37/2 osuvat tarkasteluvalille.
Toinen tapaus toteutuu, kun
. . 1 T 5w
2sinr =1 < sinr == <= = — tairx = —,
2 6 6

sekd aina 2m:n vélein. Naista kohdata x = /6 ja x = 57 /6 osuvat tarkas-
teluvélille. Funktion arvot tarkasteltavissa pisteissa ovat

f(0)=cos’0+sin0=1>+0=1,

2
™ e ®™ T _(V3) 1 3 1 5
f<6>_cos6+sm6_<2)+2_4+2_4’
f<g>:cos2g+sm§:02+1: ,
2
57\ .5m . b [—V3 1 3 1 5
f( )_COSFHIHF_( 2 ) TSt T

3 3
f<—) :cos2§+sin§:02—1:—l,
2m) =

Funktion f pienin arvo on siis —1.
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