Y100 (Matematiikka 1)
Kurssikoe 18.12.2006
Ratkaisuehdotus, 7 sivua

Tehtavissa 3 ja 4 oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Tutki derivaatan avulla rationaalifunktion
2+ 4
f(z) =

kulkua. Missd funktio on kasvava, missd viheneva? Missé silld on
lokaaleja dariarvoja?

Ratkaisu. Funktio f on maéaritelty kaikkialla muualla paitsi pis-
teessd 0. Se on derivoituva koko maéarittelyjoukossaan, ja sen deri-
vaatta on osaméarin derivoimissidnnén mukaan

, D(z?+4)-x—(22+4)-Dx  2x-z— (22 +4)-1

f (l‘) = 2 = 2

x x
22—’ —-4 -4

N x? a2
Funktion kulun selvittdmiseksi on mééritettiva derivaatan etu-
merkki. Derivaatta on jatkuva maéarittelyjoukossaan, joten se voi
vaihtaa etumerkkid vain nollakohdissa tai pisteissd, joissa se ei ole
maéaritelty. Derivaatta on murtolauseke, joten se on nolla tismélleen
silloin kun sen osoittaja on nolla (mikéili se on mééritelty kyseisessa
pisteessi). Saadaan siis

fl2)=0 <= 2°-4=0
—1’=4
— = £2
Derivaatta ei ole méaaritelty, kun x = 0. Tutkitaan siis etumerkki
valeilld Joo,—2[, |—2,0[, ]0,2[ ja ]|2,00[ sijoittamalla esimerkik-

si luvut —3, —1, 1 ja 3 derivaatan lausekkeeseen ja muodostetaan
etumerkeistd merkkikaavio:

r< 2| 2<zx<0|0<zrz<2|2<zx
f(x) + - — +
flz)| N\ N\ a

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktio f on kasvava vileilld Joo, —2]
ja [2,00[ sekd vdheneva vileilld [—2,0] ja ]0,2]. Kohdassa z = —2
funktiolla on lokaali maksimi ja kohdassa x = 2 silld on lokaali mi-
nimi.
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2. Laske seuraavat integraalit:
1 44
/ (z — 2)*dx, / — dt.
1 1 T

Ratkaisu. Kerrotaan ensin sulut auki: (z — 2)? = 22 — 4z + 4,
jolloin

1

/ttr—Zde::/ix2—4x+4dx=//<%m3—2x2+4x>
:(%-ﬁ—2-ﬁ+4wQ——<%%—U3—2%—U2+44—U>

JERRCERNERCE

Toinen integraali on

4 4
/-Fu:/mt:m4—m1:m4—0:m4sz.
1
1

3. a) Laske funktion f(z) = sinz kuvaajan ja x-akselin viliin j&éva
pinta-ala valill [0, 5]. (Etsi ensin sinin nollakohdat kyseiselld vililla.)

Ratkaisu. Integraali antaa funktion kuvaajan ja x-akselin viliin
jddvin pinta-alan positiivisena tai negatiivisena, riippuen siité, kul-
keeko kuvaaja x-akselin yli- vai alapuolella. Jos halutaan tietdd aito
pinta-ala, on integraali laskettava erikseen niilla véleilld, joilla funk-
tio on positiivinen ja niilld, joilla se on negatiivinen.
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Sinifunktio on jatkuva, joten se voi vaihtaa merkkidén vain nolla-
kohdissaan. Sinifunktiolle pitee sin 0 = 0. Lisdksi nollakohdat tois-
tuvat 7:n vilein. (Huomaa, ettd kulmanyksikkona kdytetaan radiaa-
neja, koska vain talloin patevit derivointisidnnét Dsinz = cosz ja
Dcosxz = —sinz.) Vilille [0, 5] osuu siis kaksi nollakohtaa: 0 ja m

(silla 27 =~ 6,3 > 5). Lasketaan integraali erikseen vileilla [0, 7] ja
[, 5]

T m
/ sinxdxz/—cosxz—cos7r—(—cos(])=1+1:2,
0 0
ja
5 5
/ sinxda::/—cosx:—cosS—(—cosw)=—cos5—1z—1,28.
m

™

Jotta saadaan todellinen pinta-ala, tdytyy negatiivinen integraali
muuttaa positiiviseksi ja laskea sitten integraalit yhteen:

A =2+ (cosb+1)=3+cosb~ 3,28.

. b) Arvioi integraalia fol 2? dz laskemalla funktion f(x) = z? ylasum-
ma vililla [0, 2], kun jakovilejd on 4 (eli jakovélin pituus on 1/2).

Ratkaisu. Tassi tehtdvassi oli kirjoitusvirhe. Tarkoitus oli arvioi-
da integraalia f02 x? dz, siis integroimisvilin [0, 2], ei [0, 1]. Tam3 ei
kuitenkaan varsinaisesti muuta tehtdvia. Lasketaan vain ylisumma
valilld [0, 2], niin kuin tehtévissi pyydetadn.

Yldsumman laskemiseksi jaetaan véli [0,2] ensin neljdéin osaan:
[0,2], [3,1], [1,2] ja [2,2]. Tdmén jilkeen etsitdéin jokaisella vililld
funktion suurin arvo. Koska f on kasvava vililla [0, 2], suurin arvo



16ytyy aina vilin oikeanpuoleisesta paédtepisteestd. Suurin arvo ker-
rotaan sitten osavilin pituudella (joka on 1/2), jolloin saadaan ky-
seiselld osavililla kuvaajan alle jadvaa aluetta approksimoivan suo-
rakulmion pinta-ala. Lopuksi nidin saadut arvot lasketaan yhteen.
Tulokset voidaan koota taulukkoon.

osavili | suurin arvo | pinta-ala
0,1/2] [ (1/2)?=1/4]1/8 =0,125
1/2,1 12=1 1/2=0,5
1,3/2] | (3/2)? =9/4|9/8 = 1,125
(3/2,2] 22 =4 2

| | yhteensd |15/4 =3,75 |

Integraalin f02 x? dx arvio (ylikanttiin) on kyseinen ylisumma eli
3,75. (Integraalin tarkka arvo on 8/3 ~ 2,67.) Tehtéviissa pyydettiin
kuitenkin arvioimaan integraalia fol 2?2 dz. Lasketaan siis yldsum-
ma vain valilld [0,1] eli otetaan aiemmasta taulukosta vain kaksi
ensimmadistéd rivid ja lasketaan pinta-alat yhteen. Téll6in saadaan
ylasummaksi 5/8 = 0,625. (Integraalin tarkka arvo on 1/3 ~ 0,33.)

0,25

4. a) Ratkaise seuraava alkuarvotehtéva:

./,E” (t)

Ratkaisu. Ratkaistaan tuntematon funktio x integroimalla kaksi
kertaa. Ensinnikin tiedetaén, ettd 2’ on funktion z” integraalifunk-
tio, joten

z'(t)

/x”(t)dt+0=/2tdt+0=t2+0,
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missd C' on integroimisvakio. Toisesta alkuarvoehdosta nihdain nyt,
ettd taytyy patea

7'(0) = 0>+ C = —1,

joten tiytyy olla C = —1. Siispd 2'(t) = t* — 1. Toisaalta z on
funktion z' integraalifunktio, joten

1
fv(t)=/:v’(t)dt+D:/t2—1dt+D:§t3—t+D,

missd D on toinen integroimisvakio. Ensimmaéisen alkuarvoehdon
mukaan

1
z(0) = g03—0+D=1,
joten D = 1. Siispé etsitty funktio on

1
z(t) = gt?’ —t+1.

4. b) Radioaktiivisessa hajoamisessa hajoamisen nopeus on koko ajan
suoraan verrannollinen jiljelld olevan aineen maarain. Erédstd ainet-
ta oli alussa 300 kg, mutta vuoden kuluttua siité oli jiljelld endé kol-
mannes. Ratkaise funktio, joka kuvaa aineen méaraa kullakin ajan-
hetkell.

Ratkaisu. Kyseessi on eksponentiaalinen kasvu, tai tissa tapauk-
sessa oikeastaan viheneminen. Merkitddn ajanhetkelld ¢ jaljelld ole-
van aineen médrda m(t). Koska madran muutosnopeus on suoraan
verrannollinen méaérdain ja alussa ainetta oli 300 kg, saadaan seu-
raavanlainen alkuarvotehtiva:

m'(t) = km(t), m(0) = 300.

Téssd k on tuntematon verrannollisuuskerroin. Koska aineen méa-
rd m(t) on aina positiivinen, voidaan differentiaaliyht&lo jakaa silld

puolittain, jolloin saadaan separoituva yhtalo:

ml

— = k.

m
Funktion g(m) = 1/m integraalifunktio on G(m) = In |m/|, ja funk-
tion h(t) = k (vakio) integraalifunktio on H(t) = kt. Separoituvan
yhtélon ratkaisumenetelmén mukaan ratkaisu on siis In |m| = kt+C,
missd C' on integroimisvakio. Koska m > 0, voidaan itseisarvot jét-

taa pois ja ratkaista m:

Inm=kt+C

kt+C _ okt C

kt

— m=e
< m(t) = mee

Tissd on merkitty mo = e“.



Alkuarvoehdon mukaan
m(0) = mee*? = my - 1 = 300,

joten g = 300 ja m(t) = 300e*. Lisiksi vuoden kuluttua ainetta
on jaljelld endd 100 kg, joten voidaan paitelld

m(1) =100
300e¥! = 100
.
3

1
k:lng =—-In3~ —1,10.

Aineen méaaraa kuvaa siis funktio
m(t) = 300e~"™3" = 30010,

missa ¢ on aika vuosina.

5 Er#s matriisi A ja sen kiiéinteismatriisi A~ ovat

111 6 2 -3
A=12 3 0|, Al=|-4 -1 2
3 4 2 -1 -1 1
Ratkaise seuraavat kaksi yhtaloryhmaé:
z +y 4z =1 T 4y 4z = =2
2v +3y = 1, 2z +3y = 0
3z +4y +2z = 1 3rv +4y +2z = 3

Ratkaisu. Ratkaistavat yhtaloryhmét voidaan kirjoittaa muodossa
AX = B; ja AX = By, missi A on tehtivissi annettu matriisi seké

T 1 -2
X=ly|, B, =1 ja By=10
z 1 3

Koska kerroinmatriisi A on kddntyvé, on ensimmaéisen matriisiyhta-
16n ratkaisu X = A~!1By, eli

B I IS I B R S B BN

Hi B 1 R el

Toisin sanoen x = 5, y = —3 ja z = —1.

Toisen yhtiléryhmin ratkaisu on vastaavasti X = A~ By, eli
x 6 2 =3||-2 6-(—2)+2-0-3-3 —21
yl=1-4 -1 2| |0| =|-4-(-2)—-1-0+2-3| =| 14
z -1 -1 1|3 ~1-(-2)—1-041-3 1

Saatiin z = —21, y =14 ja z = 1.
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Tehtévan yhtaloryhmét voi tietysti ratkaista myos eliminoimalla.
Ensimmaisen yhtdloryhméan tapauksessa saataisiin tilloin

o oty 4z =1 [-(=2) |-(=3)
2r +3y =1 |+ |
3x +4y +2z = 1 |
r 4y 4z = 1 |+«
= y —2z = —1 |-(-1) |-(-1)
y —z = =2 |
x +3z = 2 |«
= y —2z = —1 | | +
f= o1 () ]
x = 9
<= Y = =3 .
z = -1

Toinen yhtaloryhmaé ratkeaa aivan samalla tavalla.



