Y100 (Matematiikka 1)
Yhteiskuulustelu 4.4.2007
Ratkaisuehdotus, 6 sivua

Tehtévissd 3 ja b oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Tutki funktion f : R — R, f(z) = 3z* + 423 kulkua derivaatan
avulla. Missd funktio on kasvava, missd viheneva? Missa funktiolla
on paikallisia maksimeja tai minimeja?

Ratkaisu. Polynomifunktio f on kaikkialla jatkuva ja derivoituva.
Funktion derivaatta kuvaa sen kulkua. Derivoidaan funktio:
fl(z) = 3-42° + 4 - 32% = 122° +122° = 122%(x + 1).
Derivaatan nollakohdat ovat tulon nollasd&nnén mukaan z = 0 ja
x = —1. Koska derivaatta on jatkuva, se voi vaihtaa merkkidan vain

nollakohdissaan. Lasketaan muutamia derivaatan arvoja ja piirre-
tddn niiden mukaan merkkikaavio.

f1(=2) =12(=2)%(=2+1) = —48 < 0,
f'(=1/2) =12(=1/2)*(=1/2 + 1) = 3/2 > 0,
fl1)=12-12(1+1) =24 > 0.

Funktio on vihenevi sielld, missé derivaatta on negatiivinen, ja kas-
vava sielld, missd derivaatta on positiivinen.

r<-1|-1<z2z<0|0<zx
f'(z) - + +
fl@) | N\ /" /"

Kaaviosta voidaan paitelld, ettd funktio on vihenevd, kun z <
—1, ja kasvava, kun z > —1. Funktiolla on siis paikallinen minimi
kohdassa x = —1, ja muita diriarvokohtia ei ole.
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2. Laske seuraavat integraalit:

2 1 1
/ —32% + z dr, / |2®| de, / tVtdt.
1 -1 0

Ratkaisu. Ensimmaéisessé integraalissa on tavallinen polynomi:

9 2 2
1 1 1

9.2 — ___3 _2: 3 T2

/_1 3z° +xdx /(33:5-%—2:5) _/1(:15—}-295)

-1

= (-23+ % : 22> - (—(_1)3+ % . (_1)2>

115
- 8+4+2-1--=_-"2
* 2 2

Toinen integraali voidaan laskea kahdessa osassa, jotta ei tarvitse
miettid, miki olisi itseisarvofunktion integraalifunktio. Kun z < 0,

niin |23 = —23, muuten |23| = z3. Titen saadaan

1 0 1
1

3 _ s _/_1 L
/_1\$|dx—/lxdx+/xdx / zt 0/4

1 1 1 1 1
= Z(=1) “1r )=+ =2,
(o+3-0t)+ (G1t-0) =545

Kolmas integroitava kannattaa ensin muuttaa potenssimuotoon:
tvt =t' - tY/? = t3/2, Niin saadaan helposti

1 b9 2
/t\/idt:/ 32 dt = /—5/2 152 _p=2
0 /5 5

3. a) Madrita funktion f(z) = cosz kuvaajan ja x-akselin véliin jaavin
alueen pinta-ala vililld [0, 37/2]. (Muista radiaanit.)

Ratkaisu. Integraali antaa funktion kuvaajan ja x-akselin viliin
jadvan pinta-alan positiivisena tai negatiivisena, riippuen siitd, kul-
keeko kuvaaja x-akselin yla- vai alapuolella. Jos halutaan tietda aito
pinta-ala, on integraali laskettava erikseen niilla vileill4, joilla funk-
tio on positiivinen, ja niill4, joilla se on negatiivinen.

Kosinifunktio on jatkuva, joten se voi vaihtaa merkkidén vain nol-
lakohdissaan. Kosinifunktiolle pétee cos § = 0. Liséiksi nollakohdat
toistuvat 7 vélein. Vélille [0, 37 /2] osuu siis kaksi nollakohtaa: 7 /2
ja 3w /2. Lasketaan integraali erikseen vileilld [0, 7/2] ja [7/2, 37 /2]:

7_(_/2 7T/2 T
/ cosxdr = /sin:vzsing—sin():l—o:l,
0
0



ja
371'/2 37T/2 37T T
/ coszdx = / sing =sin— —sin—=-1—-—1=-2.
w/2 /2 2 2

Jotta saadaan todellinen pinta-ala, tdytyy negatiivinen integraali
muuttaa positiiviseksi ja laskea sitten integraalit yhteen. Niin saa-
daan alaksi 1 + 2 = 3.

0,54

/2 3n/2

-0,54

3. b) Madrité vakion k arvot, joilla funktio y(t) = e** toteuttaa toisen
asteen differentiaaliyhtalon

y"' —y —2y=0.

Derivoidaan ensin annettu ratkaisufunktio y:
y'(t) = e - D(kt) = ke,
y'(t) =k-D et =k -9 (t) = k?e.

Sijoitetaan nyt ndméa derivaatat toteutettavaan differentiaaliyhté-
166n ja ratkaistaan k:

k?ekt o kekt —9. ekt =0
(B> —k—2)e"" =0 |:eM (#0)
K —k—-2=0.
Toisen asteen yhtilon ratkaisukaavaa antaa
L 1+4/12-4-1-(-2) 1+3
B 2-1 2
Ratkaisuiksi saadaan k£ = 2 tai k£ = —1.
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4. Viljelijan harmiksi erdini satokautena koloradonkuoriaispariskun-

ta (Leptinotarsa decemlineata) péési pesiytymédn perunapeltoon.
Suotuisissa oloissa kuoriaisten lisdantymisnopeus oli joka hetki suo-
raan verrannollinen niiden lukuméardén. Neljin kuukauden jakson
jalkeen kuoriaisia oli jo 20000. Ratkaise kuoriaisten méira ajan funk-
tiona.

Ratkaisu. Merkitdan kuoriaisten maarad ajan funktiona m(t). T4l-
16in lisdéntymisnopeus on funktion derivaatta m’(t). Koska lisdén-
tymisnopeus on joka hetki suoraan verrannollinen kuoriaisten luku-
méarain, saadaan differentiaaliyhtilo

m/(t) = km(t),

missd k£ on tuntematon vakio (verrannollisuuskerroin). Koska luku-
méérd m(t) on tehtéviissi aina positiivinen, saadaan yhtilo separoi-
tuvaan muotoon jakamalla se m(t):114:
m'(t) _
m(t)
Ratkaistaan saatu separoituva yhtdlé. Vasemman puolen erés in-
tegraalifunktio on

L I m = In|m
/mm(t)dt_/m(t)d In |m(t)].

Koska méaérd on aina positiivinen, itseisarvomerkit voidaan unoh-
taa. Vastaavasti oikean puolen erds integraalifunktio on kt. Téten
saadaan

Inm(t) =kt+C
< m(t) = "*C
< m(t) = eFe”

<= m(t) = mee™.

Téssi on merkitty mg = e, C on integroimisvakio.
Alussa kuoriaisia oli kaksi kappaletta, joten

k-0

m(0) = mee®™ =mg-1=2.

Siispad mg = 2. Toisaalta neljan kuukauden kuluttua méara oli 20000,
joten

m(4) = 2¢¥* = 20000 |:2
< " =10000
<= k-4=1n10000

1
= k= 7110000 ~ 2,303,



Kuoriaisten maaraa kuvaa siis funktio

m(t) = 2e>%.
5. a) Olkoot
1 11 6 2 =3 z 3
A=12 30|, B=|-4 -1 2|, X=|y| ja c=1
3 4 2 -1 -1 1 z 2

Osoita, ettd matriisi B on matriisin A kdanteismatriisi, ja ratkaise
yhtaloryhma AX = C.

Ratkaisu. Matriisi B on matriisin A kifnteismatriisi, jos AB = I3,
missd I on yksikkématriisi. Tarkistetaan tdma:

11 1][6 2 -3
AB=|(2 3 0| |-4 -1 2
3 4 2/ |-1 -1 1
[1-64+1-(=4)+1-(=1) 1-24+1-(=1)+1-(=1) 1-(=3)+1-2+1-1
=12-6+3-(-4)+0-(=1) 2-2+3-(=1)+0-(=1) 2-(-3)+3-2+0-1
3-6+4-(—4)+2-(-1) 3-244-(=1)+2-(-1) 3-(-3)+4-2+2-1
[1 0 0
=10 1 0| =13
0 0 1

Y114 nihtiin, ettd B tosiaan on A:m kiinteismatriisieli B = A 1.
Talloin yhtaloryhmalla AX = C on tdsmélleen yksi ratkaisu, ja se
on

6 2 -3]1[3 6-3+2-1—3-2 14
X=A'"C=BC=|-4 -1 2 1l=-4-3—-1-14+2-2| =|-9
-1 -1 1 2 ~1-3—-1-1+1-2 )

5. b) Etsi seuraavien yhtéloryhmien ratkaisut, jos niitd on olemassa:

2v +y 42z = -2 z 4y +4z = -2
y —2z = 4 —x 4y -2z = 4
r —y 43z = 3 2 —y +5z = 0



Kaytetaan ratkaisussa eliminointimenetelmaé:

2 4y 42z = -2 |[:2
y —2z = 4
r —y 43z = 3
ooty 2= -1 | (1)
= y —2z = 4 |
r -y +3z = 3 |«
T +3y 4z = -1 |«
= y —2z = 4 |-(=1) |2
—3y +2z = 4 |
x +2z = =3
<= y —2z = 4
—z = 10 |:(-1)
x +2z = -3 |+
= y —2z = 4 | |
z = —10 |-(=2) |-2
x = 17
<= Y = —16 .
z = —10
Ratkaisu on siis ¢ = 17, y = —16 ja z = —10.
Toisesta yhtéaloryhmésti saadaan
x 4y +4z = =2 |-1 |-(-2)
-z 4y -2z = 4 |+ |
20 —y 45z = 0 |
T +y +4z = =2
= 2y +2z = 2 |:2
-3y -3z = 4
r 4y +4z = =2 |+
= y +z = 1 |-(-1) |-3
-3y -3z = 4 | +
x +3z = -3
<= y +z = 1
0 = 7

Koska viimeiselle riville tuli epédtosi yhtilo 0 = 7, ei yhtaloryhmalla
ole ratkaisua.



