Y100 (Matematiikka 1)
Yhteiskuulustelu 21.2.2007
Ratkaisuehdotus, 6 sivua

Tehtévissa 3 ja b oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Derivoi seuraavat lausekkeet:

22 + 5x(x — 1) + 3, p R In(sin z).

Ratkaisu. Ensimméiinen lauseke on polynomi:
D(2z* + 5z(x — 1) + 3) = D(22° + 52° — 57 + 3)
=2-32"+5-22-5-1+0
= 62° + 10z — 5.

Toinen lauseke on helpointa muuttaa potenssimuotoon:

2 1
D (—2 + —) =D(2z7%+z7h)
x? oz
=D(2- (-2)a7* + (-1)27?)
4 1
= dgd 7t = —— — —.
My6s osamaéérian derivointisdantd toimii:
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Viimeisend on yhdistetyn funktion lauseke. Ulkofunktiona on lo-
garitmi f(z) = Inz, jonka derivaatta on f'(x) = 1/z. Siséfunktio on
g(z) = sinz, jonka derivaatta puolestaan on ¢'(z) = cosz. Yhdiste-
tyn funktion derivointisdinnon mukaan saadaan

Dln(sinz) = f'(g(z)) - ¢'(x) = —— -cosz =

2. Veden virtausnopeus putkessa noudatti aikavalilld [2 h, 12 h| suun-

nilleen funktiota v(t) = —3t?+6t+2 (m*/h), missé ¢ on aika tuntei-
na. Paljonko vettd virtasi putken l&pi tuona aikana? (Veden mééra

on virtausnopeuden kertyma.)
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Ratkaisu. Virranneen veden maéra saadaan integroimalla virtaus-
nopeutta kuvaava funktio kysytylla aikavililla. Vettd virtasi siis

12 VAR 1 VAR
/ ——t2+6t+2dt:/ S U Bl S ¥ :/ B 43242
, 2 /7273 2 / 6

1 3 2 1 3 2
= (g 12 +3 12 4212 ) — (£ 2432 4202

= (—288 + 432+ 24) — (—4/3 + 12 +4) =~ 153 (m?).

3. a) Maéaritd funktion f(z) = zsinz + cosz suurin ja pienin arvo
suljetulla vililla [0, 7]. (Kulmanyksikkoné radiaanit.)

Ratkaisu. Funktio on jatkuva ja derivoituva kyseisella suljetulla
valilld, joten se saa suurimman ja pienimmaén arvonsa tuolla vélilla
joko vilin jommassa kummassa paitepisteessi tai derivaatan nolla-
kohdassa. Funktion derivaatta saadaan tulon derivointisddnnolla:

f'(z) = Dz -sinz +x-Dsinz + Dcosz

=1-sinz+x-CcoSz —Sinx = x COS Z.

Tulon nollasédénnon perusteella f/(x) = 0 tasmaélleen silloin kun joko
x = 0 tai cosz = 0. Jialkimmé&inen toteutuu pisteessd z = /2
sekd aina 7:n vilein. Namé muut nollakohdat eivit kuitenkaan osu
tarkasteltavalle vilille. Sopivia nollakohtia ovat siis vain z = 0 ja
x=m/2.

Koska funktion suurin ja pienin arvo 16ytyvit péditepisteistd tai
derivaatan nollakohdasta, lasketaan funktion arvot néissi ja katso-
taan, mikd on suurin, miki pienin:

F(0)=0-sin0+cos0=0+1=1,
f(r/2)=7/2-sinm/2+cosm/2=7/2-1+0=7/2~ 1,6,

f(m)y=m-sinm+cosm=m-0—1=—1.

Suurin arvo on siis 7/2 ja pienin —1.
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3. b) Uunissa ldmmitettévin paistin lampo6tila on joka hetki suoraan
verrannollinen uunin ja paistin lampdtilojen viliseen erotukseen.
Uunin [d&mpétila on koko ajan 200 astetta. Paistin 1ampotila oli alus-
sa 20 astetta ja tunnin kuluttua 80 astetta. Maaritd paistin 1ampo-
tilaa kunakin ajanhetkend kuvaava funktio.

Ratkaisu. Tehtdvinannossa on virhe. Tarkoitus oli sanoa, etti
paistin ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja pais-
tin lampotilojen viliseen erotukseen. Jos merkitddn paistin lampo-
tilaa ajan funktiona 7T'(t), saataisiin virheellisen tehtdvinannon mu-
kaan yhtalo

T(t) = k(200 — T(1)),

missd k£ on verrannollisuuskerroin. Kertomalla sulut auki ja siirtele-
maélld termeji saataisiin sitten

T(#)(1 - k) = 200k,

josta T'(t) = 200k /(1—k); lampétila olisi siis vakio. TAmé on vastoin
tehtavin oletuksia.
Oikeassa muotoilussa, kun edelleen T'(¢) on paistin lamp6étila ajan-

hetkelld ¢ eli paistin limpenemisnopeus on 7”(t), saadaan differen-
tiaaliyhtalo

T'(t) = k(200 — T'(1)),
missd k£ on verrannollisuuskerroin. Koska paistin lampdétila on ko-
ko ajan positiivinen, voidaan yhtdlo muuttaa separoituun muotoon
jakamalla puolittain 200 — 7":114:
1

— T =k

200-T
Kun merkitdén g(T) = 1/(200 —T') ja h(t) = k, ndhdadn ettd yhta-
16 on todella separoituva (se on muotoa g(7')T" = h(t)). Funktion A



integraalifunktioksi voidaan valita H (t) = kt. Toisaalta g on yhdis-
tetty funktio, jonka sisdfunktion lauseke on 200 — 7". Tamén deri-
vaatta on —1, joten yhdistetyn funktion integroimissaéinnén mukaan
saadaan

1 1
/QOO_TdT_—/200_T-(—1)dT_—1n(200—T).

Logaritmissa ei tarvita itseisarvoja, koska paisti on koko ajan kyl-
mempi kuin 200 astetta. Separoituvan yhtélon ratkaisu voidaan kir-
joittaa G(T') = H(t) + C, eli

—In(200 -T) =kt +C
= 200 —T = e ¥t=¢
= T =200—e ¥ C =200 — e Ce*.

Merkitdin nyt e~¢ = Ey, jolloin T = 200 — Eye~*.
Alkuarvoehdon mukaan

T(0) = 200 — Eyge” = 200 — By - 1 = 20,
joten Fy = 200 — 20 = 180. Toisaalta tunnin paista limpaotila oli 80
astetta, joten
T(1) = 200 — 180e** = 80,
josta edelleen
200 — 180e* = 80

< 180e* = 120

[N )

— ek =
2
= k=1Ing ~ —0,405.

Paistin lampdtila noudatti siis funktiota

T(t) = 200 — 180e~ %405,

. Ratkaise seuraava alkuarvotehtava:

2" (t) = 2t, z(0) =1, z'(0) = —1.

Ratkaisu. Ratkaistaan tuntematon funktio x integroimalla kaksi
kertaa. Ensinnikin tiedetdén, ettd 2’ on funktion z” integraalifunk-
tio, joten

a:’(t):/x"(t)dt+0=/2tdt+0=t2+0,
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missd C' on integroimisvakio. Toisaalta x on funktion z’ integraali-
funktio, joten

1
:v(t)=/fﬂ'(t)dt+D:/t2+Cdt+D:§t3+Ct+D,

missd D on toinen integroimisvakio.
Ensimmaisestd alkuarvoehdosta nahdain, etta

1
x(O):§-03+C-0+D:1,

joten D = 1. Koska z'(t) = t* + C, toisesta alkuarvoehdosta seuraa
2'(0) = 0>+ C = —1,
joten taytyy olla C' = —1. Siispa etsitty funktio on

1
z(t) = §t3 —t4+1.

5. a) Olkoot
1 11 6 2 =3 z 3
A=|2 30|, B=|-4 -1 2|, X=|y| ja c=|1
3 4 2 -1 -1 1 z 2

Osoita, ettd matriisi B on matriisin A kidnteismatriisi, ja ratkaise
yhtaloryhma AX = C.

Ratkaisu. Matriisi B on matriisin A kddnteismatriisi, jos AB = I3,
missd I3 on yksikkématriisi. Tarkistetaan tamé:

(1 1 1][6 2 -3
AB= (2 3 0| |-4 -1 2

3 4 2] |-1 -1 1
[1-64+1-(=4)+1-(=1) 1-24+1-(=1)+1-(=1) 1-(=3)+1-2+1-1

=12:6+3-(—4)+0-(-1) 2-24+3-(-1)+0-(-1) 2-(=3)+3-2+0-1
3-6+4-(—4)+2-(=1) 3-2+4-(=1)+2-(-1) 3-(-3)+4-2+2-1
[1 0 0

=(0 1 0| =13
0 0 1

Y114 nihtiin, ettd B tosiaan on A:m kiinteismatriisieli B = A 1.
Talloin yhtéloryhmalla AX = C on tdsmélleen yksi ratkaisu, ja se
on

6 2 -3]1[3 6-34+2-1—-3-2 14
X=A'C=BC=|-4 -1 2 1|l=|-4-3—-1-14+2-2| =|-9
-1 -1 1 2 —-1-3—-1-14+1-2 -2
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5. b) Etsi seuraavien yhtéloryhmien ratkaisut, jos niitd on olemassa:

2r +y +2z = -2 r 4y +4z = -2
y —2z = 4 - 4y —2z = 4
r -y 43z = 3 2 —y +5z = 0

Kaytetaan ratkaisussa eliminointimenetelmaé:

2 +y +2z = -2 |:2
y —2z = 4
z —y +3z = 3
T +3y +z = -1 [-(-1)
= y —2z = 4 |
r -y +3z = 3 |+
T 43y +z = —1 |+
= y -2z = 4 |-(=1) |2
-3y 42z = 4 |
x +2z = =3
<= y —2z = 4
—z = 10 |:(-1)
x +2z = =3 |+
= y =2z = 4 | |
z = =10 |-(-2) |-2
x = 17
<= Y = —16 .
z = —10
Ratkaisu on siis x = 17, y = —16 ja z = —10.
Toisesta yhtéloryhméasta saadaan
xr +y +4z = =2 |-1 |-(-2)
—r 4y -2z = 4 |+« |
2r -y +5z = 0 |
r +y +4z = -2
= 2y 42z = 2 |:2
-3y -3z = 4
r 4y +4z = =2 |«
= y 4z = 1 |-(-1) |-3
-3y -3z = 4 | <
x +3z = -3
<~ y +z = 1
0 = 7

Koska viimeiselle riville tuli epédtosi yhtdlo 0 = 7, ei yhtaloryhmalla
ole ratkaisua.



