Y100 (Matematiikka 1)
Kurssikoe 17.1.2007
Ratkaisuehdotus, 6 sivua

Tehtavissa 3 ja 4 oli ratkaistava joko (a)- tai (b)-kohta.

1. Maarita funktion f(z) = x/e” suurin ja pienin arvo suljetulla vlilla
[0, 3]. (Muistutus: e & 2,7.)

Ratkaisu. Funktio f on mééritelty kaikkialla, koska nimittdja e®
el saa koskaan arvoa nolla. Funktio on myd6s derivoituva kaikkialla
ja sen derivaatta on osaméirian derivoimissdannén mukaan

;o Dx-e®—x-De* 1-e®—we® (1—x)e® 1-ux
fi(x) = (e)? T ()2 ()2 e

Suljetulla vililla derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén
arvonsa joko vilin pditepisteessd tai derivaatan nollakohdassa. De-
rivaatta on murtolauseke, joten se on nolla tdsmalleen silloin kun
sen osoittaja on nolla. Saadaan siis

fz)=0 <= 1—-2=0 < z=1.

Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdassa ja vilin péaite-
pisteissa:

el e el
Funktion suurin arvo vililla [0, 3] on siis f(1) = 1/e ja pienin arvo

£(0) = 0.
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2. Laske seuraavat integraalit:

/1@-1 /—dt

Ratkaisu. Kerrotaan ensin sulut auki: (z — 1) = 22 — 22 + 1,
jolloin

1 1 L
/(x—l)Qdm:/ x2—2x+1dx:/<%x3—x2+x>
—1 -1
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(%-13—12+1)-(%-(—U3—(—U2+(—U)

1 1 1 1 2 8
=(--1+1)—(-2-1-1)==—(-2-2)=22=2.
(5re1) - (5171) =5 (5-2) =%

a) Laske funktion f(z) = 1/x—1/2 kuvaajan ja x-akselin véliin jadva
pinta-ala vililla [1,5]. (Etsi ensin funktion nollakohdat kyseiselld
vililla.)

Ratkaisu. Integraali antaa funktion kuvaajan ja x-akselin viliin
jadvan pinta-alan positiivisena tai negatiivisena, riippuen siita, kul-
keeko kuvaaja x-akselin yli- vai alapuolella. Jos halutaan tietdd aito
pinta-ala, on integraali laskettava erikseen niilla véleilld, joilla funk-
tio on positiivinen ja niilld, joilla se on negatiivinen.

Funktio f on méaritelty ja jatkuva valilld [1, 5], joten se voi vaih-
taa merkkiddn vain nollakohdissaan. Ratkaistaan nollakohdat:

flz)=0 <= 1/2-1/2=0 <= 1/2=1/2 <= z =2.

Lasketaan integraali erikseen nollakohdan molemmilla puolilla eli
valeilla [1, 2] ja [2, 5]:
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Jotta saadaan todellinen pinta-ala, tdytyy muuttaa jalkimmdiisen
integraalin etumerkki ja laskea sitten integraalit yhteen:

1 3 1 3
A= <ln2—§) — <1n5—ln2—§) —ln2—§—ln5+ln2+§

:21n2—ln5+1:ln§+1%0,777.

. b) Arvioi integraalia fOZ 22 dx laskemalla funktion f(x) = z? ylisum-
ma valilla [0, 2], kun jakovilejd on 4 (eli jakovilin pituus on 1/2).

Ratkaisu. Ylisumman laskemiseksi jaetaan vili [0, 2] ensin neljdén
osaan: [0, 3], [, 1], [1,2] ja [2,2]. Témén jilkeen etsitéidn jokaisella
valilld funktion suurin arvo. Koska f on kasvava vililla [0, 2], suu-
rin arvo l0ytyy aina véilin oikeanpuoleisesta paitepisteestd. Suurin
arvo kerrotaan sitten osavilin pituudella (joka on 1/2), jolloin saa-
daan kyseiselld osavililld kuvaajan alle jadvaa aluetta approksimoi-
van suorakulmion pinta-ala. Lopuksi nédin saadut arvot lasketaan
yhteen. Tulokset voidaan koota taulukkoon.



osavili | suurin arvo | pinta-ala
0,1/2] [ (1/2)2=1/4]1/8 =0,125
1/2,1 12=1 1/2=0,5
1,3/2] | (3/2)> =9/419/8 =1,125
3/2,2 22 =4 2

| | yhteensd |15/4 =3,75 |

Ylisummaksi saatiin siis 3,75, joka on integraalin foz 2?2 dz arvio
yldkanttiin. (Integraalin tarkka arvo on 8/3 ~ 2,67.)

0,25}

4. a) Ratkaise seuraava separoituva alkuarvotehtava:

y = xy, y(0) = —1.

Ratkaisu. Muutetaan yhtilo ensin separoituun muotoon. Funktio
y(x) = 0 olisi erillisratkaisu, mutta se ei tule kyseeseen, koska al-
kuarvoehdon mukaan y(0) = —1. Voidaan siis olettaa, ettd y # 0,
ja jakaa yht&lo puolittain y:114, jolloin saadaan

Y
= =2x.

Yy
Jos nyt merkitdan g(y) = 1/y ja h(z) = z, ndhdéén ettd yhtalo on
muotoa ¢g(y)y' = h(x), joten sen ratkaisu on G(y) = H(z)+C, missi
G ja H ovat on g¢:n ja h:n integraalifunktiot. Valitaan G(y) = In |y|
ja H(z) = 122, jolloin saadaan

2
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sx°+C sz° C 5T
= e2 =e2" e~ = Ypez2" ,

1 :
In|y| = §x2 +C eli |y
missi on merkitty yo = e® (timéi on positiivinen). Koska alkuar-
voehdon mukaan y on jossain pisteessd negatiivinen, taytyy itseisar-
vomerkit poistettaessa vaihtaa y:n merkki. (Jos y < 0, niin |y| =



—y.) Niin saadaan lopulta

1,2

y(z) = —yoe?
Alkuarvoehdon mukaan
y(0) = —yoe2® = —yo = —1,
joten yo = 1. Siispé etsitty funktio on

4. b) Valitse vakiokerroin k siten, ettd funktio x(¢) = sin(kt) toteuttaa
toisen asteen differentiaaliyhtdlon

z"(t) + 2z(t) = 0.
(Derivoi z yhdistetyn funktion derivointisdénnolla.)

Ratkaisu. Derivoidaan x ja sijoitetaan se tehtdvian yhtaloon, jotta
ndhdaan, milla £:n arvolla x toteuttaa yhtdlon. Kayttamaélla yhdis-
tetyn funktion derivointia saadaan

2'(t) = cos(kt) - k = kcos(kt) ja
2"(t) = k(—sin(kt) - k) = —k*sin(kt).
Sijoitetaan niin saadut z ja z” yhtdloon ja sievennetdin:
— k?sin(kt) + 2sin(kt) = 0
<= (—k* + 2) sin(kt) = 0.

Jotta yhtild toteutuisi, tiytyisi olla joko —k*+2 = 0 tai sin(kt) =
0. Jalkimmaéinen toteutuu ¢:std riippumatta vain, jos £ = 0. Edelli-
nen toteutuu, jos k = v/2. Yhtilo toteutuu siis, jos k = 0 tai k = /2.

5 Er#s matriisi A ja sen kiiéinteismatriisi A~ ovat

111 6 2 -3
A=12 3 0|, A'l'=]|-4 -1 2
3 4 2 -1 -1 1
Ratkaise seuraavat kaksi yhtaloryhmaé:
r +y +z =1 r 4y 4z = -2
2r +3y =1, 2z +3y = 0
3z +4y +2z = 1 3r +4y +2z = 3



Ratkaisu. Ratkaistavat yhtaloryhmét voidaan kirjoittaa muodossa
AX = B; ja AX = B,, missd A on tehtivissid annettu matriisi seké

b e H
g 1] 3]

Koska kerroinmatriisi A on kddntyvé, on ensimmaéisen matriisiyhta-
16n ratkaisu X = A~!1By, eli

x 6 2 =3 |1 6-1+2-1-3-1 5

yl=|[—-4 -1 2 1|l=-4-1-1-1+42-1| = |-3

z -1 -1 1 1 -1-1-1-1+4+1-1 -1

Toisin sanoen x = 5, y = —3 ja z = —1.

Toisen yhtiléryhmén ratkaisu on vastaavasti X = A~ Bs, eli
x 6 2 =3||-2 6-(—2)+2-0-3-3 -21
yl=1[-4 -1 2 0| =(-4-(-2)—-1-0+2-3|=1| 14
2 -1 -1 1|13 ~1-(-2)—1-0+1-3 5

Saatiin x = —21, y = 14 ja z = 5.

Tehtévan yhtaloryhmét voi tietysti ratkaista myos eliminoimalla.
Ensimmaisen yhtdloryhméan tapauksessa saataisiin talloin

r +y +z =1 I-(—Q) |- (=3)

2z +3y =1 |+ |
3z +4y +2z = 1 | <
r 4ty +z = 1 |+
= y =2z = -1 |-(-1) |-(-1)
y —z = =2 |
x +3z = 2 |+
= y —2z = —1 | | +
z = =1 [-(=3) |-2
x = 9
= Y = =3 .
z = —1

Toinen yhtdléryhmé ratkeaa aivan samalla tavalla.



