7.3. Yhtdloryhmin ratkaiseminen matriisien avulla. Téssé osassa tarkastellaan
vain sellaisia yhtaloryhmié, joissa on yhtd monta yhtdlod kuin tuntematonta. Mika ta-
hansa yhtaloryhméa voidaan kuitenkin muuttaa tillaiseen muotoon niin, ettd ratkaisut
pysyvat samoina. Yhtéloihin voidaan aina lisdtd tuntemattomia, jos niiden kertoimeksi
vain asetetaan nolla. Toisaalta sama yht&lé voidaan toistaa ryhméssé useamman kerran,
jolloin yhtéaloiden méa&ra kasvaa, vaikka ratkaisut eivat muutu.

Olkoon A n x n-nelibmatriisi, alkioinaan a1, ..., anp, ja olkoot X ja B n x 1-matriiseja
(vain yksi sarake), alkiot vastaavasti z1,...,2zy ja by,...,b,. Tarkastellaan matriisiyhtd-
lod
AX = B.

Yhtalon vasemmalla puolella oleva kertolasku antaa tulokseksi

ail a2 ... Gip T ai1x1 +ajpr2 + -+ aipTy

as1 Q92 ... QG9p T2 a91x1 + a29%T2 + - - - + aopTy

AX = | | ) ) = .
apl Qp2 ... GOpp In Qn1T1 + Gp2%2 + +++ + Appn

Téamaé on n X 1-matriisi, samoin kuin oikealla puolella oleva matriisi B. Yhtalo pétee, jos
ja vain jos vasemmanpuoleisen matriisin alkiot ovat samat kuin oikeanpuoleisen, eli

1121 + a1222 + -+ a1pxnp, = b1
911 + a22x2 + -+ aopxy, = bo
ap1x1 + apoTo + - + appxy = bn

Tama4 on lineaarinen yhtéloryhma, joka siis vastaa alkuperdistd matriisiyhtaloa.

Lause 7.1. Lineaarista yhtdloryhmdada, jossa on n yhtdloéd ja n tuntematonta, vastaa
matriisiyhtdlo AX = B, missd A on nXxn-matriisi, joka sisdltad yhtaléryhmdan kertoimet,
X on n x 1-matriisi, joka sisdltda tuntemattomat, ja B on n X 1-matriisi, joka sisdltia
yhtaloiden oikealla puolella olevat vakioarvot.

Matriisimuotoa voidaan kiyttda merkintojen helpottamiseksi. Eliminointimenetelmas so-
vellettaessa muuttujien kirjoittaminen on oikeastaan turhaa, silld vain kertoimilla on eli-
minoinnin kannalta jotain merkitystd. Muuttujat pysyvét koko ajan samoilla paikoilla.
Suorittamalla eliminointi matriisimuodossa viltytdin muuttujien toistuvalta kirjoittami-
selta.

Esimerkki 7.2. Ratkaistaan sellaisen paraabelin yht#lo, joka kulkee pisteiden (—1,1),
(1,2) ja (2,1) kautta. Paraabelin yleinen yht#ld on y = az? + bz + c. Sijoitetaan ti-
hén yhtaloon vuorotellen annettujen pisteiden koordinaatit, jolloin saadaan seuraavat
yvht&lot:

a - (=1)24+b-(-1)+c=1 a—b+c = 1
a-12+b-1+c=2 = a+b+c = 2.
a-22+b-2+c=1 4a+2b+c = 1.
Tata yhtdloryhmés vastaa matriisiyvhtdlo AX = B, missé
1 -1 1 a 1
A=11 1 1|, X=|b| ja B=|2
4 2 1 c 1

Unohdetaan nyt hetkeksi tuntemattomat, ja ryhdytdan eliminoimaan yhdistettyd mat-
riisia

1
[AlB] = |1
4
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Lisdtd4n ensimmdéinen rivi toiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen —4:114 kerrottuna:

1 -1 1 | 1] «(-1) |- (-4 1 -1 1 | 1
1 1 1| 2| « | ~ 10 2 0 | 1
4 2 1] 1 | 0 6 -3 | -3

Toisen rivin ensimmaéisené (nollasta poikkeavana) kertoimena on 2, joten jaetaan tama
rivi puolittain kahdella, jotta saadaan kertoimeksi 1:

1 -1 1 | 1 1 -1 1 | 1
002 0 | 1| , ~[0 1 0 |1/2
0 6 —3 | —3|° 0 6 —3 | -3

Lisatdan sitten toinen rivi ensimmaéiseen 1:114 kerrottuna ja kolmanteen —6:1la kerrottu-
na:

1 -1 1 | 17 « 10 1 | 3/2
01 0 | 1/2| 1 |-(=6) =~ |01 0 | 1/2
0 6 —3 | -3 | + 00 —3 | —6

Jaetaan alin rivi luvulla —3, jotta saadaan tuon rivin ensimmaéiseksi nollasta poikkeavaksi
kertoimeksi 1:

10 1 | 3/2 101 | 3/2
01 0 | 1/2 ~ (01 0 | 1/2
00 =3 | —6] :(=3) 001 | 2
Lisétaédn lopuksi kolmas rivi ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna:
101 | 3/2| « 100 | —1/2
01 0 | 1/2 ~ 10 1 0 | 1/2
001 | 2] (-1 0 0 1 | 2

Nyt eliminointi on suoritettu. Syntynyttd yhdistettyd matriisia vastaa seuraava téysin
ratkaistu yhtéloryhma:
x = —1/2
Y = 1/2.
z = 2

Varsinainen hyoty matriisien kdyttamisestd saadaan, kun verrataan matriisiyhtélén rat-
kaisemista tavallisen yhtdlon ratkaisemiseen. Tarkastellaan seuraavaksi hieman tavallisen
yhtélon ratkaisemista ja yritetddn sen jilkeen yritetddn soveltaa samoja keinoja matrii-
siyhtélon ratkaisemiseen. Ensimméisen asteen yht#lé on muotoa ax = b. Jos a # 0,
voidaan yht&lo ratkaista jakamalla sen molemmat puolet a:lla, eli kertomalla molemmat

puolet a:n kiiéinteisluvulla 1/a = a1

ar =b | at

a Maz) =a"'b

(e la)z =a'b

l.z=a'b

z=a ‘b
Niin 18ydetdin yhtdlon ratkaisu z = a~'b = b/a. Ratkaiseminen perustui tiettyihin
lukujen ominaisuuksiin. Ensinnikin a~!(az) = (a 'a)z, toiseksi a~la = 1 ja lopulta
1.z = z. Ensimméinen ominaisuus pétee matriiseillakin, silla A(BC) = (AB)C, jos ker-
tolasku vain voidaan suorittaa. Jos matriiseilta 10ydetddn muutkin ominaisuudet, voi-

daan matriisiyhtalo ratkaista samalla tavalla kuin lukuyht&lé. Viimeinen ominaisuus, eli
1.z = z, toteutuukin helposti myos matriiseilla.
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Maisritelma 7.3. Neliomatriisia, joka sisdltédd vasemmalta ylhaaltd oikealle alas kulke-
valla lavistajallaan pelkkid ykkdsid ja muuten pelkkid nollia, kutsutaan ykkdsmatriisiksi
ja merkitain

1 0 ... 0
In: 0 1 : 3

: .0

0O ... 0 1

misséd n on rivien (ja sarakkeiden) lukuméadra. Jokaista riviméérad n vastaa oma ykkos-
matriisi I,,. YkkOsmatriisille patee

I,X = X,

olipa X miké tahansa n X p-matriisi. (Siind téytyy siis olla n rivid, jotta kertolasku olisi
mahdollinen.)

Ykkosmatriisilla kertominen vastaa siis ykkoselld kertomista: se ei muuta kerrottavaa
matriisia mitenkdan. Tarvitaan endd kddnteislukua vastaava matriisi. Luvun a ki#nteis-
luvulla @' on se tirked ominaisuus, ettd a~! - a = 1. Téytyisi siis 16ytyi sellainen mat-
riisia A vastaava matriisi A7!, ettd A7'A = I,. Kaikilla luvuilla ei ole kisinteislukua
(nimittédin nollalla), eikd kaikilla matriiseillakaan ole kidanteismatriisia.

Maiiritelmi 7.4. Olkoon A n X n-neliGmatriisi. Jos on olemassa jokin matriisi B, jolle
pitee BA = 1,,, niin sanotaan, ettd A on sddnndllinen eli kdantyvd, ja B on A:n kddn-
teismatriisi. Kisinteismatriisi on yksikisitteinen, ja sitd merkitisin B = A~!. Lisiksi,
jos A on siénnéllinen, niin myds A~ ! on s#finnéllinen ja sen kiiinteismatriisi on A (eli

(A ) l=A4AjadA 1t =1,).
Esimerkki 7.5. Olkoon A = [$3] ja B=[? 7°]. Téllsin

[3-24(=5)-1 3-5+(=5)-3] [1 0] _
BA= -1-242-1 —-1-54+2-3| |0 1 = L.

Siispsa B on A:n kifinteismatriisi eli B = A~ 1.

Jos neliomatriisille A sovelletaan eliminointimenetelm&a, voi tuloksena olla ykkésmatriisi
(vrt. esim. 7.2). Jos samat operaatiot suoritetaan samassa jirjestyksessd ykkdsmatriisille,
tuloksena on A:n kidnteismatriisi.

Lause 7.6. Kddnteismatriisin olemassaolo ja loytdminen. Olkoon A nxn-matriisi.
Sovelletaan yhdistettyyn matriisiin [A|l,] eliminointimenetelmdd, jolloin saadaan wusi
yhdistetty matriisi [B|C]. Jos nyt B on ykkésmatriisi, niin A on sadnnéllinen, ja C on
A:n kddnteismatriisi. Jos taas B # 1, niin A ei ole sadnnollinen.

Esimerkki 7.7. Tarkastellaan esimerkin 7.5 matriisia A = [% g] Sovelletaan eliminoin-
timenetelmad yhdistettyyn matriisiin [A|Ig]:

2 5 | 1 0]:2 _[1 3| 3 0](-D)

13 ] 01 1 3]0 1] «

1 21 1 0 1 5| 1+ 0] «
IR R TR T VI S R IR
o] 3 -

01 | -1 2|

Vasemmalle puolelle muodostui ykkdsmatriisi, joten A~ = [_31 *5]. Tam4 vastaa aikai-

sempaa tulosta.
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Esimerkki 7.8. Tarkastellaan vield matriisia S = [f3 _62]. Eliminoimalla yhdistettya
matriisia [S|I2] saadaan

1 -2 ] 1 0|3 — 1 =2 ] 10

-3 6 | 0 1|« 0o 0 | 3 1|°
Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd havisivit kaikki alkiot, joten eliminointia ei

voida jatkaa. Vasemmanpuoleista matriisia ei saatu eliminoimalla ykkosmatriisiksi, joten
sillé ei ole kd&nteismatriisia.

Tarkastellaan nyt jilleen matriisiyhtélod AX = B. Jos A:lla on kdénteismatriisi, voimme
ratkaista tdmén yhtdlon aivan kuten tavallisen ensimméisen asteen yhtdlon kertomalla
molemmat puolet vasemmalta A:n kiddnteismatriisilla. (Oikealta kertominen ei tuota sa-
maa tulosta, koska matriisien kertolaskulle ei valttamétta pade sdénté AB = BA.) Tami
kdy seuraavasti:

AX=B | A%
AN AX)=A"'B
(A7'A)X =A'B
,LX=A'B
X =A"1B.

Koska tdma matriisiyhtdlé vastasi tiettyd yhtaloryhméd, voidaan kyseinen yhtéloryhma
siis ratkaista kddnteismatriisin avulla. Koska kd#&nteismatriisin olemassaolo riippuu vain
kerroinmatriisista A, riippuu myos ratkaisun onnistuminen vain matriisista A, ei siis
tuntemattomista tai vakiot sisdltévistd matriisista B.

Lause 7.9. Olkoon ratkaistavana yhtaloryhmd AX = B. Jos kerroinmatriisi A on sadn-
nollinen, yhtaloryhmdlli on yksikasitteinen ratkaisu X = A™'B. Jos A ei ole sdinnilli-
nen, yhtaloryhmd on huonosti ratkeava.

Kaédnteismatriisi soveltuu kéytettaviksi erityisesti silloin, kun on ratkaistavana monta
yhtaloryhmai, joissa on samat kertoimet.

Esimerkki 7.10. Olkoot ratkaistavina seuraavat yhtéloparit:

2c+5y = 1 20 +5y = -2
r+3y = 2° z+3y = 0

Niissd yhtalopareissa on samat kertoimet, ja ne voidaan kirjoittaa matriisiyhtéloing
AX = By ja AX = By, missi

N F |

Matriisin A kii#inteismatriisi laskettiin esimerkissd 7.7. Seon A~1 = [ _31 _25] . Nyt voidaan
ratkaista helposti molemmat yhtéloryhmét edellisen lauseen avulla. Ensimmaéisessa

vewm- [ S -2 )

joten ratkaisu on z = —7, y = 3. Toisessa yhtaloryhmaéssa,
 1pn |3 =B |—2] _[3-(—2)+(-5)-0] |6
X=A"B= [—1 2] [0] _[—1-(—2)+2-0 2]
joten ratkaisu on z = —6, y = 2.

Jos yhtéloryhmé& on huonosti ratkeava, kdénteismatriisisista ei ole hyotya. Sen avulla ei
esimerkiksi voida sanoa, onko yhtaléryhma4 ristiriitainen vai onko ratkaisuja mahdollisesti
adrettoman monta.



