8. LINEAARISET YHTALORYHMAT JA MATRIISIT

Kurssin loppuosassa tutustutaan lineaarisiin yhtéloryhmiin sekd niiden ratkaisemiseen
matriisien avulla.

8.1. Lineaariset yhtdloryhmit ja niiden ratkaiseminen.
Miaédritelms 8.1. Yhtilod

a1x1 + agxry + -+ + apT, = b,

missé aq,...,a, seki b ovat vakioita ja zi,...,x, ovat tuntemattomia, kutsutaan n:n
muuttujan lineaariseksi yhtdloksi. Jos liitetdan yhteen m kappaletta lineaarisia yhtéldité,
joissa on samat tuntemattomat, saadaan lineaarinen yhtdloryhma:

a1z + a2 + - +apxT, = b

a21x1 + axpTe + -+ awmx, = by

Am1Z1 + @maT2 + -+ GpnTn = by
Lukuja a11,...,am,, nimitetddn yhtdloryhmén kertoimiksi. Jos tuntemattomia on vé-
hén, niitd merkitdén yleensd z,vy, z,.... Lineaarisen yhtdléryhmén ratkaiseminen mer-
kitsee sitd, ettéd 1oydetdan n kappaletta lukuja, jotka tuntemattomien z1,..., z, paikalle

sijoitettuina toteuttavat kaikki m yht&loa.

Esimerkki 8.2. Lineaarisia yhtaloryhmié:

T +4zx3 = 1
z+y=1 2t —y+2z = -2 _3; 21, _;; — 0
Toy=2" Srty-z = 07 T2 T3 = 12'
Ensimmaisen yhtéloryhmén ratkaisu on z = 3/2, y = —1/2. Toisella yhtdléryhmélld on

ddrettoman monta ratkaisua, kuten myéhemmin ndhdéén.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisessa pyritdan 10ytdméan luvut, jotka muuttujien
paikalle sijoitettuina toteuttavat kaikki ryhman yhtdlét. On helppo ndhda, ettd tdma ei
aina onnistu, eli yhtéléryhmalld ei aina ole ratkaisua. Esimerkiksi yhtaloryhma

z+y = 1
{ z+y = 0
siséltad kaksi keskenéddn ristiriitaista yhtalod, eivatkd mitkdan luvut x ja y voi toteuttaa
molempia yhtdloitd yhtd aikaa. Toisaalta joskus ratkaisuja on déreton maard, kuten
seuraavalla yhtaloryhmélla:
z—y = 0
{ 2c—2y = 0°

Téaméan yhtdloryhmén molemmat yhtalot sisdltdvit saman tiedon, eli ettd z = y. Mika
tahansa luku sijoitettuna sekd x:n ettd y:n paikalle toteuttaa molemmat yht&lot.

Lineaarisen yhtdléryhmén ratkaisemiseksi on olemassa monta menetelméd. Pienilld yh-
taloryhmilld (2-3 yhtélod) voidaan kdyttdd sijoitusmenetelméd, jossa yhdestd yhtalosta
ratkaistaan aina yksi tuntematon, joka sitten sijoitetaan muihin yhtdléihin. Yhtélojen
lukumé&irén kasvaessa tdmé menetelma kuitenkin kiy epdk&ytannolliseksi.

Talla kurssilla opitaan ehké kaikkein kiytetyin ratkaisumenetelmi, ns. Gaussin-Jordanin
eliminointimenetelmd. Siind muokataan yhtaloryhméa yksinkertaisemmaksi sellaisilla ta-
voilla, jotka eivit muuta yhtaléryhman ratkaisuja. Yhtalot kdydadn lapi ylhaalta alkaen,
ja jokaisen yhtalon kohdalla toistetaan kaksi pdavaihetta. Nama ovat:

1) Jaetaan yht&lo puolittain, jotta yhtélon vasemmanpuolimmaisen tuntemattoman
kertoimeksi saadaan 1.
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2) Eliminoidaan tdmén tuntemattoman avulla vastaavat tuntemattomat kaikista
muista yhtéloista.

Eliminointi tapahtuu seuraavasti. Oletetaan, ettd ollaan kisitteleméssé 1. yhtdlod ja ha-
lutaan eliminoida ensimméinen tuntematon 2. yhtalostd. Kerrotaan 1. yhtdlé puolittain
2. yhtdlon ensimméisen tuntemattoman kertoimen vastaluvulla. Lisdtdan sitten ensim-
méinen yhtdlo toiseen, jolloin tuo tuntematon héavidd. Kdydédn tdtd menetelméd 1api
esimerkkien avulla.

Esimerkki 8.3. Olkoon ratkaistavana seuraava yhtélopari:
20 +4y = 2
z+3y = —-1°

Aloitetaan kisittely ensimméisesté yhtdlostd. Jaetaan yhtdld puolittain luvulla 2, jolloin
ensimmaéiseksi kertoimeksi tulee 1:

42y = 1
z+3y = —1°

Toisen yhtdlon ensimmdinen kerroin on 1. Jotta tdmaé saataisiin hdvidméaédn, kerrotaan
ensimmaéinen yhtilo puolittain luvulla —1, ja lisdtdan néin saatu yhtélod toiseen. Ensim-
maéinen yhtalé —1:114 kerrottuna on
—z —2y =—1.

Kun tdma lisdtdan puolittain toiseen yhtéléon, saadaan

—r—2y = -1 |(-=1)x 1. yhtdlo

z+3y = -1 |2 yhtils

0+y = =2

Saatu yhtélo kirjoitetaan toisen yhtélon paikalle, jolloin yhtaloryhmaéstéa tulee

Tz +2y = 1
y = —2°

Toisesta yhtalosta hévisi néin z.

Kisitelldan vield toinen yht&lo. Toisen yhtdlon ensimméinen kerroin on nyt y:n kerroin
ja se on sattumalta jo valmiiksi 1. Ensimma&isessd yhtdlossd y:mn kerroin on 2. Kerrotaan
jalkimmainen yhtalo siis puolittain —2:1la ja lisdtddn ensimmaiseen:
—2y = 4 | (-2)x 2. yhtdlo
x +2y = 1 |1.yhtilo
T = 5

Tulos sijoitetaan ensimmaéisen yhtélon paikalle, jolloin siitd havida y:

T = 5
y = -2

Nyt yhtédloryhmé on tdysin ratkaistussa muodossa, josta voidaan suoraan lukea tuntemat-
tomien arvot. Tarkistetaan vield tdmé vastaus sijoittamalla saadut arvot alkuperdisiin
yhtéloihin:

2:54+44-(-2) = 10-8 = 2
54+3-(-2) = 5—-6 = —-1°
Tulos on oikea.

Esimerkki 8.4. Ratkaistaan seuraava kolmen yht&lén yhtaloryhma:

221 +4x9 +6x3 = 12
31 —+x9 —r3 = —2.
21 —3z2 +2z3 = 14
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Aloitetaan kisittely ensimmaisestd yhtdlostd. Jaetaan yhtdlo 2:1la, jolloin saadaan en-
simmaiseksi kertoimeksi 1:

2z1 +4z9 +6z3 = 12 |:2 r1 +2x9 +3z3 = 6
3T +x9 —xr3 = -2 <~ 3T “+x9 —r3 = —2.
21 —3x9 +2x3 = 14 21 —3x9 +2x3 = 14

Ensimmaisen muuttujan kerroin on toisessa yhtdlossd 3 ja kolmannessa 2. Lisdtéan siis
ensimmaéinen yhtalo toiseen —3:1la kerrottuna ja kolmanteen —2:lla kerrottuna:

r1 +2x2 433 = 6 | - (=3) ‘ -(-2) 1 +2x9 +3z3 = 6
3z1  +xy —xz3 = —2 |+ | = —519 —10z3 = -20.
2r1 —3x9 +2x3 = 14 ‘ — —Tx9 —4xy = 2

Nyt on eliminoitu ensimméinen tuntematon toisesta ja kolmannesta yht&losté. Siirry-
tdan toiseen yhtdloon. Toisen yhtdlon ensimméinen kerroin on —5. Jaetaan yhtalo talla
puolittain:

r1 42z +3r3 = 6 T1 +2x0 +3x3 = 6
—bze —10z3 = —20 |:(-5) <= xo +2z3 = 4.
—Txy —4x3 = 2 —Try —4dx3 = 2

Toisen muuttujan kerroin on ensimmaisessd yhtélossé 2 ja kolmannessa —7. Lisdtdéan siis
toinen yhtdlé ensimmaiseen —2:1la kerrottuna ja kolmanteen 7:113 kerrottuna:

1 +2zx9 +3z3 = 6 |+ 1 —r3 = —2
To +2xr3 = 4 | . (—2) | T = To +2x3 = 4 .
—Tzxy —4zs = 2 | + 10z3 = 30
Jaetaan vield viimeinen yht&lo puolittain luvulla 10:
Il —xr3 = -2 Il —T3 = —2
o +2z3 = 4 = o +2z3 = 4,
10z3 = 30 |:10 T3 = 3
ja lisétdan se ensimmadiseen 1:11& kerrottuna sekd toiseen —2:lla kerrottuna:
il —Ir3 = —2 | — 1 = 1
zo +2z3 = 4 | | + = T9 = —-2.
r3 = 3 | -1 | : (—2) r3 = 3

Néin on yhtdloryhmé tdydellisesti ratkaistu.

Toisinaan jotain tuntematonta eliminoitaessa eliminoituu kaksi tuntematonta samalla
kertaa. Talloin voidaan vaihtaa yhtéldiden jarjestystéd, jotta eliminointia voidaan jatkaa.

Esimerkki 8.5. Ratkaistaan yhtéloryhma

r1 43z —x3 = T
2z1 +6xy —x3 = 0.
I —T2 —IT3 = 3

Ensimmaisen yhtdlon ensimmaéinen kerroin on jo 1, joten voidaan ruveta suoraan elimi-
noimaan:

1 43z —xz3 = 7 |-(-2) |-(-1) 1 +3T2 —x3 = 7
2z7 46z —z3 = 0 |+ | = zzg = —14.
x1 —x9 —x3 = 3 | < —4x9 = —4

Koska toisesta yhtélostd hdvisi myds toinen tuntematon, vaihdetaan toinen ja kolmas
yvhtélo keskendan, jolloin saadaan

r1 439 —x3 = 7
—4.’122 —4 .
r3 = —14
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Nyt voidaan jatkaa normaalisti. Jaetaan toinen yhtdlo puolittain —4:114:

r1 +3xy —x3 = 7 r1 +3xy —x3 = 7
) = -4 |:(+4) = z2 = 1.
r3 = —14 r3 = —14

Eliminoidaan toinen tuntematon ensimmaéisestd yhtalosta. (Kolmannesta yhtélosté se on
jo eliminoitu.)

Ty 43z —x3 = 7 | — 1 —xr3 = 4
o = 1 | . (—3) < ) = 1.
r3 = —14 r3 = —14
Eliminoidaan lopuksi kolmas tuntematon ensimmaisestd yhtalosta:
il —Tr3 = 4 | < T = —10
o = 1 <~ T = 1.
r3 = —14 | -1 r3 = —14

Nyt yhtéloryhma on ratkaistu.

Kuten edelld mainittiin, lineaarisella yhtéloryhmaélld ei ole aina ratkaisua, tai ratkai-
su ei ole valttaméttd yksikdsitteinen. Téllaista yhtdloryhmasd nimitetdan talla kurssilla
huonosti ratkeavaksi.

Lause 8.6. Lineaarisella yhtdléryhmdlld on aina joko yksi, ei yhtddn tai ddreton mddrd
ratkaisuja. Jos yhtdloryhmalld ei ole ratkaisua, tai miitd on ddreton madrd, sanotaan,
ettd yhtaloryhmd on huonosti ratkeava.

Esimerkki 8.7. Ratkaistaan eliminoimalla esimerkin 8.2 yhtéléryhmé

2 -y +z = =2
—3x +2y —z = 0~
Jaetaan aluksi ensimmaéinen yhtélé puolittain 2:1la, jolloin saadaan
T —%y —I—%z = -1
-3z +2y —2z = 0°
Lisatdan sitten ensimmaéinen yhtilo toiseen 3:lla kerrottuna:
_1 1, _ _ . 1 1, — _
T —3y +3z 1 /-3 T =3y -l—%z 1
-3z +2y —=z = 0 |« 5y +zz = -3
Jaetaan jélkimméinen yhtédlo 1/2:1la, jolloin saadaan ensimmaiseksi kertoimeksi 1:
T —%y +%z = -1
y +z = —6
Lisdtdén lopuksi toinen yht#lo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna:
1 1
T —3y 45z = —1 |« x +z = —4
{ y 4z = —6 |-3 Yy +z = —6°

Viimeistd tuntematonta ei voida nyt eliminoida, koska se ei ole missdén yht&lossd en-
simmaéisend. Téllaista tuntematonta kutsutaan wvapaaksi muuttujaksi. Sen arvo voi olla
mitd vain. Yhtdloryhmalla on ddreton médra ratkaisuja, mutta ndmaé ratkaisut riippuvat
vapaan muuttujan z arvosta. Jos esimerkiksi z = 0, niin £ = —4 ja y = —6.

Edellisessé esimerkissé oli kaksi yhtéloé ja kolme tuntematonta. Jotta vapaita muuttujia
ei tulisi, tdytyy yhtaloitd olla vdhintddn yhtd paljon kuin tuntemattomia. Lisdksi mika
tahansa yhtéloryhmé voi olla ratkeamaton. Yhteenvetona saadaan seuraava lause.

Lause 8.8. Jos lineaarisessa yhtdaléryhmdssd on n tuntematonta ja m yhtdléd, missd
n > m, yhtaloryhmd on huonosti ratkeava.



Esimerkki 8.9. Tarkastellaan seuraavaa yhtaloryhmaé:

1 4z +z3 = 3
221 4x9  Hx3 = 2.
X1 —2.’172 —2.’173 = -2

Ensimmaisen yhtdlon ensimmdiinen kerroin on valmiiksi 1. Lisdtdén ensimmaéinen yhtalo
toiseen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottuna:

T +x9 +x3 = 3 | . (—2) | . (—1) T1 “+x2 +x3 = 3
2z1 4wy 4z = 2 |« | = —zy —z3 = —4.
r1 —2T9 —2.’E3 = =2 | — —3x9 —3$3 = =5
Jaetaan toinen yhtdlé puolittain —1:114:
r1 +T2 H+x3 = 3 r1  +x2 H+x3 = 3
—z9 —z3 = —4 |:(-1) <= zg +z3 = 4.
—3.’172 —3.’173 = -5 —3LL‘2 —3LL‘3 = -5

Lisdtddn sitten toinen yhtald ensimmdéiseen —1:118 kerrottuna ja kolmanteen 3:lla kerrot-
tuna:

1 Hxz2 4T3 = 3 |+ T = -1
r9 +r3 = 4 | . —1) | 3 = Tr9 +x3 = 4.
—3z9 —3z3 = -5 | « 0 = 7

Viimeiselta rivilta eliminoituivat kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jai 7. Té&-
mé on ristiriitaista, silld 0 # 7. Yhtéloryhmalla ei siis ole ratkaisua. (Huomaa, etté vaikka
ensimmaiselld rivilld z; = —1, tdmé ei ole ratkaisu, silld yhtéloryhmaé ratkaistaessa on
kaikki yhtdlot ratkaistava yhté aikaa.)

Kerrataan vield yhtaloryhmén ratkaisumenetelma. Jokaista yht&aloa kohti ylhaalta alkaen
suoritetaan seuraavat vaiheet:

1. Vaihdetaan yhtdlo jonkin alemman, késitteleméttoméan, yhtdlon kanssa, jos tar-
vitaan.

2. Jaetaan yhtélo puolittain siten, ettd ensimmaisen tuntemattoman kertoimeksi
tulee 1.

3. Eliminoidaan tdmé&n tuntemattoman avulla vastaava tuntematon kaikista muista
yhtaloisté.

Kun nama vaiheet on suoritettu kaikille yhtéaloille, tulos voi olla jokin seuraavista:

e Kaikki tuntemattomat jadvit yksin omalle rivilleen, ja yhtaloryhmé ratkeaa yk-
sikdsitteisesti.

e Jokin muuttuja ei ole ensimmaéisend milldan rivilli. Tdm4& on vapaa muuttuja, ja
yhtaloryhman ratkaisu riippuu sen arvosta. Ratkaisuja on déreton méaéra.

e Jostakin yhtdlostd havidéd kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jaa nol-
lasta poikkeava luku. Télloin yhtaloryhmélla ei ole ratkaisua.

8.2. Matriisit. Matriisit ovat lukukaavioita tai lukutaulukoita, joiden avulla on usein
helpompi hahmottaa suuri maard lukuja. Yhtéloryhmien tapauksessa matriisi voi esi-
merkiksi siséltdd kaikki yhtéloryhmaén kertoimet, jolloin niité voi kasitelld kuin yhtend
pakettina.
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Maisritelma 8.10. Lukukaaviota, jossa on m rivid ja n saraketta, kutsutaan matrii-
siksi, jonka tyyppi on m X n, eli m X n-matriisiksi. Matriiseja merkitdén yleensd isoilla
kirjaimilla. Olkoon esimerkiksi

air a2 ... Gip
a1 Q2 ... QG2p
M =
aml1 Qm2  --- Amn
Nyt M on m X n-matriisi. Luvut ai1,...,amn, ovat tavallisia lukuja, matriisin alkioita.

Alkioita merkitéd&n M;;, missd ¢ on rivin numero ja j sarakkeen numero. Esimerkiksi Mo
on toisen rivin ensimmaéinen alkio, eli téssi tapauksessa Ma1 = ao1.

Esimerkki 8.11. Esimerkkejd matriiseista:

T 13 2
-1 2 9
[2 0], 0 5 V3|, 1,[_1 45;].
-1 -3 10 3

Néiiden matriisien tyypit ovat vasemmalta oikealle lukien 2 x 2, 3 x 3, 3 x 1 ja 2 x 3.

Matriiseja voidaan laskea yhteen ja vdhentdd toisistaan. Lisdksi niitd voidaan kertoa
luvuilla ja toisilla matriiseilla. N&illd operaatioilla on kuitenkin rajoituksia. Matriisit voi
esimerkiksi laskea yhteen vain, jos ne ovat samaa tyyppia.

Maiédritelms 8.12. Matriisien yhteen- ja vihennyslasku. Olkoot A ja B m X n-
matriiseja. Yhteenlasketun matriisin A + B alkiot saadaan laskemalla A:n ja B:n alkiot
yhteen kohdakkain. Sama péatee vihennyslaskulle A — B. Siis

(A + B)ij = Aij + Byj.

Huom! Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen tai vihent&d toi-
sistaan.

Esimerkki 8.13. Kahden 3 x 2-matriisin yhteenlasku:

1 2 2 -1 1+2 24(=1) 31
3 4/ +(0 1|=[34+0 4+1 | =13 5
5 6 3 2 543  6+2 8 8

Maiésritelmi 8.14. Skalaarikertolasku. Minké tahansa matriisin A voi kertoa reaali-
luvulla c. Tat4 toimitusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi ja merkitdin cA (ilman ker-
tomerkkid). Télloin jokainen matriisin alkio kerrotaan kyseiselld luvulla, eli

(CA)Z']' =cC- AZ_7

Esimerkki 8.15. Erddn 3 x 2-matriisin kertominen luvulla:
2 -1 2-2 2-(-1) 4 -2

210 1| =1[2-0 2-1

3 2 2-3 2-2

=10 2

6 4
Matriisin kertominen luvulla on helppo toimitus ja se voidaan aina suorittaa. Kahden
matriisin vélinen kertolasku on hieman monimutkaisempi ja rajoitetumpi operaatio.

Maisritelma 8.16. Matriisikertolasku. Kaksi matriisia voidaan kertoa toisillaan vain,
jos ensimmdisessd on yhtd paljon sarakkeita kuin toisessa on rivejd. Olkoon siis A m X n-
matriisi ja B n x p-matriisi. Télloin matriisi AB on mééritelty. Sen alkio (AB);; saadaan
kertomalla A:mn 4:nnen rivin alkiot B:n j:nnen sarakkeen alkioilla ja laskemalla ndmé
yhteen. Siis

n
(AB)ij = AinByj + AigBaj + -+ + AinBpj = Y AixBy;.
k=1



Tuloksena on m x p-matriisi.

Esimerkki 8.17. Olkoon

1 2

A:E _31 g] ja B=|-2 -1
0 1

Koska A:ssa on kolme saraketta ja B:ssd on vastaavasti kolme rivid, matriisit voidaan
kertoa keskendén.

Tarkastellaan aluksi tulomatriisin ensimmaéisen rivin ensimmaistd alkiota. Maaritelmén
mukaan on otettava matriisista A ensimmaéinen rivi ja matriisista B ensimmd&inen sarake,
kerrottava néilla olevat alkiot keskendén, ja laskettava yhteen. Siis

(AB)11 = A11B11 + A12Bo1 + A13B3;
=2-14+(-1)-(-2)+0-0=4.
Kun lasketaan ensimmaisen rivin toinen alkio, kerrotaan matriisin A ensimmaisen rivin
alkiot matriisin B toisen sarakkeen alkioilla:
(AB)12 = A11B12 + A12Boy + A13B3y
=224+ (-1)-(-1)+0-1=5.
Samaan tapaan lasketaan muutkin alkiot:

1 2
—2 -1

0 1

_[2-1+(—1)-(—2)+0-0 2-2+(—1)-(—1)+0-1]_[4 5]
Tl 1-143-(=2)+2-0 1-243-(-1)+2-1 | |-5 1|

Tulos on 2 X 2-matriisi, niin kuin pitdakin.

o[t 3

1 3 2

Matriisia, jossa on yhtd monta rivid kuin saraketta, kutsutaan neliématriisiksi. Nelidmat-
riiseja voidaan kertoa toisillaan kummin tahansa péin, mutta tulos ei silti vilttaméatta
ole sama.

Esimerkki 8.18. Olkoon A = [?1] ja B =Y, }]. Tillsin

2-0+1-(—4) 2-3+1-1] _ [—4 7],

AB:[1-0+2-(—4) 1-3+2-1 —8 5

mutta

-7 -2

[0-243-1 0-143-27 _[3 6
e e e B A

Aina ei siis pdde AB # BA. Kuitenkin seuraavat sidnnot patevit matriisien kertolaskulle
silloin, kun se voidaan suorittaa:

1. A(BC) = (AB)C,
2. A(B+C) = AB + AC.



