7. DIFFERENTIAALIYHTALOT

Useissa tilanteissa suureen arvo tietylld hetkelld tai tietyssd kohdassa vaikuttaa sen ar-
voihin muualla. Suureen arvo voi esimerkiksi vaikuttaa sen muutosnopeuteen, ja sen
mukana tulevaisuudessa saataviin arvoihin. Toisaalta suureen arvo voi vaikuttaa esimer-
kiksi muutoksen kiihtyvyyteen, ja sitd kautta muutosnopeuteen sekd suureen arvoon
tulevaisuudessa. Kun téllaisia tilanteita kuvataan matemaattisesti, saadaan yhtaloité,
jotka kertovat, miten funktion arvot riippuvat derivaattojen arvoista. Téllaisia yhtaloita
kutsutaan differentiaaliyhtdloiksi.

Ajatellaan esimerkiksi uunissa ldmmitettavid paistia. Kuvatkoon T paistin ldmpdétilaa
ajan funktiona. Mitd laimpimadmmaksi paisti tulee uunissa, sitd enemmaén se séiteilee omaa
lampdaan pois, jolloin ldmpeneminen hidastuu. Hieman yksinkertaistaen voidaan sanoa,
ettd paistin ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin lampdétilojen
erotukseen. Siis: mitd 1ahempédné uunin ldmpdotilaa paistin 1ampotila on, sitd hitaammin
se lampenee. Téllaista riippuvuutta kuvaa seuraava differentiaaliyhtalo:

T'(t) = k(200 — T(t)).

Koska paistin ldmpétila on T', on derivaatta 7" lampenemisnopeus. Vakio k puolestaan on
verrannollisuuskerroin, joka riippuu paistin ominaisuuksista. Téllaisessa yhtélossad tun-
temattomana on paistin lampdtilaa kuvaava funktio T'.

Differentiaaliyht&loissd esiintyy aina (vahintédén yksi) tuntematon funktio, joka pyritdan
ratkaisemaan. Koska ratkaistavana ei siis ole luku, vaan funktio, ei ratkaisussa yleensé
parjata pelkistdan tavallisten yhtédloiden kasittelyssa opituilla menetelmilld. Lisdksi dif-
ferentiaaliyhtdlon ratkaisu ei ole yleensd yksikésitteinen, vaan moni funktio voi toteuttaa
saman yhtéalén. Talloin tarvitaan jotain lisétietoa, jotta funktio voitaisiin ratkaista yk-
sikésitteisesti. Voitaisiin esimerkiksi tietdd, ettd ennen uuniin laittamista paisti oli huo-
neenldmpdinen, eli 7'(0) = 21 °C. Tam4 lisdtieto auttaa ratkaisemaan paistin ldmpdétilaa
kuvaavan funktion yksikésitteisesti, mikali verrannollisuuskerroin k£ tunnetaan.

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessd kdytetddn usein tiettyjd vakiintuneita merkintoja.
Tuntematonta funktiota merkitdin yleensi y ja sen derivaattaa 1. Lisiksi yhtalossi voi
esiintyi derivaatan derivaattoja y”, ¢"”’ jne. Funktion muuttujana voi olla z, mutta hyvin
usein myds ¢, varsinkin jos funktio kuvaa jotain ajasta riippuvaa suuretta. T&lléin voi
olla jopa niin, ettd funktiota merkitéisin z:114, esimerkiksi () = ¢2. Yht#loissd jitetdsin
liséksi yleensd merkitseméttd funktion muuttuja, ei siis merkitd (oikeaoppisesti) y(z)
vaan yksinkertaisesti y.

Madritelma 7.1. Yhtalod, jossa esiintyy vahintdan yksi tuntemattoman funktion y deri-
vaatta tai korkeampi derivaatta, kutsutaan differentiaaliyhtdloksi (DY). Differentiaaliyh-
télon ratkaisu on mikd tahansa funktio, joka y:n paikalle sijoitettuna toteuttaa yhtalon.
Yhtalon kertaluku eli aste on korkeimman siiné esiintyvan derivaatan kertaluku.

Esimerkki 7.2. Differentiaaliyhtaloita:

y = (1. aste),
y" +2zy = Vx (2. aste),
" i (3. aste).

Esimerkki 7.3. Tarkastellaan yhtaloa
y"—2y'+y=x.

T&mé& on toisen asteen differentiaaliyhtdlé. Yhtélon erds ratkaisu on y(z) = e* + = + 2,
sillé sen derivaatat ovat

y'(z)=e"+1 ja 9'(z) =€
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Kun ndm3 sijoitetaan yhtdloon, ndhdéin ettéd
y' =2 +y=€e" -2+ 1)+ (" +1+2) =,
eli y toteuttaa yhtéalon.

Esimerkki 7.4. Tarkastellaan toisen kertaluvun yht&lod
n_1

y'y =z
Yhtélén erds ratkaisu on y(z) = 322, silld timéin derivaatat ovat

y(@) =z ja y'(z)=1
Kun nama3 sijoitetaan yhtdloon, ndhdaan ettd yhtéld toteutuu:

y'y =1-2=ux.

Koska differentiaaliyhtéloissd esiintyy derivaattoja, tdytyy niitd ratkaistaessa yleensé
etsid funktioiden integraalifunktioita. Tamén vuoksi differentiaaliyhtdlon ratkaisemista
kutsutaan joskus yhtélon integroimiseksi. Integraalifunktioita etsittdessd on muistettava,
ettd tietyn funktion integraalifunktio ei ole koskaan yksikésitteinen. Eri integraalifunktiot
voivat poiketa toisistaan integroimisvakiolla, joka on otettava huomioon.

Esimerkki 7.5. Yksinkertainen esimerkki differentiaaliyhtéléstsd on
y' = 2z.

Tama yhtdlo sanoo yksinkertaisesti, ettd tuntematon funktio y on sellainen, jonka de-
rivaatan lauseke on 2z. (Huomaa, ettd itse y ei vilttaméttd esiinny yhtélossd.) Yhtalo
voidaan ratkaista etsimélld funktion 2z integraalifunktio. Eriis ratkaisu onkin y(z) = 2.
Lisdksi integraalilaskennan peruslauseen mukaan kaikki ratkaisut saadaan téstéd lisda-

maélld jokin vakio. Yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa seuraavasti:
y(z) = /Zxd:c =z2+C.

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessé kéytetddn usein integraalimerkintdd ilman integroin-
tivélid. Tdma tarkoittaa integraalifunktiota. Luku C on integroimisvakio. Jokaisella eri
C'n arvolla saadaan yhtéldlle eri ratkaisu, joten tdmé on muistettava ottaa huomioon.

Usein systeemid kuvaavasta funktiosta tiedetddn sen toteuttaman differentiaaliyhtalon
liséksi joitakin yksittdisid arvoja. Naitd kutsutaan alkuarvoiksi tai reuna-arvoiksi ja ne
auttavat funktion maarittdmisessd.

Maiidritelms 7.6. Ongelmaa, jossa yritetddn ratkaista tuntematon funktio, kutsutaan
alkuarvotehtdvdksi (AAT), jos tiedetdédn

1) jokin ym toteuttama differentiaaliyhtdlo, seka
2) ym sekd sen derivaattojen arvot jossain (samassa) pisteessd (n — 1):nteen deri-
vaattaan asti, missd n on yhtélon kertaluku.

Esimerkki 7.7. Tavallinen eksponenttifunktio on ainoa funktio, jonka derivaatta on
funktio itse, ja jonka arvo nollassa on 1. Témé otetaankin usein eksponenttifunktion
madritelméksi, ja se on samalla esimerkki alkuarvotehtavastas:

y' =y, y(0)=1
Alkuarvotehtévin ratkaisu on siis y(z) = e*. Huomaa kuitenkin, ettéd tehtévissé esiinty-
van differentiaaliyhtilon toteuttaa mikd tahansa muotoa y(x) = Ce”, oleva funktio, kun
C on vakiokerroin. (Tédmé johtuu siité, ettd vakiokerroin ei kuitenkaan muutu derivoi-
taessa.) Sen sijaan niistd funktioista ainoa, joka toteuttaa alkuarvoehdon y(0) = 1, on
se jossa C' =1, silld

y(0)=1 < Ce’=1 <= C-1=1 <= C=1.
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Esimerkki 7.8. Kappale liikkkuu x-akselilla. Kuvatkoon z : [0, 00] — R kappaleen sijain-
tia ajan ¢ funktiona. T&ll6in kappaleen nopeus ajanhetkelld ¢ on sijainnin muutosnopeus,
eli z'(t). Kappaleen kiihtyvyys on puolestaan z”(t).

Oletetaan, ettd kappaleen kiihtyvyys on koko ajan 1, jolloin saadaan toisen kertaluvun
differentiaaliyhtalo

z"(t) = 1.

Tama DY on helppo ratkaista vaiheittain. Koska z” on z':n derivaatta, on =’ puolestaan
z":n integraalifunktio, eli

m'(t):/x"(t)dt:/ldt:t—l—V.

Téssda V' on integroimisvakio. Samalla tavoin z on z':n integraalifunktio, joten
1
z(t) = /x'(t)dt = /t+th = §t2+Vt+S,

missd S on toinen integroimisvakio. Ollaan siis saatu ratkaistuksi funktio z, ja itse asias-
sa mikddn muunlainen funktio ei toteuta yhtdlod. Funktiossa on kuitenkin vield kaksi
tuntematonta vakiota V ja S.

Oletetaan nyt lisdksi, ettd kappale 1dhti pisteestd 2 nopeudella 3 oikealle péin, eli
z(0) =2 ja 2'(0)=3.

Koska nyt tunnetaan ratkaistavan funktion ja sen derivaatan arvo ajanhetkelld 0, rat-
kaistavana on alkuarvotehtdvd. Sijoittamalla ensimméinen alkuarvoehto jo ratkaistun
funktion lausekkeeseen saadaan

1
x(o):§-02+v-0+sz2,

josta nahd&dn, ettd S = 2. Sijoittamalla toinen alkuarvoehto ratkaistun funktion deri-
vaatan lausekkeeseen saadaan

Z(0)=0+V =3,

joten V' = 3. Alkuarvotehtévin yksikésitteinen ratkaisu on siis
1
z(t) = EtQ + 3t + 2.

Esimerkki 7.9. Aina alkuarvoehtokaan ei riitd yhtdlon yksikisitteiseen ratkaisemiseen.
Tarkastellaan vaikkapa alkuarvotehtéavaa

¥ =y, y(0)=0.

Heti ndhdéén, ettd vakiofunktio y1(z) = 0 toteuttaa yhtilén ja alkuarvoehdon, joten se
on erés ratkaisu. Toisaalta myos yo(z) = im2 on ratkaisu. Tdmén derivaatta on nimittdin
yy(z) = 122 = Lz, ja toisaalta

1 1 1
= — 2: — . 2:—
N \/413 \/; V2 233,

joten yh = /ys. Lisiksi yo toteuttaa myds alkuarvoehdon.

7.1. Separoituvat differentiaaliyhtél6t. Separoituvia differentiaaliyhtdléitéa esiintyy
kiytannon tilanteissa melko usein, ja niiden ratkaisumenetelmé on yksinkertainen. Sepa-
roituvassa differentiaaliyhtélossd muuttujan arvo ja funktion arvo saadaan yhtésuuruus-
merkin eri puolille.
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Maisritelma 7.10. Ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtélod kutsutaan separoitu-
vaksi, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

9(y)y' = h(z),
missé g(y) on lauseke, jossa ei esiinny ollenkaan muuttujaa z (paitsi funktion y muuttu-
jana) ja h(z) on lauseke, jossa ei esiinny lainkaan tuntematonta funktiota y.

Esimerkki 7.11.

a) Yht&lo

2yy' = z”

on separoituva. Téssi g(y) = 2y ja h(z) = z2.

b) Myos yhtélo

y = (z+2)y°
on separoituva, jos y # 0, silld se voidaan talloin jakaa puolittain y?:lla, jolloin
saadaan
/
y_2 =z +2.

Yy
Tassi g(y) = 1/y? ja h(z) =z + 2.
¢) Yhtils
y+2y =2z
ei ole separoituva, silli se ei ole muotoa g(y)y' = h(z), eiki sitd voi mydskiin
muuttaa tdhdn muotoon.

Separoituvan differentiaaliyhtélon ratkaiseminen perustuu yhdistetyn funktion integroin-
tisdantoon. Tarkoituksena on muuntaa yhtaloa niin, ettd y:n derivaatta havias.

Kun muistetaan, ettd y on itse asiassa x:n funktio, niin huomataan, ettd yht&lén va-
semmalla puolella oleva g(y) = ¢g(y(z)) on yhdistetyn funktion lauseke. Merkitdén G:114
jotain funktion g integraalifunktiota. Talloin G’ = g, joten separoituva yhtilé voidaan
kirjoittaa muotoon
G'(y(=))y (z) = h(z)-
Téasséd on merkitty nyt funktion y muuttuja x ndkyviin, jotta yhdistetyn funktion lauseke
olisi helpompi hahmottaa. Yhdistetyn funktion derivoimissddnnoén mukaan vasen puoli
on
G'(y(z))y' (=) = D G(y()),

joten

D G(y(z)) = h(z).
Siispd h on funktion G oy derivaatta, joten G oy on h:n integraalifunktio. Merkitdan
jotain h:n integraalifunktiota H. Koska integraalilaskennan peruslauseen mukaan saman
funktion integraalifunktio voivat poiketa toisistaan vain vakiolla, voidaan lopulta kirjoit-
taa G(y(z)) = H(z) + C, eli

G(y) = H(z) + C.
Tamé on nyt tavallinen yhtdld, koska siind ei endé esiinny y:n derivaattoja. Téasté rat-
kaistaan yleensa vield y, mutta se ei ole aina valttdmattd mahdollista.

Esimerkki 7.12. Ratkaistaan yht&lo

2uy’ = 2.

Tissd g(y) = 2y ja h(z) = z2. Funktio g on siis ikiiin kuin muuttujan y funktio, ja sen eris
integraalifunktio on G(y) = %2. Funktion h integraalifunktioksi voidaan valita esimerkiksi
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H(z) = 123 + C. Edell3 esitetyn ratkaisumenetelméin mukaan G(y) = H(z) + C, missi
C on jokin vakio, joten

1
y? = §x3+C.

Téstd voidaan vield ratkaista y ottamalla molemmilta puolilta nelidjuuri. Taytyy kui-
tenkin muistaa erikseen merkitd positiiviset ja negatiiviset ratkaisut.

1
y(z) = £4/ 5333 +C.

Usein yhtalon muuttaminen separoituvaan muotoon vaatii lisdoletuksia, joiden avulla voi
16ytyé lisdratkaisuja. Téllaisia ratkaisuja, jotka 16ytyvat ennen kuin yhtédlé on separoitu-
vassa muodossa, kutsutaan erillisratkaisuiksi.

Esimerkki 7.13. Ratkaistaan yhtélo
y/ — y2_
Yhtélo ei ole separoituvassa muodossa, mutta se voidaan helposti muuttaa sellaiseen

jakamalla termilli y2. TAm3 on kuitenkin kiellettyi, jos y = 0. Toisaalta funktio y(z) = 0
toteuttaa kyseisen yhtdlén. Se on siis erillisratkaisu.

Erillisratkaisun 16ydytty voidaan oletettaa, ettd y # 0. Jaetaan yht#ld puolittain y?:1la:

y72y' =1.
Nyt g(y) = y 2, ja timin erdis integraalifunktio on G(y) = —y !. Toisaalta funktion
h(z) = 1 erés integraalifunktio on H(z) = z. Saadaan siis
_y_l =z + C,
josta ratkeaa helposti
(0) = -—
z)=— .
Y z+C

Tamé separoimalla saatu ratkaisu ei saa koskaan arvoa 0, niin kuin oletettiinkin. Yhté-
16n ratkaisuja ovat siis erillisratkaisun lisdksi kaikki separoimalla saadut ratkaisut, jotka
riippuvat vakiosta C":
1
z+C’

Jos tehtévassd olisi vield alkuarvoehto, sen avulla voitaisiin valita oikea ratkaisu. Jos
esimerkiksi y(1) = 0, niin tiedetdén, ettéd erillisratkaisu y(x) = 0 on oikea, koska sepa-
roimalla saatu ratkaisu ei voi koskaan saada arvoa 0.

y(x) =0 tai y(z)=

Separoituvan yhtdlén ratkaisussa voi kiyttda erditd muistamista helpottavia merkintdja.
Jos nimittdin ¢g(y)y’ = h(z), saadaan puolittain integroimalla

/g(y)y' dz = /h(:c) dz + C.

Téssd siis merkitdén integraali ilman integroimisvilid, mikd tarkoittaa integraalifunk-
tiota. Integroimisvakio tarvitaan, koska integraalifunktio ei ole yksikésitteinen. Jos nyt
merkitidn 3’ dr = dy, niin yhtls tulee muotoon

/g(y) dy = /h(:c) dz + C.

Vasemmalla puolella on siis integraali y:n suhteen. Merkintéé 4’ dz kiytetdin vain muis-
tamisen helpottamiseksi, ja ainoa perustelu, joka sille voidaan antaa, on, ettd se toimii
integroitaessa. Jos tétd merkintdd kayttad, kannattaa kirjoittaa koko ajan y(x):mn sijasta

Y.
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Esimerkki 7.14. Ratkaistaan separoituva yhtdlo y'(z)siny(z) = 2z. Kirjoitetaan yh-
talo ensin muodossa siny -y’ = 2z. Integroidaan timi sitten puolittain z:n suhteen ja

merkitddn ¢ dz = dy:
/siny-y'dx = /dew—i-C

— /sinydy:/2xdx+0
— —cosy=2>+C
< cosy = —z2 —C.

Niin saadaan kitevisti ¢’ hividimain. Koska y:n ratkaiseminen viimeksi saadusta yhté-
16st4 olisi liian vaikeaa, jatetddn ratkaisu tdhdn muotoon.

7.2. Eksponentiaalinen kasvu. Separoimismenetelméalld voidaan ratkaista eksponen-
tiaalisen kasvun malliin liittyvat yhtalot. Jos suureen muutosnopeus tietylld hetkelld on
suoraan verrannollinen sen arvoon, eli y'(t) = k - y(¢), on kyseessi eksponentiaalinen
kasvu. Suureen arvo siis kasvaa sitd nopeammin, mitd suurempi se on, tai vaihtoehtoi-
sesti hitaammin, mikdli verrannollisuuskerroin k on negatiivinen. Téllaisessa tapauksessa
ratkaisussa on aina eksponenttifunktio.

Esimerkki 7.15. Radioaktiivisen hajoamisen nopeus on suoraan verrannollinen hajoa-
van aineen maardan. Oletetaan, ettd hajoavaa ainetta on alussa 100 kg, ja vuoden padsta
endd 50 kg. Muodostetaan ensin hajoamista kuvaava alkuarvotehtéva:

m(t) = km(t), m(0) =100 (kg).
Téssd on huomattava, ettd hajoamisnopeus tai aineen méira eivdt ole suoraan verran-
nollisia aikaan, joten ei voida kirjoittaa m/(t) = kt tai m(t) = kt.

Saatu yht&lo on separoituva, jos m # 0. Erillisratkaisu m(t) = 0 ei toteuta alkuarvoehtoa,
joten se hyldtddn. Voidaan siis olettaa, ettd m # 0, jolloin saadaan

— =k.
m

Vasemmalla puolella g(m) = 1/m. Koska m on aina positiivinen (aineen méiéra), in-
tegraalifunktioksi tulee G(m) = Inm. Oikean puolen integraalifunktio on H(t) = kt.
Siispa
Inm(t) =kt + C.
Koska logaritmi m:std kertoo, mihin potenssiin kantaluku pitéisi korottaa, jotta saataisiin
kt + C, ndhdéan etta
m(t) — ekt+C — eC’ekt_
On tapana merkitd e¢ = mg. Alkuarvoehdon mukaan
m(0) = mge® = mg - 1 = 100,

joten mg = 100. Alkuarvotehtévan ratkaisu on siis

m(t) = 100e*?.

Verrannollisuuskerroin k on vield tuntematon. Tdméi saadaan ratkaistuksi annetun lisi-
tiedon avulla. Sen mukaan vuoden kuluttua ainetta on jéljelld 50 kg, joten

m(1) = 100e*! = 100e* = 50,

josta

50 1 1

k

= — =_ =In-~— ]
100 = 3 < k=1In 5 0,693
Aineen maaria kuvaava funktio on siis

m(t) = 100e %%,



Koska In(0,5) =~ —0,69, voidaan kantalukua vaihtamalla kirjoittaa myos
m(t) = 100e™ %%t = 100 - 0,5".

Taméa muoto on joskus kédtevimpi sovelluksissa.

[0 e e e e e e

0 1 2 3 4 5 6
t

Esimerkki 7.16. Ratkaistaan osion alussa esiintynyt paistin paistamiseen liittyva al-
kuarvotehtévi. Paistin ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin
lampdtilojen erotukseen. Lisdksi alussa paisti oli huoneenldmpdinen. Nain saadaan seu-
raavanlainen alkuarvotehtdva:

T' = k(200 —T), T(0)=21.

Nyt voitaisiin ajatella, ettd tuntematon suure ei olisikaan paistin lampétila T, vaan
paistin ja uunin ldmpdétilojen erotus E = 200 — 7. Télloin E' = 0 — T' = —T', joten
uudeksi yhtiloksi saataisiin —E' = kFE tai yhtépitévisti E' = —kE. Tami osoittaa,
ettd kyse on eksponentiaalisesta kasvusta. Ratkaistaan tehtdva tdlld kertaa kuitenkin
alkuperdistd yhtdloa kiyttamalls.

Muutetaan aluksi yht&lo separoituvaan muotoon jakamalla se puolittain termilla 200—7'.
Talloin saataisiin erillisratkaisu T'(¢) = 200, mutta koska alkuhetkelld T' = 21, ei tdmé&
tule kyseeseen. Niin saadaan

TI

00-T _*

Integroidaan nyt yhtilo puolittain ¢:n suhteen:

TI
1
— _.T'dt=
(:)/QOO—T dt /kdt+0

1

Vasemmalla puolella on nyt kaytettévé yhdistetyn funktion sdéntod, koska integroitavana
on (200 — T)~!. Siséifunktion g(T) = 200 — T derivaatta on ¢'(T) = —1, ja ulkofunktion
f(zr) = z7! integraalifunktio on F(z) = In|z|. Tehtiviissi paisti on koko ajan uunia
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kylmempi, eli 200 — 7" > 0, joten itseisarvomerkit voi jattdd pois. Néin saadaan

1
- 4T =
/200—Td /kdt—i—C’

1
— | ————-(-1)dT' = | kdt+C
= / 5007 (Y / +
<~ —In(200—T)=kt+C
< In(200-T7) = —kt+C
200 — T = ¢ FHC
T =200 — e FHC =200 — eCe ¥,
Merkitdin nyt e¢ = Ey, jolloin
T(t) = 200 — Ege .
Alkuarvoehdon mukaan
T(0) = 200 — Ege® =200 — Ey -1 =21,
josta
Ey=200—21=179.
(Vakio Eq vastaa siis nyt uunin ja paistin lampoétilojen erotusta alkuhetkelld.) Alkuar-
votehtévan ratkaisu on
T(t) = 200 — 179e %%,

Verrannollisuuskerroin k voitaisiin ratkaista jostain lisdtiedosta. Tama voisi olla esimer-
kiksi paistin ldmpétila tunnin kuluttua paistamisen alusta.

Kerrataan vield separoituvan yhtalon ratkaisumenetelmén vaiheet.
1) Muutetaan yht#lo separoituvaan muotoon g(y)y' = h(z). Téssi vaiheessa saattaa
l6ytyé erillisratkaisuja.
2) Etsitddn vasemman puolen ulkofunktiolle g integraalifunktio G.
3) Etsitddn funktion h integraalifunktio H.
4) Ratkaisu, josta y' on hivinnyt, on G(y) = H(z) + C.
5) Lopuksi ratkaistaan y, jos osataan.



