5. JATKUVAN FUNKTION INTEGRAALI

Jos tunnetaan jotain suuretta kuvaava funktio, kertoo derivaatta suureen muutosnopeu-
den, mikéli funktio on derivoituva. Tilanne voi kuitenkin olla sellainen, ettd tunnettu suu-
re kuvaakin nimenomaan muutosnopeutta, ja haluaisimme tietdd jotain alkuperdisesté
funktiosta. Esimerkiksi nopeus on kuljetun matkan derivaatta. Voimme tuntea auton no-
peutta kullakin ajanhetkelld kuvaavan funktion ja haluaisimme tiet&d, miten paljon auto
on edennyt jollain tietylld aikavililld. Voidaan sanoa, ettd haluamme selvittdd nopeutta
kuvaavan funktion kertymdn tietylld aikavililld. Tdh#én tarvitaan integraalin kisitetté.
Tassé luvussa médritellddn integraali vain jatkuville funktioille, mutta ma#ritelm&s voi-
daan yleistdd niin, ettd se soveltuu myo6s epdjatkuville funktioille.

Tarkastellaan esimerkkind linja-autoa matkalla Kotkasta Helsinkiin. Oletetaan, ettd tun-
nemme linja-auton nopeuden v ajan funktiona. Yritetd&n arvioida nopeuden funktion
perusteella kuljettua matkaa ensimmaéisen tunnin aikana eli aikvavélilld [0, 1].

Jos nopeus pysyisi koko ajan tasaisena, eli v olisi vakiofunktio, saisimme kuljetun matkan
yvksinkertaisesti kertomalla kiyetyn ajan tuolla vakionopeudella. Kuljettu matka olisi
s = v -1 h. Nopeus voi kuitenkin vaihdella ajanhetkesté toiseen, joten tdmé ei onnistu.
Voimme silti arvioida kuljettua matkaa maksimi- ja miniminopeuksien avulla.

Olkoon esimerkiksi bussin suurin nopeus vélilld [0, 1] ollut 110 km /h, ja pienin nopeus 0
km/h (bussi seisoi aluksi asemalla). Jos bussi olisi ajanut koko ajan maksiminopeudel-
laan, se olisi kulkenut tunnin aikana 110 km/h- 1 h=110 km. Jos se taas olisi ollut koko
ajan paikallaan, se olisi kulkenut 0 km. Tieddmme siis, ettd todellinen kuljettu matka
on jossain nollan ja 110 kilometrin valilla.

Tarkempi arvio saadaan, kun tarkastellaan aikavilid osissa. Oletetaan esimerkiksi, ettéa
ensimmaisen puolen tunnin aikana bussin maksiminopeus oli vain 100 km/h ja minimino-
peus 0 km /h. Toisen puolen tunnin aikana maksimi- ja miniminopeudet olivat vastaavasti
110 km/h ja 40 km/h. Nyt voimme arvioida, ettd ensimmaiselld osalla edettiin enintdén
100-1/2 = 50 km ja véhintédén 0-1/2 = 0 km, seké toisella osalla enintéén 110-1/2 = 55
km ja vdhintdén 40 - 1/2 = 20 km. Kun nédmi lasketaan yhteen, voidaan todeta, ettd
tunnin aikana edettiin yhteensd enintddn 50 4+ 55 = 105 km ja vdhintddn 0 + 20 = 20
km, mikd on jo alkuperidistd parempi arvio. Voimme edelleen pilkkoa aikavilin esimerkik-
si 4 osaan ja tehda vastaavanlaisen arvion. Télloin voitaisiin saada seuraavan taulukon
mukainen tulos:

aikavéli | nopeus max | nopeus min | matka max | matka min
0-15 min | 40 km/h 0 km/h 10 km 0 km
15-30 min | 100 km/h 40 km/h 25 km 10 km
30-45 min | 86 km/h 40 km /h 21,5 km 10 km
45-60 min | 110 km/h 76 km/h 27,5 km 19 km
| yhteensa | — | — | 84 km | 39 km |
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0 frmr e mmmm e s
L1010 S, / =
S A A
76 | e el
40 40 fenmennnnns
A\ > 0 A\ >
15 min 30 min 45 min 1h 15 min 30 min 45 min 1h




2

Mité pienempiin osiin pilkomme aikavilin, sitd tarkemman arvion saamme auton kulke-
malle matkalle. Tarkimman arvion saamiseksi voisimme tarkastella raja-arvoa osavélien
pituuden ldhestyessad nollaa. Téllainen tarkastelu voidaan yleistdd koskemaan mitéd ta-
hansa jatkuvia funkioita. Y14~ ja ala-arvioita kutsutaan funktion yld- ja alasummiksi ja
néiden raja-arvoa funktion integraaliksi. Integraali kuvaa funktion kertymdd tietylla va-
lilld. Jos funktio kuvaa jonkin suureen muutosnopeutta, integraali kertoo suureen arvon
kokonaismuutoksen.

Maiééritelma 5.1. Olkoon f valilli [a,b] médritelty jatkuva funktio. Jaetaan vili tasai-
sesti korkeintaan h:n pituisiin suljettuihin osavileihin. (Jos jako ei mene tasan, anne-
taan oikeanpuoleisimman osavélin olla lyhyempi kuin muut.) Valitaan jokaisella osavi-
lilla funktion suurin arvo, kerrotaan se vilin pituudella ja lasketaan néin saadut arvot
yhteen. Kutsutaan saatua summaa funktion ylisummaksi valilld [a,b] ja merkitddn tatd
Sp,. Funktiolla on varmasti jokaisella osavililld suurin arvo lauseen 4.16 nojalla.

Valitaan samoin jokaisella osavélilla pienin arvo, kerrotaan se vélin pituudella ja lasketaan
tulokset yhteen. Kutsutaan tatd summaa funktion alasummaksi valilld [a, b] ja merkitdan
sitd sp,.

Funktion f integraali valilld [a,b] on ylasumman ja alasumman raja-arvo osavilin pituu-
den h ldhestyessa nollaa:

b
dr = lim S, = li .
/a f(z)de = lim Sp, = lim s,
Té&ma4 raja-arvo on aina olemassa, kun f on jatkuva valilla [a, b].

Integraalimerkinnéssa integroimisvali merkitdan integraalimerkin yla- ja alapddhén. Ter-
mi dx lopettaa integroitavan lausekkeen. Se kertoo, minkd muuttujan suhteen integroi-
tava lauseke on kirjoitettu (voisi olla esim. f(t) dt).

Kaikki jatkuvat funktiot ovat integroituvia milld tahansa suljetulla vililla, eikd madritel-
méssé tarvitsisi tarkastella erikseen seki ylad- ettd alasummia. Integraali voidaan kuiten-
kin maaritelld muillekin kuin jatkuville funktioille. Jos funktio ei ole jatkuva, voi kdyd&
niin, etteivit ylad- ja alasummat ldhesty toisiaan h:n pienetesséd. Télloin funktio ei ole
integroituva.

5.1. Integraali kuvaajassa. Ajatellaan integroimisvali jaetuksi tasaisesti osavéleihin.
Funktion yldasumma on sellaisten suorakulmioiden pinta-alojen summa, joiden korkeus
on jokaisella osavalilld funktion suurin arvo. Alasumma taas koostuu sellaisten suorakul-
mioiden pinta-aloista, joiden korkeus on joka osavililld funktion pienin arvo.
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Kun osavilin pituutta lyhennetéan, 1dhestyvat funktion suurin ja pienin arvo tuolla valilla
toisiaan (Témé& johtuu funktion jatkuvuudesta: kun muuttuja on sidottu pienelle vilille,
ei funktion arvokaan voi muuttua paljon.) Siispd myos yld- ja alasuorakulmioiden huiput
kullakin vililld 13hestyvit toisiaan ja funktion kuvaajaa, joka on niiden vélissd. Kun
osavilien pituus ldhestyy nollaa, suorakulmioiden huiput kohtaavat ja puristavat funktion
arvon véliinsd. T&lloin niiden yhteenlasketun pinta-alan raja-arvo, funktion integraali,
vastaa kuvaajan ja x-akselin vdliin jddvdin alueen pinta-alaa.
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Huom. Kuten "vilin pituus” h erotusosaméirin lausekkeessa, voi myds integraali olla
negatiivinen, vaikka se tavallaan kuvaakin pinta-alaa. Jos nimittdin funktio on jollain
valilld negatiivinen, eli kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, on myos integraali tuolla
valilld negatiivinen.

5.2. Integraalin laskeminen. Integraalin laskeminen suoraan mééritelmén avulla on
yleensé erittéin vaikeaa (vaikeampaa kuin derivaatan laskeminen erotusosaméadrin avul-
la). Siksi integroitaessa kiytetdankin yleensd apuna niin kutsuttua integraalifunktiota.
Funktion F' derivaatta F’ on itsekin erids funktio, joten sitd voidaan merkité vaikkapa
f. Téméan (derivaatta)funktion f integraalifunktio on alkuperdinen funktio F. Integraa-
lifunktio on siis derivaatalle vastakkainen késite, ja usein puhutaankin antiderivaatasta.

Méiritelméi 5.2. Funktio F on funktion f integraalifunktio, jos F' = f.

Funktion integraalifunktion derivaatta on siis funktio itse, samaten derivaatan integraa-
lifunktio. Jos funktio on jatkuva, silld on aina olemassa integraalifunktio, jopa useita.
Jos esimerkiksi f(x) = 2z, niin integraalifunktioksi kelpaa yhtd hyvin Fy(z) = z? kuin
Fy(z) = 22+1, silld Dz? = D(z%+1) = 2z. Funktion eri integraalifunktiot ovat kuitenkin
aina hyvin samankaltaisia, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 5.3. (Integraalilaskennan peruslause) Olkoon F{ = Fj = f, eli seka Fy ettia F
ovat funktion f integraalifunktioita. Talloin Fy(x) = Fo(z) + C kaikilla x, missd C on
vakio.

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis vakion lisdystd vaille samoja. Integraali-
funktiota merkitddn usein seuraavasti:

/f(x) do = F(z) + C,
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Téssd siis F' on f:n integraalifunktio. Merkintd on sama kuin integraalilla ilman in-
tegroimisvalid, ja joskus integraalifunktiota kutsutaankin mddrdimdttomdksi integraa-
liksi. Vakio C' on niin sanottu integroimisvakio, joka kuvaa sitd, ettei integraalifunktio
ole yksikésitteinen.

Esimerkki 5.4. Funktion f(z) = z eris integraalifunktio on F(z) = 22. Voidaan siis

2
merkita

1
/xdx:§x2+0.

Koska derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta, ja integraali taas muutoksen aiheutta-
maa kertymaéd, ovat integraali ja derivaatta erdfssd mielessd toistensa vastakohtia. Kul-
jetun matkan derivaatta on kulkunopeus, kun taas kulkunopeuden integraalina saadaan
kuljettu matka. Tadh&n perustuu seuraava lause.

Lause 5.5. (Analyysin peruslause) Olkoon f wvdlilli [a,b] mddritelty jatkuva funktio, ja
F jokin sen integraalifunktio (eli F' = f.) Tdlloin

/bf(a:) dz = F(b) — F(a).
Usein merkitddn ' ,
/F(a:) = F(b) — F(a).
Merkintd lausutaan “sijoitus a:st(jz b:hen”.

Huom. Vaikka kaikilla funktioilla on monia integraalifunktioita, ei ole vélid, mité niista
kiyttda integraalia laskettaessa. Tama johtuu siitd, ettd sijoituksessa mahdolliset yli-
médriiset vakiot supistuvat kuitenkin pois.

Esimerkki 5.6. Olkoon f(z) = 2z. Erés integraalifunktio on F(z) = x?. Edeltéviin

lauseen mukaan
1

1
/ 2$d$:/x2:12—02:1.
0 0
Toisaalta myos 22 + 1 on f:n integraalifunktio, joten
1 1
/ de:v:/(:I:2+1):(12+1)—(02+1):1+1—0—1:1.
0 0
Téamaén integraalin arvo on kuvan varjostetun kolmion pinta-ala.

-y
[ S B B S S B 7 B e s B B B e e |

-1 -0,5 4 0,5 1 1,5 2




5.3. Laskusdintsja.

1. /abf(x)—I—g(w)dx:/abf(a:)dx—l—/abg(x)dx
2. /abcf(m)da:zc/abf(x)dm
3, /abf(ac)dx:/acf(:v)d:v+/cbf(:v)dac

Kaksi ensimmaéisté sdantod ovat tuttuja jo derivaatan yhteydestd. Kolmas sdénto sanoo,
ettd integroimisvili voidaan pilkkoa osiin. Tdma on hyddyllistd esimerkiksi, jos funktio
on paloittain madritelty ja eri alueissa tarvitaan eri integraalifunktioita.

Esimerkki 5.7. Integroidaan itseisarvofunktiota f(z) = |z| vililld [—1,1]. Lasketaan
integraali osissa. Vililla [—1,0] on f(z) = —=, joten integraalifunktioksi voidaan valita
Fi(z) = —%xz. Toisaalta vélilla [0,1] patee f(x) = z, joten integraalifunktioksi kiy
Fy(z) = 3% Tillsin

1 ) 2

1 1 9 1, 1 11
=(—Z.0%2=-(=-2.(=1 Z.12_-Z. = 4+ 0=
(20 (2( )>>+<2 50 0+5+5

Analyysin peruslauseen mukaan derivoimissddnndistd saadaan suoraan vastaavat integroi-
missddnndt. Esimerkiksi potenssin integroimissdntd on

b k / 1 k+1
4. lwdx:a/k_l_lx , kun k # —1.

Huom. Potenssitermi integroidaan siis lisdamaélla eksponenttiin yksi ja jakamalla lauseke
ndin syntyneelld uudella eksponentilla. Koska potenssin derivoimissddntd ei toimi, jos
eksponentti on nolla, vastaavasti integroimissdanto ei toimi, kun eksponentti on —1.

Integroiminen on yleensd vaikeampaa kuin derivoiminen, koska tulon, osamaérin tai
yhdistetyn funktion integroimiseen ei ole olemassa laskusédéntdja. Yhdistetyn funktion
derivoimissdannostd saadaan kuitenkin seuraava hyddyllinen integroimissaanta:

b b
5. [ Fat@)g(@)dz = [(f o 9)().

Esimerkki 5.8. Integroidaan funktiota h(z) = x(x? + 1) vililld [0, 1]. Yritetisin saada
riippuvuussidénnon lauseke laskusdénnon 5 vaatimaan muotoon f'(g(z))g’(z). Taytyisi
siis tulkita lause siten, ettd siind on yhdistetty funktio, jonka ulkofunktio on jonkin
funktion derivaatta ja tdmé yhdistetty funktio on vield kerrottu sisdfunktion derivaatalla.

Lausekkeessa esiintyykin valmiina yhdistetyn funktion lauseke (z? + 1)3. Valitaan siis
sisdfunktioksi g(z) = 22 + 1. Tdmi lauseke on vield kerrottu z:114, joka on itse asiassa
vakiokerrointa vaille sisdfunktion derivaatta ¢'(z) = 2z. En#é tarvitsee tulkita ulkofunk-
tio eriin funktion f derivaataksi, eli niin ettd f'(z) = z®. Voidaan valita esimerkiksi
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f(z) = $2*. S4snnén mukaan

1 1 1 1 /
/0 :v(:v2+1)3da:§/0 (2 +1)3 -2z dx = 5/0 f(g(x)d' (z) dz

1 1 1
[Goow) =3 [ f&+1) =5 [ 1@+ 1)
0 0

Huomaa, miten integraaliin lisdttiin aluksi siséfunktion derivaatan vaatima kerroin 2. Sa-
malla koko integraali piti kertoa puolikkaalla. T&ll4 tavoin voidaan korvata mik4 tahansa
vakiokertoimen puuttuminen sisdfunktion derivaatasta. Sen sijaan esimerkiksi lauseket-
ta z(2® + 1)3 ei voisi saada sdfinnén vaatimaan muotoon, koska siséfunktion derivaatta
on 322, ja ulkopuolella on kertoimena vain z. Toista potenssia sille ei mitenkéiin voida
lisata.

5.4. Sovelluksia. Integraalilla voidaan laskea jonkin suureen kertymé&a esimerkiksi ajan
suhteen.

Esimerkki 5.9. Metsin kasvit kiyttdvat auringonpaisteesta saamaansa energiaa. Ener-
gian mittausta varten metsdan on asetettu mittalaitteita, jotka mittaavat auringonpais-
teen tehoa eli energiavuota. Mité kirkkaampi paiste, sitd suurempi mittalaitteen lukema.
Eraan tallaisen mittalaitteen lukema noudatti aikavalilld [12, 13] melko tarkasti funktio-
ta P(t) = —3,6t> + 94t — 500 (kJ/h). Tilld aikavilill laitteen vastaanottama energia on
energiavuon kertymaé, joten se saadaan integroimalla

13 13
E = / —3,6t% + 94t — 500 dt = / (—1,2¢% + 47¢* — 500t)
12 19
= (~1,2-13% +47-13% — 500 - 13) — (-1,2-12% +47 - 12% — 500 - 12) ~ 110 (kJ).

Integraalia voidaan myos kdyttdd geometrisend tyokaluna, koska se kertoo kuvaajan ja
x-akselin vélisen pinta-alan.

Esimerkki 5.10. Tarkastellaan funktiota f(z) = z3. Miki on timéin funktion kuvaajan
ja x-akselin véliin jadvin alueen pinta-ala valilla [—1,1]?

Ensin on muistettava, ettd integraali ei itse asiassa kuvaa pinta-alaa, koska se on ne-
gatiivinen sielld, missé itse funktiokin on negatiivinen. Ensin on siis tutkittava hieman
funktiota f, jolloin saadaan selville, ettd f on negatiivinen vililld [—1, 0[. Pinta-alan las-
kemiseksi on siis jaettava vili kahteen osaan: [0,1] ja [—1,0]. Integraalit ndiden vilien yli
ovat

1
1 1 1
' /o$ ! T 4’
ja

0 0
1 1 1
12:/ 22 dz = —x4:<0——>:——.
_1 /14 4 4

Jalkimmainen integraali on negatiivinen, kuten pitikin olla. Pinta-ala saadaan nyt las-
kemalla yhteen namé integraalit, kunhan jalkimmaéisen etumerkki vaihdetaan:

1 1 1
AZII+(_I2):Z+Z:§
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Esimerkki 5.11. Tutkitaan pyordhdyskappaletta, joka syntyy, kun jonkin funktion f
kuvaaja pyorahtdd syvyyssuunnassa x-akselin ympéri ja ndin saadun pinnan sisdin jaava
tila vield "katkaistaan paistd” kahdella x-akseliin ndhden kohtisuorassa olevalla tasolla
kohdissa a ja b. Ollaan siis tavallaan ”"sorvattu” a:n ja b:n valilld olevasta palikasta pyo-
rahdyskappale funktion f kuvaajan muotoisella teralla.

Tietyssa kohdassa & mainitun pyérahdyskappaleen poikkileikkaus on ympyré, jonka sédde
on f(z). Ympyrin alan kaava on 772, joten pyorihdyskappaleen poikkipinta-ala tuossa
kohdassa on 7 f (x)%. Kappaleen tilavuus saadaan poikkipinta-alan kertyméni vilillé [a, b]
eli integroimalla 7f(x)? a:sta bhen. Otetaan esimerkiksi selville funktion f(z) = %

kuvaajan vilille [1,2] muodostaman pydrahdyskappaleen tilavuus:

—dx
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5.5. Epdjatkuvan funktion integraalista. Integraali voidaan helposti yleistda koske-
maan myos epédjatkuvia funktioita. Madritelméa taytyy oikeastaan muuttaa vain kahdes-
sa kohdassa. Ensinnékin epédjatkuva funktio ei vilttamé&ttd saavuta pieninté tai suurinta
arvoa suljetulla vililla. Tdméa voidaan kuitenkin helposti korvata kiyttamalls suurimman
arvon sijasta niin kutsuttua pienintd ylarajaa ja pienimmén arvon sijasta suurinta ala-
rajaa. Namé ovat olemassa, mikéli funktio on rajoitettu (eli ei saa mielivaltaisen suuria
tal pienid arvoja). Toinen ongelma on se, etteivit funktion yldsumma ja alasumma vélt-
tdmétta ldhesty samaa lukua osavélid lyhennettdessd. Télloin funktio ei ole integroitu-
va. Lisdksi taytyy sallia muutkin kuin tasaiset osavilijaot, koska joidenkin epédjatkuvien
funktioiden yl&- ja alasummat ldhestyvét toisiaan vain, jos jako ei ole tasainen.

My®6s integraalifunktion késite aiheuttaa ongelmia. Lahes kaikki derivaatat ovat jatku-
via, joten useimmilla epdjatkuvilla funktioilla ei ole integraalifunktiota. Integraalit on
silloin laskettava muulla tavalla. Toisaalta voi my6s kdyd& niin, ettd integraalifunktio on
kylld olemassa, mutta funktio ei olekaan integroituva. Epédjatkuvien funktioiden kans-
sa tdytyy siis olla joka suhteessa tarkkana, mutta usein integrointi kuitenkin onnistuu,
kuten seuraavan esimerkin tapauksessa.

Esimerkki 5.12. Ennen kuin auringonpaistetta mittaavat laitteet vietiin metsién, niita
testattiin laboratoriossa. Laite asetettiin kirkkaan lampun alle kymmeneksi sekunniksi,
ja viiden sekunnin kohdalla valo katkaistiin. Mittalaite kuitenkin rekisteroi vield huoneen
ikkunoista tulevan valon.

Olkoon mittalaitteen P : [0,10] — R mittalaitteen lukema ajan funktiona. T#ll6in

100, kun 0 <t <5
P(t) =
20, kun 5 <t <10

(J/s).

Funktio P on epdjatkuva eiki se ole minkddn funktion derivaatta. Silla ei siis ole inte-
graalifunktiota. Se on kuitenkin integroituva, ja sen integraalille patevit kaikki samat
laskusdannot kuin jatkuvassakin tapauksessa. Voimme siis integroida sen erikseen vé-
leilld [0, 5] ja [5,10] (laskusdénto 3). Kummallakin osalla funktio on jatkuva ja silld on
integraalifunktio, joten

10 5 10 5 10
/ P(t)dt = / P(t)dt + / P(t) dt = / 100 dt + / 20 dt
0 0 5 0 5

5 10
= / 100t + / 20t = (500 — 0) + (200 — 100) = 600 (kJ).
0 5

(Jos ollaan tarkkoja, suljetulla valilla [5,10] funktio ei ole jatkuva, koska péétepisteessi
arvo on f(5) = 100. Integraalin suuruus ei kuitenkaan riipu arvoista péétepisteissi.)
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