4. DERIVAATTA

Monien funktioiden kuvaajilla on sellainen selked ominaisuus, ettd ne niyttévét etenevin
valilla ylos-, valilld alaspédin, valilld jyrkemmin, vélilld loivemmin. Tdm#&hadn on merkki
siitd, ettd funktion arvot vélilld kasvavat ja vélilla vihenevit. Paikassa, jossa kasvaminen
vaihtuu vahenemiseksi, on yleensd jonkinlainen huippukohta. On ilmeistd, ettd téllai-
set ominaisuudet voivat olla kiinnostavia. Jos funktio esimerkiksi kuvaa lampétilaa ajan
funktiona, voimme olla kiinnostuneita ldmpenemisen tai jadhtymisen nopeudesta jollain
tietylld hetkelld. Toisinaan puolestaan saattaa olla tarkedd, milld hetkelld lampotila saa-
vuttaa huippuarvonsa.

Funktion hetkellistd muutosnopeutta (eli kuvaajan jyrkkyyttd) tietyssid kohdassa kuvaa
funktion derivaatta. Téllaisen muutosnopeuden méadrittelemisessé torméatddn kuitenkin
heti ongelmaan. Kahdesta funktion arvosta on helppo sanoa, kumpi on suurempi, mutta
jos tarkastellaan vain yhtd funktion arvoa (eli yhtd pistettd kuvaajalla) on kasvusta
tai vahenemisestd mahdotonta puhua. Tarvitaan lisdtietoa tuon pisteen ldheisyydessa
saatavista arvoista, miké johtaa raja-arvon kiyttoon.

Fysiikassa nopeus (oikeammin keskinopeus) maééritelldén kuljetun matkan suhteena sii-
hen kdytettyyn aikaan (siis nopeus on matka jaettuna ajalla). Samaan tapaan mééritel-
188n myds funktion muutosnopeuden. Jos z ja 7 ovat kaksi eri funktion méérittelyjoukon
lukua, méaéritellddn niin sanottu erotusosamddrd seuraavalla kaavalla:

f(z1) — f(2)
T1—x
Erotusosamadré on siis funktion arvojen muutoksen suhde muuttujan arvojen muutok-
seen valilld [z,z] (tal valilld [z1, 2], jos 1 < z), ja se kuvaa funktion keskim&&raisté
muutosnopeutta kyseiselld valilld. Tavoitteena on nyt kuvata funktion muutosnopeutta
lahelld pistettd = (z1 on erddnlainen apupiste), ja tatd varten merkitdén h = z1 — =z,
jolloin erotusosamédran lauseke saadaan kiyttokelpoisempaan muotoon:

flz+h) - f(z)
- :

Téama on siis funktion keskimé##rdinen muutosnopeus valilld [z,z + h] tai [z + h, z],
riippuen siitd, onko h positiivinen vai negatiivinen.

Mité 1dhemmais nollaa erotusosaméairin lausekkeen (positiivinen tai negatiivinen) h tu-
lee, sitd tarkemmin erotusosamédrd kuvaa funktion muutosnopeutta pisteen z 1dhelli.
Muutosnopeus tuossa pisteessd voidaan maédaritelld ottamalla erotusosaméiristé raja-
arvo h:n ldhestyessi nollaa. Tatd raja-arvoa ei valttdmaéatta ole olemassa. Jos funktio on
esimerkiksi epéjatkuva jossain pisteessd, sen arvo muuttuu tuossa pisteessd dkisti, ikdédn
kuin darettomén nopeasti. Talloin funktion muutosnopeutta ei voida tuossa pisteessé
maéadritella.

Maisritelma 4.1. Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos erotusosaméirin raja-arvo

flz+h) - f=)

lim
h—0 h
on olemassa. Tétéd raja-arvoa merkitddn f'(z), Df(z) tai %(w), ja kutsutaan funktion

f derivaataksi pisteessid x. Funktio on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa méaé-
rittelyjoukkonsa pisteessa.

Derivaatta kuvaa siis funktion hetkellistd muutosnopeutta. Jos funktio kuvaa kuljettua
matkaa ajan funktiona, erotusosaméaéré jollain valilla kuvaa keskinopeutta tuolla valilla.
Derivaatta jossain pisteessd sen sijaan kuvaa hetkellistd nopeutta tuossa pisteessi. Jos
taas funktio kuvaa nopeutta, derivaatta kuvaa kiihtyvyytta; jos funktio kuvaa lampdtilaa
ajan funktiona, derivaatta kuvaa ldmpenemis- tai jadhtymisnopeutta.
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Esimerkki 4.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(z) = x? pisteen z = 2 ympérilli.
Lasketaan aluksi funktion keskimé4rdinen muutosnopeus valilla [2, 3]

fB) =72 _9-4

5=9 1 >

Toisaalta muutosnopeus vililld [1,2] on

fM—-f@2) _1-4_ =3 _

1—-2 -1 _—_1_3'

(Huomaa, ettd tulosten kannalta ei ole vilid, kummin péin erotukset osoittajassa ja
nimittéjassa kirjoitetaan, kunhan ne ovat molemmissa samoin péin.) Tuloksista ndhdaan,
ettd funktio kasvaa hieman nopeammin vililld [2, 3] kuin valilla [1,2].

Lasketaan sitten erotusosamaéira, kun tarkasteluvélin pituus on h:

f@+h)—f(2) (@2+h)?*—-22 4+4h+h*—4 4h+h?
h B h B h -k

Koska h kuvaa kahden eri luvun erotusta, se ei voi olla nolla. Voidaan siis supistaa saatu
lauseke h:lla:

4h+h?  h(4+h)

= =4+ h.
h h
Erotusosamaéra riippuu siis h:sta. Jos sijoitetaan h = 1, saadaan muutosnopeus valilla
[2, 3], joka laskettiin jo edelld. Jos taas sijoitetaan h = —1, saadaan muutosnopeus valilla

[1,2]. Funktion derivaatta on erotusosaméérin raja-arvo, kun h lahestyy nollaa, eli
lim (4 + h) = 4.
h—0

Funktiolla on siis pisteessd 2 derivaatta f'(2) = 4.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan funktiota f(z) = |z| (itseisarvo) pisteessd z = 0. Kir-
joitetaan erotusosaméérd pisteessd 0 yleisessd muodossa ja merkitdan tarkasteluvilin
pituutta h:lla. Kun A > 0, niin |h| = h, jolloin erotusosamééré on

fO+h)=fO) _|pl=10] h=0_

1.
h h h
Toisaalta, kun h < 0, niin |h| = —h, jolloin erotusosamadrd on
JO+h 5O _p=jo| —h-0

h h h

Erotusosaméairin arvo on 1, kun h on positiivinen, ja —1, kun h on negatiivinen. Tdm4
pétee, oli h miten ldhelld nollaa tahansa (paitsi tietysti h = 0. Erotusosamaaralld ei
siis voi olla raja-arvoa h:n ldhestyessa nollaa, joten itseisarvo ei ole derivoituva pisteessa
z=0.

Jos funktiolla on epdjatkuvuuskohta (eli méaarittelyjoukon piste, jossa funktio ei ole jat-
kuva), siind kohdassa funktion muutosnopeutta ei voida méarittés.

Lause 4.4. Jos funktio on derivoituva pisteessd x, se on myds jatkuva pisteessd x.

Epéjatkuva funktio ei siis voi olla derivoituva.



4.1. Derivaatta kuvaajassa.

f(2) - (1)

05,771 05 1 15 2 2,5
X

Tarkastellaan oheista kuvaa, johon on piirretty erddn derivoituvan funktion f kuvaaja.
Kuvassa on lisdksi suora, joka leikkaa kuvaajaa pisteissé, joiden x-koordinaatit ovat 1
ja 2. Téllaisen suoran kulmakerroin on (f(2) — f(1))/(2 — 1), joka on itse asiassa ero-
tusosamédran arvo vélilla [1,2]. Téméa kulmakerroin kertoo siis funktion keskiméérdisen
muutosnopeuden tuolla vélilld. Erotusosaméaran nimittdjé h vastaa toisen leikkauspis-
teen x-koordinaatin etdisyyttd ensimmaisen leikkauspisteen x-koordinaatista. Pitdmalla
ensimmiéinen leikkauspiste paikallaan ja pienentdmalld arvoa h saadaan toinen leikkaus-
piste ldhestymédn ensimmaistd. Télloin suora kddntyy kuvaajan suuntaiseksi.

Erotusosaméairéin raja-arvo eli derivaatta pisteessd x on siis tuohon pisteeseen kuvaajalle
piirretyn sivuajan eli tangentin kulmakerroin. (Ald sekoita trigonometrian tangenttifunk-
tioon.)

Esimerkki 4.5. Arvioidaan aikaisemman esimerkin funktion f(z) = z? derivaattaa pis-
teessd x = 2 kuvaajan avulla. Koska derivaatta on kyseiseen pisteeseen piirretyn sivuajan
kulmakerroin, hahmotellaan ensin kuvaajalle sivuaja. Asetetaan siis viivain kuvaajalle
sen pisteen kohdalle, jonka x-koordinaatti on 2, siten ettd se on suunnilleen kuvaajan
suuntainen, ja piirretddn suora. Taman jalkeen valitaan sivuajalta kaksi pistettd, jotta
sen kulmakerroin voidaan maéarittda. Kuvan mukaan pisteet ovat (1,0) ja (3,8), joten
kulmakertoimeksi saadaan

poYy2—v _8-0_8_
To — I 3—1 2
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Aikaisemmin laskettiinkin, ettd funktion derivaatta tuossa pisteessi on 4.
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Graafinen tarkastelu osoittautuu térkedksi silloin, kun funktion riippuvuussddnnélle ei
voida muodostaa mitdén lauseketta, tai kun téta lauseketta ei syysta tai toisesta osata
derivoida. Jos funktion arvoja kuitenkin tunnetaan niin paljon, ett& niiden avulla voidaan
piirtdd kuvaaja, voidaan sen avulla maarittaa likimadrainen derivaatta.

Jos funktion kuvaajaan muodostuu jossain kohtaa terdva karki, sithen ei voi piirtaé yksi-
késitteistd sivuajaa. Talloin funktio ei ole derivoituva. Itseisarvofunktiota tarkasteltaessa
huomattiin, etté se ei ole derivoituva nollassa, ja kuvaajassa ndkyykin teréva karki origon
kohdalla. Funktio ei myoskidédn ole derivoituva pisteessd, jossa kuvaaja katkeaa, koska se
ei ole sellaisessa kohdassa jatkuva.

-0,5

4.2. Laskusdint6jid. Aloitetaan sddnnoisté, joilla voi laskea funktioiden summien, tulo-
jen ja osamadrien derivaattoja. Naméa muistuttavat raja-arvojen laskemisessa kaytettyja
saantojd, miké ei ole yllattavad, koska derivaattakin on erds raja-arvo.

L. D(f £ g)(x) = f'(z) + ¢'(x)

2. D(cf)(z) = cf'(z), jos ¢ on vakio

3. D(f9)(z) = f'(x)g(z) + f(z )9'(,96)

L DU a)(a) - I @ala) = Fa)g' @

g9(z)?

Naita sadntojé sovellettaessa tdytyy kuitenkin ensin varmistaa, ettéd kyseiset funktiot on
médritelty ja derivoituvia halutussa kohdassa. Sdénto 4 esimerkiksi vaatii, etta g(x) # 0.
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Ennen muita sdantoja palautetaan mieleen murto- ja negatiivisten potenssien méaritel-
miét. Olkoon k kokonaisluku, ja x # 0. Talléin

T-x---x, jos k>0,
—
k
=41, jos k=0,

m, _]OSk<O

Lisiksi 0¥ = 0 aina, kun k # 0. Sen sijaan 0° ei ole mééritelty.
Olkoot sitten p,q kokonaislukuja, g > 0. T&ll6in
2Pl = Yzp = (Yz)P.

Esimerkiksi z1/2 = vz. Huomaa, ettei parillinen juuri ole mééritelty negatiivisille lu-
vuille ja ettd parillinen juuri mééritelldén aina positiiviseksi. (Esimerkiksi v/—4 ei ole
midritelty, ja 4 = 2, vaikka myds (—2)% = 4).

Nyt voidaan maédritellidn potensseja koskevat derivointisddnnot.

5. Dc =0, jos ¢ on vakio
6. Dz* = kxF~1 jos k # 0.

Huomaa ero vakiokertoimen ja vakiofunktion eli sddntdjen 2 ja 5 vililld. Vakiofunktio
h&vidd derivoitaessa, mutta vakiokerroin siilyy sellaisenaan. Siis esimerkiksi D 3 = 0,
mutta D 3z2 = 3 - Dz?.

Esimerkki 4.6. Derivoidaan polynomifunktio:

D(z?+2r—-3)=D2z?+2Dz—D3=2z' +2-1-0=22+2.

Derivoidaan rationaalifunktio:
22 -3z  D(z?> —3z)(z+1) — (22 — 3z)D(z + 1)

r+1 (z+1)2
(22 -3)(x+1) — (22 —32)(140)
(x +1)2
(202 +22—-3r—-3)— (2 —3z)  z*+22-3
B (z+1)2  (z+1)?

Derivoidaan vield eréds juurifunktio. Juuret kannattaa aina derivoitaessa kirjoittaa po-
tenssien avulla. Tassd tapauksessa kiytetdan myos negatiivista potenssia, jotta pddstdan
eroon jakolaskusta:

I _ —13) _ 1 i3
_= —lx_4/3 = — 1 = — 1 .
3 35(;4/3 33.’E4

Viimeinen sdénto koskee yhdistettyja funktioita.

7. (fog)(z) = f'(9(x))g' (z)

Yhdistetyn funktion derivaatta pisteesséd x saadaan siis laskemalla ulkofunktion derivaat-
ta pisteessd g(x) ja kertomalla se sisdfunktion derivaatalla pisteessd z. Kuulostaa mo-
nimutkaiselta, mutta idea on se, ettd ensin derivoidaan ulkofunktio valittdmétta siita,
mité funktion sisélld on. Sen jalkeen derivoidaan sisdfunktio ja ndmé tulokset kerrotaan
keskendin.
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Esimerkki 4.7. Derivoidaan funktio h(z) = (2z + 1)%. Tdmi on kuudennen asteen
polynomi, mutta potenssien derivointisddnnnon kayttamiseksi tdytyisi lausekkeesta ensin
kertoa sulut auki eli laskea (22+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1). Tulkitsemalla
funktio h sopivalla tavalla yhdistetyksi funktioksi f o g, véltytddn taltd (suurehkolta)
vaivalta.

Olkoon nyt ulkofunktiona f(z) = z° ja sisifunktiona g(z) = 2z + 1. Talléin h = f o g.
Toisaalta f'(x) = 62° ja ¢’(z) = 2, joten yhdistetyn funktion derivaatta on

(fo9)(2) = f'(9(2))g' (z) = f'(2z + 1)¢'(z) = 6(2z +1)° - 2 = 12(2z + 1)°.

Tamé voidaan tehdd myos ilman, ettd funktioita merkitddn erikseen kirjaimilla. Ajatel-
laan vain mielessé, ettéd ”ulko-osa on jotain potenssiin 6” ja "siséosa on 2 kertaa x plus 1”.
Ensin derivoidaan vain ulko-osa sisdosasta vilittdméttd. Se jotain, mikéd on sisdosassa,
pysyy siis koskemattomana (vertaa kaavaan). Néin saadaan

(jotain”)®  ~~  6(%jotain”)’.
T&han sijoitetaan paikalleen sisdosa ja kerrotaan sisdosan derivaatalla, jolloin saadaan:
6("jotain”)® - 2 = 12(2z + 1)°.

Lyhyesti siis
D2z +1)% =62z +1)° - 2 = 12(2z + 1)°.

4.3. Derivaatan sovelluksia. Derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kasvua ja vi-
henemisté seké funktion saamia dariarvoja. Maaritellddn ensin néihin liittyvié kasitteité.

Maésritelma 4.8. Funktio f on kasvava vdlilld [a,b], jos kaikilla pisteilld z < y vélilla
[a,b] patee f(z) < f(y). Jos lisdksi patee f(x) < f(y), sanotaan, ettd funktio on aidosti
kasvava kyseiselld vililla.

Vastaavasti maaritellidn vdhenevd ja aidosti vihenevd funktio.

Maiiritelma 4.9. Funktiolla f on pisteessd xg paikallinen eli lokaali maksimi, jos pétee
f(zo) > f(x) kaikilla pisteilld z jossain pisteen zy ympéristossid. Tamé arvo on funktion
suurin arvo, jos piatee f(zg) > f(z) kaikilla maarittelyjoukon pisteilld z.

Vastaavasti madritellddn paikallinen minimi ja funktion pienin arvo. Minimeji ja mak-
simeja kutsutaan funktion dariarvoiksi. Huomaa, ettd vakiofunktiolla on jokaisessa pis-
teessd sekd suurin ettéd pienin arvo.

Esimerkki 4.10. Tarkastellaan funktiota f : R — R

(:1;+2, kun z < —1

1, kun —1<z<0
fz)=¢—z+1, kin0<z<1
2 -2, kun 1 <x < 2
k—2x+6, kun x > 2.

Talla funktiolla on paikallinen maksimi pisteesséd © = 2 seké jokaisessa pisteessd valilla
[—1,0]. Paikallinen minimi 16ytyy pisteestd z = 1 sekd my0s kaikista pisteistd valilla
] —1,0[ . Suurin arvo on f(2) = 2, mutta pienintd arvoa ei ole. Funktio on aidosti
kasvava vileilld | — oo, —1] ja [1,2], ja aidosti vihenevi vileilld [0, 1] ja [2,00[ . Valilla
[—1,0] funktio on sekd kasvava ettd vdhenevd, mutta ei aidosti kumpaakaan.
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Edellisen esimerkin funktio ei ole kaikissa pisteissd derivoituva. Kasvavuuden, vihene-
vyyden ja dariarvojen késitteet ovat silti mielekkaité. Silloin kun funktio on derivoituva,
sen kuvaajalle piirretyn sivuajan kulmakerroin kertoo funktion muutosnopeuden. Siellé,
missd funktio kasvaa, kulmakerroin on positiivinen ja sielld, missd funktio vihenee, ne-
gatiivinen. Kohta, jossa kasvu vaihtuu vdhenemiseksi tai pédinvastoin, funktiolla on joko
minimi tai maksimi. Téllaisessa kohdassa sivuajan kulmakerroin on nolla.

Puetaan seuraavaksi ndmaé havainnot lauseiksi. Ensimmaéinen seuraa suoraan derivaatan
médritelméstéd (el todisteta téssd).

Lause 4.11. Jos deriwoituvalla funktiolla on paikallinen ddriarvo pisteessi xg, miin

f'(zo) = 0.

Huom. Tédm4 lause sanoo, ettd maksimi- ja minimikohdissa derivaatta on nolla. Tdma
ei kuitenkaan pdde toisin péin, eli kaikki derivaatan nollakohdat eivdt vdlttdmdtid ole
dariarvoja.

Seuraavat lauseet seuraavat niin kutsutusta vdliarvolauseesta.

Lause 4.12. Jos f'(z) > 0 wvalilli [a,b], niin funktio f on kasvava kyseiselli valillld.
Jos lisiksi f'(x) = 0 vain vdilin yksittdisissd pisteissd, niin f on aidosti kasvava tuolla
valilld.

Vastaava patee myos negatiiviselle derivaatalle.

Lause 4.13. Jos f'(z) < 0 vdlill [a,b], niin funktio f on vahenevd kyseiselld valillla.
Jos lisiksi f'(xz) = 0 vain vdlin yksittiisissd pisteissd, niin f on aidosti vihenevd tuolla
vdlilld.

Edellisissé lauseissa sanonta “yksittaisissa pisteissd” tarkoittaa, ettd ei ole olemassa ko-
konaista vilid [a, b], jolla derivaatta olisi nolla, vaan ainoastaan erillisid pisteité.
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Esimerkki 4.14. Tarkastellaan 4. asteen polynomifunktiota f(r) = 3z* + 42®. Tutki-
taan, missa se on kasvava ja missd vahenevi, sekd minkélaisia dériarvoja silld on. Tata
varten lasketaan ensin funktion derivaatta:

fl(z) = 3-42® + 4 - 32" = 122 + 1222 = 1222 (z + 1).
Derivaatan nollakohdat saadaan helposti tulon nollasdénnoén avulla:
fllx)=0 <= 1222z +1) =0 <= 122> =0taiz+1=0 < z=0taiz=—1.

Nollakohdat ovat siis £ = —1 ja £ = 0. Lauseen 4.11 perusteella ndmi ovat ainoat
pisteet, joissa funktiolla voi olla paikallinen minimi tai maksimi. Lisdd tietoa né&istéa
pisteistd saadaan esimerkiksi merkkikaavion avulla. Sithen kerdtddn tiedot derivaatan
etumerkista eri véleilld, ja naisté paatelladn funktion muutoksen suunta.

Koska derivaatta f’ on polynomifunktio eli jatkuva kaikilla reaaliluvuilla, sen etumerkki
voi vaihtua ainoastaan nollakohdassa (ns. Bolzanon lause). Tiedetaan siis, ettd véleilla
] —o0,—1[, ]—1,0[ ja ]0,00[ derivaatan merkki ei muutu. Toisaalta f'(—2) = —48,
f'(=1/2) = 3/2 ja f'(1) = 24. Naisté arvoista nihddén, miké derivaatan etumerkki on
milldkin vililld. Kerdtddn tulokset kaavioon.

z<-1|-1<z<0|0<z
f'(z) — + +
flz) | N\ / /
Lauseiden 4.12 ja 4.13 perusteella f on vihenevd vililld | — oo, —1] ja kasvava valil-

18 [—1,00[ . Véheneminen ja kasvaminen on lisiksi aitoa, silld derivaatta on nolla vain
yksittéisissa pisteissd. Nyt voidaan myos péaitelld, mitkd derivaatan nollakohdista ovat
ddriarvokohtia. Pisteen x = 0 ympérilla f on aidosti kasvava, joten se ei voi olla ddriarvo-
kohta. Toisaalta pisteen £ = —1 vasemmalla puolella f on vdhenevé ja oikealla puolella
kasvava, joten kyseessé on lokaali minimikohta.

Esimerkki 4.15. Tarkastellaan edellisen esimerkin tavoin rationaalifunktiota g : R\ {0} — R,
g(z) = (z* + 1)/22. Funktion derivaatta on

, D(z*+1)-22—(z*+1)- D 2? 42322 - (z*+1) -2z
g(z)= (22)2 = ",

_4r®—20° -2z 22° -2  x(22'—2) 22'—2
— = :

N Tt ot T z3
Derivaatta on tietysti méaritelty vain funktion maarittelyjoukossa, eli kun x # 0. Mur-
tolausekkeen nollakohdat ovat samat kuin sen osoittajan nollakohdat, joten

4

Jd(@) =0 <= 25" -2=0 <= ' =1 << z==1.
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Derivaatan nollakohdat ovat siis 1 ja —1. Enté derivaatan etumerkki? Kuten edelld, deri-
vaatta on jatkuva sielld missd se on méaaritelty ja voi talld alueella vaihtaa etumerkkidan
vain nollakohdissaan. Derivaatta ei kuitenkaan ole méaritelty nollassa, joten sen etumerk-
ki voi olla erilainen nollan eri puolilla. Tarkastelu on siis jaettava véleihin | — oo, —1[
]—1,0[, ]0,1] ja ]1,00[ . Tutkimalla derivaatan arvoja néilla véleilld saadaan seuraavan
nékoinen merkkikaavio:

r<-1|-1<z<0|0<z<] |12
g (z) — + — +
glz) | / N\ /
Merkkikaavion mukaan kohdissa x = —1 ja = 1 on lokaalit minimit. (Kohdassa z = 0

sitd vastoin ei ole lokaalia maksimia, silld g ei ole siind madritelty.)

| S S e S S S e e £ B B B S ]

Niilld tiedoilla voidaan jo hyvin tarkasti maérittda derivoituvan funktion kulku. Seuraava
lisdtieto auttaa dariarvojen l0ytamisessa.

Lause 4.16. Suljetulla valilla madritelty jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pie-
nimman arvonsa tuolla valilla. Jos funktio on lisdksi derivoituva, suurin ja pienin arvo
loytyvat joko valin pddatepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

Esimerkki 4.17. Tarkastellaan nyt aikaisemman esimerkin funktiota f(z) = 3z* + 423
suljetulla vililld [—2,1]. Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa sekd vélin
padtepisteissa.

Edellisen lauseen perusteella funktion suurin ja pienin arvo valilld [—2, 1] 16ytyvit ndiden
arvojen joukosta. Suurin arvo on selvésti f(—2) = 16 ja pienin f(—1) = —1.

Monet arkieldmé&n optimointiongelmat voidaan edelld opittujen seikkojen avulla késitelld
derivaatan avulla.

Esimerkki 4.18. Maanviljelijélla on 20 metriéd verkkoaitaa. Han haluaa rakentaa kanoil-
le suorakulmaisen aitauksen. Aitatarpeita sddstédkseen hin paattdd rakentaa aitauksen
ladon viereen niin, ettd ladon seind korvaa toisen aitauksen pitkisté sivuista. Miten pitkét
on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-ala olisi mahdollisimman iso?

Ratkaisun 10ytdmiseksi muodostetaan funktio, joka kuvaa maksimoitavaa suuretta jonkin
muuttujan funktiona. Maksimoitava suure on aitauksen pinta-ala, joka lasketaan pitkéan
ja lyhyen sivun tulona. Merkitdén lyhyen sivun pituutta z. Pitkélle sivuille jai talloin
20 — 2z metrid verkkoaitaa. Néin saadaan aitauksen pinta-ala lyhyen sivun pituuden
funktiona:

A(z) =z - (20 — 2z) = —22?% + 20z.
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Lyhyt sivu on vdhintddn 0 ja enintddn 10 metrid pitkd. Funktio A on siis méiritelty
suljetulla vililld [0, 10]. Se on derivoituva, joten suurin arvo ldytyy méadrittelyvalin pas-
tepisteestd tai derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(x) = —4z + 20.
Derivaatta on nolla vain jos z = 5. Suurin arvo 10ytyy siis seuraavien arvojen joukosta:
A(5) = —2-52+20-5=150, A(0)=0, A(10)=0.

Suurin pinta-ala saadaan siis, kun lyhyen sivun pituus on 5 metrid, jolloin pitkdn sivun
pituudeksi tulee 10 metrié.

Esimerkki 4.19. Suorakulmio sijaitsee koordinaatiston ensimmaéisessd neljinneksessi
siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja vastakkainen kulma suoralla y = —2z + 3 (ks.
kuva). Laske téllaisen suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

Merkitédan suorakulmion alareunan pituutta z. Koska suorakulmion kulma on suoralla
y = —2x + 3, sen y-koordinaatin, joka on samalla suorakulmion korkeus, téytyy olla
—2z + 3. Tall6in ala on

A(x) = z(—2z + 3) = —22° + 3u.

Tehtavinannon mukaan tdytyy olla 0 < z < 3/2. Sallitut arvot muodostavat suljetun
vélin, ja funkio on derivoituva, joten suurin arvo 16ytyy derivaatan nollakohdasta tai
médrittelyvilin padatepisteestd. Padtepisteissa ala on selvisti 0. Derivaatta on

Al(z) = -4z + 3,

ja tdmén ainoa nollakohta on z = 3/4. Alan suurin arvo on siis

2
A(3/4) = —2 G) +3. % - g
A
y = -2x+3

(%, y) = (x, -2x+3)

(312, 0)

X \ >

4.4. Korkeammat derivaatat. Funktion f derivaatta f’ on myos eris funktio, jo-
ten myds se itse voi olla derivoituva. Téma péitee myOs derivaatan derivaatalle ja niin
edelleen. Jos f voidaan derivoida n kertaa, tulosta kutsutaan n:nneksi derivaataksi ja
merkitddn jollain seuraavista tavoista:

arf

dzn’

Jos n on pieni, kuten 2 tai 3, voidaan myds merkitd f” tai f™”.

f(n)’ D(n)f,

Toinen derivaatta kertoo funktion derivaatan kasvusta. Jos esimerkiksi s kuvaa kuljettua
matkaa, kuvaa s’ nopeutta ja s” vastaavasti kiihtyvyytta.

Seuraava toisen derivaatan ominaisuus voi olla hyddyksi.

Lause 4.20. Oletetaan, ettd f on kahdesti derivoituva ja f':lla on nollakohta pisteessd
xo. Tdlloin pdtee:
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a) jos f"(zg) <0, niin zo on f:n paikallinen maksimikohta,

b) jos f"(zg) > 0, niin xy on f:n paikallinen minimikohta.
Sen sijaan, jos f"(xzo) = 0, niin kohdassa xy voi olla paikallinen ddriarvo tai olla ole-
matta.
Esimerkki 4.21. Olkoon jilleen f(z) = 3z* + 4z®. Ensimmiinen derivaatta on

f'(z) = 1223 + 1222,
ja toinen derivaatta
f"(z) =12 322 +12 - 22 = 3622 + 24x.

Derivaatan nollakohdat olivat £ = —1 ja £ = 0. Toisen derivaatan arvot néissi pisteissa
ovat

f'(=1) =36-1+24(-1) =12, f(0)=0.
Kohdassa © = —1 on siis lokaali minimi, mutta kohdasta £ = 0 ei osata télla perusteella
sanoa mitddn. Aiempi tutkimus osoitti, ettd téssd kohdassa ei ollut dériarvoa.



