1. JOHDANTO

Kurssi Y100 jakautuu karkeasti seuraaviin osiin:

e funktiot ja niiden perusominaisuudet,
derivointi,

integrointi,

differentiaaliyhtalot,

matriisilaskenta,

tietokone matemaattisena tyovilineena.

Pédsdantoisesti kussakin osassa tarvitaan aikaisempien osien tietoja, lukuunottamatta
matriisilaskentaa. Listan viimeinen osa-alue, tietokoneavusteinen matematiikka, toteu-
tetaan luentojen ja laskuharjoitusten rinnalla osittain itsendisend kokonaisuutena, jonka
painotus poikkeaa jonkin verran kurssin muista osista. Tarkoitus on oppia hyddynta-
main MS Excel -taulukkolaskentaohjelman laskentaominaisuuksia 1dhinné numeerisessa
ongelmanratkaisussa seké tutustua Maple-ohjelmaan tyypillisend matematiikan yleistyo-
kaluna.

Uusia kisitteitd opittaessa painotetaan sekd kasitteen sisdllon omaksumista ettd siithen
liittyvia laskumenetelmii. Sovellettaessa opittua asiaa téytyy sekd tietdd mitka kisitteet
tilanteeseen liittyvat ettd osata suorittaa tarvittavat mekaaniset laskut.

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT

2.1. Funktio. Funktio on tdmén kurssin useimmin toistuva késite. Funktio voidaan ym-
martdd monella tavalla tilanteesta riippuen. Voidaan esimerkiksi sanoa, ettd funktio on
erddnlainen kone, joka muuntaa lukuja toisiksi luvuiksi jonkin s&&nnoén mukaan. Funk-
tion olennaisia osia ovat madrittelyjoukko, maalijoukko seka risppuvuussddnto. Maaritte-
lyjoukko sisdltdd ne luvut, joita funktio osaa muuntaa, maalijoukko sisdltdd muunnosten
tulokset. Talla kurssilla maalijoukko on aina R eli tavallisten reaalilukujen joukko, toisin
sanoen kaikki funktion tulokset ovat tavallisia lukuja (eiviit esimerkiksi kompleksiluku-
ja, vektoreita, matriiseja, funktioita tms.) Samaten maarittelyjoukko (toiselta nimeltédén
ldhtojoukko) on aina jokin reaalilukujen osajoukko, esimerkiksi suljettu vili [0, 1].

Funktion voi my0s ajatella kuvaavan jonkin suureen riippuvuutta toisesta. Riippuvuus-
sddnnon on aina oltava yksikésitteisesti olemassa, vaikka sité ei voitaisikaan kirjoittaa
laskulausekkeiden avulla (niin kuin hyvin usein on asian laita).

Funktion médrittelyssd kiytetddn merkintdd f : A — R. Taméi tarkoittaa, ettd f on
funktio, jonka médrittelyjoukko on A ja maalijoukko R. Sitd lukua, joksi funktio muun-
taa luvun z, merkitddn f(x) ja kutsutaan funktion arvoksi luvulla x (tai kohdassa ).
Funktiolle péatee aina kaksi seikkaa:

i) jokaista médrittelyjoukon lukua vastaa jokin maalijoukosta 16ytyva funktion arvo,
ii) yhtdkddn ldhtojoukon lukua ei vastaa useampi kuin yksi funktion arvo.

Huom. Symboli f on funktion nimi ja f(z) on funktion arvo luvulla z eli toinen luku.
Ei siis ole oikein sanoa esimerkiksi "funktio f(z) on jatkuva” tai ”f = 2, kun z = 1”.

Esimerkki 2.1. Méaritelladn funktio, joka kuvaa tuotteen tai palvelun markkamé&arai-
sen hinnan riippuvuutta hinnasta euroissa. Funktio muuntaa siis eurohinnan markoiksi.
Hinta euroissa voi periaatteessa olla miké tahansa positiivinen reaaliluku, joten funktion
médrittelyjoukoksi voidaan ottaa Ry (positiiviset reaaliluvut). Funktion arvo eli hinta
markoissa saadaan kertomalla euroméaérédinen hinta valuuttakurssilla (kiytetdén vuoden
2002 valuuttakurssia: 1 euro = 5,94573 markkaa) eli riippuvuussdéntd voidaan kirjoit-
taa muodossa f(z) = 5,94573 - . Ndemme helposti, ettd jokaista x vastaa vain yksi
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tietty f(z), joten funktion arvon yksikisitteisyys toteutuu. Liséksi f(z):n kaikki arvot
ovat reaalilukuja, joten funktion maalijoukoksi voidaan ottaa R. Funktio voidaan siis
kokonaisuudessaan maéaritelld seuraavasti:

fiRy 5 R f(z) = 594573 - .

Huomaa, ettd vaikka markkahintakin on téssd aina positiivinen, ei maalijoukoksi tarvitse
valita joukkoa R, . Maalijoukon tarvitsee ainoastaan sisdltdd kaikki funktion arvot, mutta
kaikkien maalijoukon lukujen ei tarvitse olla funktion arvoja.

(Joku voisi my6s huomauttaa, ettd hinnat olisi hyva ilmoittaa sentin tarkkuudella, jolloin
médrittelyjoukkoa voitaisiin merkitd néin: {0.01,0.02,0.03,... }.)

Sovelluksissa funktio kuvaa usein jonkin suureen kehitystd ajan tai paikan mukana. Voi-
daan esimerkiksi ilmoittaa lampdtila ajan tai paikan funktiona. Télloin riippuvuusehtoa
ei yleensd voida antaa tarkkana laskulausekkeena. Toisinaan funktio ilmoittaa abstrak-
timpia riippuvuuksia, kuten aitauksen pinta-alan kéytettévissd olevan aitamateriaalin
funktiona. Kun funktiota késitellidn matemaattisesti, ei kuitenkaan ole tarkedd, minké-
tyyppisesté riippuvuudesta on kysymys.

Esimerkki 2.2. Kuvitellaan auton nopeusmittarin lukemaa ajan funktiona. Tarkkail-
laan mittaria kahden tunnin ajan, ja ilmoitetaan aika minuutteina. Sovitaan lisdksi, etta
tarkkailun alussa aika on 0. Nopeus ilmoitetaan kilometreind tunnissa, ja se on aina re-
aaliluku. Néin saadaan funktio v : [0,120] — R. Tietenkadn télle funktiolle ei voi antaa
riippuvuussdantod laskulausekkeena, koska nopeuden vaihtelu tuskin noudattaa mitdan
tiettyd kaavaa. Myoskin on mahdotonta kirjata nopeutta ylos jokaisena ajanhetkend véa-
lilla [0, 120], joten emme voi edes tuntea kaikkia v:n arvoja. Kuitenkin tiedetéén, ettéd
jokaisella ajanhetkelld mittari varmasti ndyttda jotain yhté tiettyd lukua, joten funktion
arvo on yksikésitteisesti olemassa jokaista ajanhetked kohti. Liséksi kokemusmaailmam-
me osoittaa, ettd tdméa kyseinen funktio on jatkuva ja jopa derivoituvae. Naistd opitaan
lisdd myohemmin.

Esimerkki 2.3. Edellistd esimerkkié ei voi kdéntdéd toisin pain. Emme voi méaritelld
funktiota, joka kuvaisi ajanhetken riippuvuutta nopeusmittarin lukemasta, silld tdma
riippuvuus ei ole yksikésitteista. Tietty mittarilukema voi esiintyd useinkin matkan aika-
na, ei pelkdstdan tiettyné hetkend. Jos sen sijaan kyse olisi kuljetusta matkasta eikd auto
olisi koskaan pysahdyksissé (eiké kulkisi taaksepéin), voitaisiin riippuvuussuhde mé#éri-
telld kummin péin vain. Kun kuljettu matka voi vain kasvaa, vastaa kutakin matkaa
jokin tietty ajanhetki.

Tarkastellaan seuraavaksi joitain tuttuja laskulausekkeilla méariteltdvia funkioita.

Esimerkki 2.4. Yksinkertaisin reaaliarvoinen funktio on vakiofunktio. Vakiofunktion
tapauksessa funktion arvon ”riippuvuus” 1dhtéjoukon alkion arvosta on kenties makua-
sia, funktion arvo kun on kaikkialla sama. Esim. f : R — R, f(z) = 2 antaa kaikkia
reaalilukuja vastaavaksi funktion arvoksi reaaliluvun 2.

Esimerkki 2.5. Funktioita P : R — R, joiden arvot ovat muotoa
P(z) = apz" + ap_ 12" 1+ - + a1z + ao,

kutsutaan polynomifunktiotksi. Polynomifunktion arvo saadaan siis laskemalla yhteen
ldhtojoukon arvon erilaisilla vakioilla kerrottuja potensseja eli termejd. Polynomifunk-
tioita ovat esimerkiksi P (z) = z? ja Py(z) = 32°—2z+7. Lukuja a; kutsutaan polynomin
kertoimiksi, jotka voivat tietysti olla myos negatiivisia (kuten polynomin P5(z) toinen
kerroin a; = —2). Suurin luku, joka esiintyy x:n potenssissa on polynomin kertaluku eli
aste.
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Esimerkki 2.6. Funktiot R: A — R, joiden arvot voidaan ilmoittaa muodossa R(x) =
P(z)/Q(z), missd P ja @ ovat molemmat polynomifunktioita, ovat rationaalifunkioita.
Huomaa, etti rationaalifunktio ei ole mééaritelty nimittdjin @ nollakohdissa. Esimer-
kiksi funktion Rj(z) = 1/z mééirittelyjoukko on R\ {0} (reaaliluvut ilman nollaa), ja
funktion Ry(z) = (2z + 3)/(x? — 2z) médrittelyjoukko on R\ {0, 2}.

Edellisessé esimerkissa kaytettiin merkintad A \ B, joka tarkoittaa joukkojen erotusta
ja lausutaan ”A miinus B” tai "A pois B”. Esimerkiksi R \ Z tarkoittaa joukkoa, joka
sisaltdd kaikki muut reaaliluvut paitsi kokonaisluvut. Tata merkintdé, kuten muitakaan
joukko-opillisia merkintdja, ei tarvitse aktiivisesti osata, mutta se on varsinkin rationaa-
lifunktioiden yhteydessé kiteva.

Esimerkki 2.7. Funktiota, jonka arvot lasketaan eri osissa ldht6joukkoa eri lausekkees-
ta, kutsutaan paloittain mddritellyksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio voidaan mééritelld
seuraavilla lausekkeilla:
o] T, kun z >0
| =
—z, kunz <0.
Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten seuraavalla funktiolla f : R — R:

0, kunz=0
f(z)=142Z, kun z on joku muu kokonaisluku kuin 0
1, muulloin.

2.2. Yhdistetty funktio. Kun jonkin funktion arvo annetaan toiselle funktiolle muun-
nettavaksi, puhutaan yhdistetystd funkiosta. Yhdistetyt funktiot ovat erittdin térkeité
sekd teorian ettd sovellusten kannalta.

Miiritelmi 2.8. Olkoon f: R — R, g : A — R. Funktioiden f ja g yhdistetty funktio
fog:A— R méiiritellidn seuraavasti:

(fog)(z) = flg(z))-
Funktiota f kutsutaan wlkofunktioksi ja funktiota g sisdfunktioksi.

Funktio f o ¢ muuntaa siis kunkin luvun z kiyttdmé&lla ensin funktiota g ja tdmén
tulokseen g(z) edelleen funkiota f. Huomaa, ettd ulkofunktion f méérittelyjoukon téytyy
siséltad kaikki g:n mahdolliset arvot.

Esimerkki 2.9. Olkoon f, g : R — R funkioita, joiden riippuvuussiinnét ovat f(z) = 22

jag(z) = z+1. Lasketaan aluksi yhdistetyn funktion fog arvo luvulla 2. Ensin kiytetdan
funktiota g, joka muuttaa luvun 2 luvuksi 3. Sitten funktio f muuttaa saadun luvun 3
luvuksi 9.

On hyvin olennaista, miten péin funktiot kirjoitetaan. Oikealla puolella olevaa kdyte-
tddn aina ensiksi. Jos esimerkiksi syotetdan luku 2 ensin funktioon f, saadaan 4, joka
syotettynd funktioon g antaa tulokseksi 5. Siispd (f o g)(2) # (g o f)(2).

Yhdistetyn funktion riippuvuusséintd muodostetaan samalla periaatteella. Nain saadaan
esimerkiksi seuraavanlaisia riippuvuussaantoja:

(fog)(z) = flg(x)) = flz+1) = (z + 1),

(g0 f)(x) =g(f(z) = g(a®) =2 + 1,

(f o f)(x) = f(f(2)) = f(a?) = (&°)* = a*,

(gog)(z) =9g(9(z)) =gz +1)=(z+1)+1=x+2.

Mikdén ei estd myoskddn yhdistdméstd useampia funkioita. Ndin saataisiin esimerkiksi
funktio fogo f: R — R, jolle

(fogo f)(z) = flg(f(2))) = f9(z?)) = f(2* + 1) = (2% +1).
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Yhdistetyn funktion késite on tdrked muun muassa siksi, ettd monet funktiot voidaan
tulkita yhdistetyiksi funkioiksi. Téllainen tulkinta voidaan aina tehdd monella eri tavalla,
ja tilanteesta riippuen on valittava parhaiten sopiva tulkinta. Téstd on jatkossa hyotyé
esimerkiksi derivoinnin yhteydessa.

Esimerkki 2.10. Méiritelldin h: R — R, h(z) = 1/(2? + 1)2. Tami h voidaan tulkita
yhdistetyksi funktioksi esimerkiksi seuraavasti. Mééritellaan f : R\{0} = R, f(z) = 1/=,
jag:R—= R, g(x) = (22 +1)%2. Nyt h = f o g, silld kaikilla luvuilla z pitee
1
— — 2 2y —
(fog)(z) = flg9(z)) = f((z" + 1)) = @
Liséksi g saa vain positiivisia arvoja, joten f:mn madrittelyjoukko sisdltéé g:n arvot. Funk-
tio h voidaan kuitenkin tulkita yhdistetyksi funktioksi monella muullakin tavalla. Voi-
daan esimerkiksi valita f1 : R\ {0} = R, fi(z) =1/2% jagi : R > R, g1(z) = 2% + 1.
Nytkin h = f1 o g1, silla kaikilla z pétee

(frog1)(x) = filgr(z)) = fi(z® +1) =

h(z).

1

Erhe h(z).

Huom. On térkedd ymmértda oikein yhdistetyn funktion muodostukseen liittyvat mer-
kinnit. Jos yhdistet#ifin esimerkiksi funktiot f(z) = 2z ja g(z) = 22, timi ei tarkoita
sité, etté jollain tapaa yhdistettiisiin lausekkeet 2z ja z2. Merkintd f(z) = 2z tarkoit-
taa funktion riippuvuussdéntod, yhtd hyvin voitaisiin kirjoittaa f(y) = 2y tai vaikkapa
f(kukkuluuruu”) = 2 - ’kukkuluuruu”. Muuttujan nimelld ei téssd ole mitdén merkitys-
td. Mitd tahansa voidaan sijoittaa sen paikalle. Esimerkiksi yhdistetyn funktion f o g
riippuvuussiinndksi saadaan (f o g)(z) = f(g(z)) = f(2?) = 222. Huomaa, miten tis-
si funktion f muuttujan z paikalle on sijoitettu z2, jolloin saadaan riippuvuussiinnén
mukaisesti f(z?) = 2x2.

2.3. Kuvaaja. Reaaliarvoinen funktio voidaan usein esittdd koordinaatistoon piirretyn
kuvaajan eli graafin avulla. T&ll6in funktion erityispiirteet, kuten kasvunopeus, jaksolli-
suus, ddriarvot ja epédjatkuvuuskohdat on helppo hahmottaa. On kuitenkin muistettava,
ettd tarkkakaan piirros ei voi tyhjentévisti kuvata funktion kiyttdytymisté, eikd kaikista
funktioista edes pystytd piirtdmé#in havainnollistavaa kuvaa. Siksi kuvaajan perusteella
ei koskaan voi sanoa mitdan varmaa funktion arvoista, vaan arviot on aina pystyttéa-
vi, perustelemaan laskien. Kuvaajan piirtdminen on kuitenkin yksi parhaista keinoista
oppia ymmartdmain jonkin tietyn funktion luonnetta.

Kaikki koordinaatistoon piirretyt kayrat eiviat kuitenkaan kuvaa funktioita. Koska funk-
tion arvojen taytyy olla yksikédsitteisid, ei yhtd x-arvoa saa vastata kuvaajassa useampia
y-arvoja. Jos siis joku pystysuora leikkaa kuvaajaksi vaitetyn kdyrdn useammassa kuin
yhdessé kohdassa, kyseessa ei ole reaalifunktion kuvaaja. Funktion kuvaaja ei esimerkiksi
voi "laskostua” niin:

/\y
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Esimerkki 2.11. Polynomifunktioiden f(z) = z? ja g(z) = 223 — 4z kuvaajat. Ku-
van perusteella niyttéisi, ettd piste £ = 1,4 olisi funktion g nollakohta, mutta oikeasti
g(1,4) = —0,112.

Esimerkki 2.12. Paloittain maaritellyn funktion h: R — R,

h(z) z?, kun z < 1
xr) =
—z+3, kunz >1

kuvaaja. Funktiolla on niin sanottu epdjatkuvuuskohta pisteessia x = 1. Kuvaajasta ei nie,
onko h(1) = 1 vai h(1) = 2. Funktion lausekkeen perusteella tiedetédén, ettd jalkimmainen
pétee.

3. RAJA-ARVO JA JATKUVUUS

Funktion raja-arvo ja jatkuvuus ovat tdmén kurssin peruskisitteitd. Hyvin monet so-
velluksissa tavattavat funktiot ovat jatkuvia. Raja-arvoa tarvitaan toisaalta muiden ké-
sitteiden kuten jatkuvuuden ja derivaatan méérittelyssid. Raja-arvon tésmalliseen tar-
kasteluun ei kurssilla kuitenkaan riitd aikaa, joten sen suhteen pyritddn tukeutumaan
mielikuviin.
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3.1. Raja-arvo. Raja-arvo kuvaa funktion kayttaytymista jonkin pisteen 1dhistolla. Voi-
taisiin sanoa vaikka niin, ettd funktion raja-arvo pisteessé zy on se luku, joka néyttaisi
olevan funktion arvo kyseisessi pisteessé, mikéli tarkasteltaisiin vain tdmén pisteen l&-
helld olevia pisteitd. Graafisesti raja-arvoa voisi kuvata siten, ettd jos funktion kuvaaja
n#yttad ladhestyvén jotakin arvoa kohdassa xg, tdmé arvo on funktion raja-arvo pisteessi
zo (vaikka itse arvo f(zg) olisi jotain muuta).

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan funktiota f : R - R, f(z) = 2z, pisteen z = 1 1dhistoll4.
Laskemalla joitakin funktion arvoja tuon pisteen ympaérilla havaitaan, ettd funktion arvot
nédyttévit lahestyvin arvoa 2 pisteessd 1, eli lim;_,; f(z) = 2.

x | f(x)
0,5 1
08 | 1,6
09 | 18
0,99 | 1,98

1 -
1,01 | 2,02
11| 2,2
12 | 24

Téssd tapauksessa funktion raja-arvo pisteessd 1 on sama kuin funktion arvo. Tamé
johtuu siité, ettd valitsimme tarkasteltavaksi jatkuvan funktion, sekd siitd, ettd piste 1
kuuluu funktion méaérittelyjoukkoon.

Raja-arvon tésméllistd madritelmasd on kiytdnnossd vaikea soveltaa. Télla kurssilla riit-
td4 raja-arvon kasitteen intuitiivinen ymmértdminen. On my0s olemassa laskusdéntoja,
joiden avulla raja-arvon voi paitella tietyissa tilanteissa. Téaydellisyyden vuoksi esitetdan
tdssd nyt kuitenkin méaritelméa ja eréds esimerkki sen kiytosta.

Maisritelma 3.2. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessi xg, jos aina voidaan 16ytaa
jokin vili pisteen xy ympariltd niin, ettd talla valilld lasketut funktion arvot sijaitsevat
niin 1dhelld lukua @ kuin suinkin halutaan, lukuun ottamatta arvoa f(zp). Raja-arvoa
merkitdan limy,_,,, f(z) = a.

Esimerkki 3.3. Olkoon f : R — R, f(z) = 2z. Edelld huomattiin, ettd lim, ,; = 2.
Todistetaan tdma nyt madritelmén avulla. Halutaan saada funktion arvot jollain valilla
ldhemmaés lukua 2 kuin esimerkiksi p, misséd p on jokin pieni mutta positiivinen luku.
Téama tarkoittaa, ettd |f(z) — 2| < p. Valitaan valiksi télloin |1 —p/2,1+p/2[ . Jos nyt
z on tuolla valilld, mutta z # 1, niin pitee 0 < |z — 1| < p/2. Té&ll4 vililld voidaan siis
arvioida

|f(x)_2|:|2$—2|:2|:1;—1|<2.§:p’

eli f(z):n etdisyys luvusta 2 on pienempi kuin p, kuten haluttiin.

Huom. Téytyy muistaa, ettei funktion arvo pisteessd zo vaikuta mitenkddn funktion
raja-arvoon pisteessd zg. Raja-arvo voi olla myGs olemassa, vaikka funktio ei olisi edes
médritelty kyseisessd kohdassa. Tamaé on itse asiassa erds tdrkeimmistd syistd raja-arvon
kayttoon.

Esimerkki 3.4. Olkoon f : R\{0}, f(z) = /. Funktio ei ole mééritelty nollassa, koska
arvoa 0/0 ei voida laskea. Kaikissa muissa kohdissa kuitenkin pétee f(z) = z/z = 1. Jos
siis tutkitaan vain nollan ldhelld olevia pisteitd, funktion arvot pysyvét vakiona. Siispa
varmastikin limy_,o f(z) = 1.

Funktion kuvaajasta raja-arvon olemassaolo on usein helppo ndhda.



Esimerkki 3.5. Méaritellddn funktio f : R — R seuraavasti:

22, kunz < —ltaiz>1

flz) =<2, kinz=—-1taiz=1

—z, kunz=-1<z<]1.
Funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessé x = 1, silld tuon pisteen vasemmalla puolella funk-
tion arvot lahestyvit arvoa —1, kun taas oikealla puolella ne lahestyvit pistettd 1. Arvot

eivit siis 1dhesty mitdan tiettyd arvoa. Sen sijaan funktion raja-arvo pisteessid z = —1
on néhtévasti 1, vaikka f(1) = 2.

Voidaan myos tutkia, mitd arvoa funktion arvot 1dhestyvit muuttujan arvojen kasvaessa
tai vihetessa rajatta. Téllaista arvoa, jos sellainen 10ytyy, kutsutaan joskus raja-arvoksi
aarettomyydessd, ja merkitddn lim, o f(z) tai limy, o f(z).

Esimerkki 3.6. Tarkastellaan funktiota f: R\ {—2} = R, f(z) = z/(2z + 4). Laske-
malla hyvin suuria funktion arvoja havaitaan, ettd funktion arvot lahestyvit lukua 1/2,
kun muuttujan arvot kasvavat rajatta. Toisin sanoen lim,_,, f(z) = 1/2.

b'e f(x)
10 | 0,4167
100 | 0,4902
1000 | 0,4990
10000 | 0,4999

Kaytédnnossé seuraavat laskusddnnot helpottavat raja-arvojen toteamista:

1. limg_,4, ¢ = ¢, kun ¢ on mik4 tahansa luku.

limy_yz, * = xo.

limg 400 1/2 = 0.

Jos limy_,z, f(z) = a ja limgy_,,, g(z) = b, niin
lim (f(z) +g(xz)) =a+b ja lim f(z)g(z) = ab.
T—T0 T—T0

Jos lisdksi b # 0, niin

LN

lim f(z)/g(z) = a/b.

T—T0

Esimerkki 3.7. Lasketaan lim, o f(z), kun P : R — R, P(z) = 322 — 1. Sovelletaan
edelld mainittuja laskusdéntéja funktion riippuvuussééntéon, jolloin saadaan

lim P(z) = lim (32% — 1) = lim 32> + lim(—1)
z—2 T—2 T—2 T—2

= lim3-limm-lima:—|—lin12(—1) =3-2-24(-1) =11.

T—2 r—2 T—2 r—
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Yleisesti voidaan ndhdé, ettd kaikilla polynomeilla P pétee
mlglmlo P(z) = P(xo).

Polynomin raja-arvon pisteessé xg voi siis laskea sijoittamalla luku zy suoraan polynomin
lausekkeeseen. Rationaalifunktion kohdalla sama onnistuu, kunhan nimittdjaén ei talla
tavoin tule 0.

Esimerkki 3.8. Rationaalifunktiota R(z) = (z2—x)/(z—1) ei voida méritelld pisteessi
x = 1. Téten raja-arvoa lim,_,1 R(x) el voida laskea sijoittamalla luku 1 suoraan funktion
lausekkeeseen. Toisaalta raja-arvo ei riipu funktion arvosta kohdassa 1, ja muualla (siis
kun z # 1) péatee
22—z  z(zx—1)
R(z) = 1 -1 — %
Voidaan siis todeta, ettd lim,_,; R(z) = limy,_,; z = 1.

Esimerkki 3.9. Rationaalifunktioiden raja-arvoja #érettomyydessd voidaan laskea su-
pistamalla lauseke termilld =", misséd r on nimittdjén aste. T4lld tavoin saadaan

=22 +43z 2 (1423 1432 140 1
M s PR S)  Am2r s 2i0 @
z2 z2
Téassa kéytettiin hyviksi edelld mainittuja laskusdéntoja. Toisaalta
P+l x4 x40 1
P R £ = Jm oo T Am T oo

Raja-arvoa ei ole. Téssé tapauksessa sanotaan, ettd funktion arvot kasvavat rajatta.

3.2. Jatkuvuus. Monien yleisten reaalifunktioiden kuvaajat ovat katkeamattomia kiy-
rid. Tamé johtuu siitd funktion ominaisuudesta, ettd muuttujan arvon muuttuessa hy-
vin vahin myos funktion arvo muuttuu vihén eikd tee hyppéystd. Tatd ominaisuutta
sanotaan jatkuvuudeksi. Luonnossa on paljon esimerkkejd jatkuvista funktioista, kuten
huoneen keskildmpdtila ajan funktiona. Lukuunottamatta hyvin poikkeavia olosuhtei-
ta ldmpdtila ei tee hyppéyksia ajan kuluessa. Myos polynomifunktiot, rationaalifunktiot
sekd juurifunktiot ovat kaikki jatkuvia funktioita. Koska funktion raja-arvo pisteessd
xo kertoo funktion arvojen kdyttdytymisestd nimenomaan pisteen zg ldhistolld, voidaan
jatkuvuus maéritelld katevasti raja-arvon avulla.

Maisritelma 3.10. Funktio f on jatkuva pisteessd xg, jos
Jim f(@) = [(z0),

eli funktion raja-arvo pisteessé zy on sama kuin funktion arvo kyseisessa pisteessd. Funk-
tio on kaikkialla jatkuva tai yksinkertaisesti jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa madadritie-
lyjoukkonsa pisteissé.

Huom. Funktion kutsumiseen jatkuvaksi eivdt vaikuta raja-arvot sellaisissa pisteissé,
joissa funktiota ei ole madritelty. (Téallaisissa pisteissd funktio ei méadritelmén mukaan
voisikaan olla jatkuva.) Toisaalta funktio ei voi olla jatkuva myoskddn sellaisessa pistees-
sé, jossa silld ei ole raja-arvoa.

Esimerkki 3.11. Aiemmin on todettu, ettd jos P on polynomifunktio, niin kaikilla
luvuilla z pétee limg_,5, P(z) = P(xo). Siispa kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia.
Myds kaikki rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko maédrittelyjoukossaan.

Esimerkki 3.12. Méaritellddn funktio f : R — R,
z, kun z # 1
-]

a, kun z = 1.
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Funktio f on jatkuva ainakin kaikissa muissa pisteissd paitsi pisteessd x = 1. Koska raja-
arvo pisteessd x = 1 riippuu ainoastaan funktion arvoista tuota pistettd ympéaroivissa
pisteissé, voidaan péitelld limy_,; f(z) = limg_y1 2 = 1. Jos nyt @ = 1, niin funktion
arvo pisteessd 1 on sama kuin raja-arvo kyseisessé pisteessd, ja funktio on jatkuva koko
médrittelyjoukossaan. Jos a # 1, piste £ = 1 on funktion f epdjatkuvuuskohta.

Esimerkki 3.13. Tarkastellaan rationaalifunktioita f,¢g : R\ {0} — R, f(z) = 1/=,
g9(z) = z/z. Molemmat funktiot ovat jatkuvia kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissi.
Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 0, silld tuota pistettd ldhestyttiessd f saa
mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja. Toisaalta

li = li =liml=1
Sp9) = /e =t =1
kuten aiemmin todettiini. Nyt voitaisiin maaritells
g9(z), kunz#0,
g91(z) = .
1, kun x = 0.

Té&lloin saataisiin uusi jatkuva funktio g, joka on maédritelty kaikilla luvuilla ja joka
laajentaa funktiota g. Téllaista funktiota kutsutaan g:n jatkuvaksi jatkeeksi. Toisaalta
funktiota f ei voi laajentaa jatkuvana pisteeseen 0, koska sillé ei ole lainkaan raja-arvoa
tuossa pisteessa.




