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1. JOHDANTO

Kurssi Y100 jakautuu karkeasti seuraaviin osiin:

e funktiot ja niiden perusominaisuudet,
derivointi,

integrointi,

differentiaaliyhtalot,

matriisilaskenta,

tietokone matemaattisena tyovilineena.

Pédsdantoisesti kussakin osassa tarvitaan aikaisempien osien tietoja, lukuunottamatta
matriisilaskentaa. Listan viimeinen osa-alue, tietokoneavusteinen matematiikka, toteu-
tetaan luentojen ja laskuharjoitusten rinnalla osittain itsendisend kokonaisuutena, jonka
painotus poikkeaa jonkin verran kurssin muista osista. Tarkoitus on oppia hyddynta-
méidn MS Excel -taulukkolaskentaohjelman laskentaominaisuuksia ldhinnd numeerisessa
ongelmanratkaisussa sekd tutustua Maple-ohjelmaan tyypillisend matematiikan yleistyo-
kaluna.

Uusia kisitteitd opittaessa painotetaan sekd kasitteen sisdllon omaksumista ettd siihen
liittyvia laskumenetelmii. Sovellettaessa opittua asiaa téytyy sekd tietdd mitka kisitteet
tilanteeseen liittyvat ettd osata suorittaa tarvittavat mekaaniset laskut.

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT

2.1. Funktio. Funktio on tdmén kurssin useimmin toistuva késite. Funktio voidaan ym-
martdd monella tavalla tilanteesta riippuen. Voidaan esimerkiksi sanoa, ettd funktio on
erddnlainen kone, joka muuntaa lukuja toisiksi luvuiksi jonkin s&&nnoén mukaan. Funk-
tion olennaisia osia ovat madrittelyjoukko, maalijoukko seka risppuvuussddnto. Maaritte-
lyjoukko sisdltdd ne luvut, joita funktio osaa muuntaa, maalijoukko sisédltdd muunnosten
tulokset. Talla kurssilla maalijoukko on aina R eli tavallisten reaalilukujen joukko, toisin
sanoen kaikki funktion tulokset ovat tavallisia lukuja (eiviit esimerkiksi kompleksiluku-
ja, vektoreita, matriiseja, funktioita tms.) Samaten maarittelyjoukko (toiselta nimeltédén
ldhtojoukko) on aina jokin reaalilukujen osajoukko, esimerkiksi suljettu vili [0, 1].

Funktion voi my0s ajatella kuvaavan jonkin suureen riippuvuutta toisesta. Riippuvuus-
sddnnon on aina oltava yksikésitteisesti olemassa, vaikka sité ei voitaisikaan kirjoittaa
laskulausekkeiden avulla (niin kuin hyvin usein on asian laita).

Funktion maiarittelyssé kiytetdan merkintdd f : A — R. Taméi tarkoittaa, ettd f on
funktio, jonka méérittelyjoukko on A ja maalijoukko R. Sitd lukua, joksi funktio muun-
taa luvun z, merkitddn f(x) ja kutsutaan funktion arvoksi luvulla x (tai kohdassa ).
Funktiolle péatee aina kaksi seikkaa:

i) jokaista médrittelyjoukon lukua vastaa jokin maalijoukosta 16ytyva funktion arvo,
ii) yhtdkddn ldhtjoukon lukua ei vastaa useampi kuin yksi funktion arvo.

Huom. Symboli f on funktion nimi ja f(z) on funktion arvo luvulla z eli toinen luku.
Ei siis ole oikein sanoa esimerkiksi "funktio f(z) on jatkuva” tai ”f = 2, kun z = 1”.

Esimerkki 2.1. Méaritelladn funktio, joka kuvaa tuotteen tai palvelun markkamé&arai-
sen hinnan riippuvuutta hinnasta euroissa. Funktio muuntaa siis eurohinnan markoiksi.
Hinta euroissa voi periaatteessa olla miké tahansa positiivinen reaaliluku, joten funktion
médrittelyjoukoksi voidaan ottaa Ry (positiiviset reaaliluvut). Funktion arvo eli hinta
markoissa saadaan kertomalla euroméaérédinen hinta valuuttakurssilla (kiytetdén vuoden
2002 valuuttakurssia: 1 euro = 5,94573 markkaa) eli riippuvuusséénté voidaan kirjoit-
taa muodossa f(z) = 5,94573 - . Ndemme helposti, ettd jokaista x vastaa vain yksi
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tietty f(z), joten funktion arvon yksikisitteisyys toteutuu. Liséksi f(z):n kaikki arvot
ovat reaalilukuja, joten funktion maalijoukoksi voidaan ottaa R. Funktio voidaan siis
kokonaisuudessaan maéaritelld seuraavasti:

fiRy 5 R f(z) = 594573 - .

Huomaa, etté vaikka markkahintakin on téssa aina positiivinen, ei maalijoukoksi tarvitse
valita joukkoa R, . Maalijoukon tarvitsee ainoastaan sisdltdd kaikki funktion arvot, mutta
kaikkien maalijoukon lukujen ei tarvitse olla funktion arvoja.

(Joku voisi my6s huomauttaa, ettd hinnat olisi hyva ilmoittaa sentin tarkkuudella, jolloin
médrittelyjoukkoa voitaisiin merkitd néin: {0.01,0.02,0.03,... }.)

Sovelluksissa funktio kuvaa usein jonkin suureen kehitystd ajan tai paikan mukana. Voi-
daan esimerkiksi ilmoittaa lampdtila ajan tai paikan funktiona. Télloin riippuvuusehtoa
ei yleensd voida antaa tarkkana laskulausekkeena. Toisinaan funktio ilmoittaa abstrak-
timpia riippuvuuksia, kuten aitauksen pinta-alan kéytettévissd olevan aitamateriaalin
funktiona. Kun funktiota késitellidn matemaattisesti, ei kuitenkaan ole tarkedd, minké-
tyyppisesté riippuvuudesta on kysymys.

Esimerkki 2.2. Kuvitellaan auton nopeusmittarin lukemaa ajan funktiona. Tarkkail-
laan mittaria kahden tunnin ajan, ja ilmoitetaan aika minuutteina. Sovitaan lisdksi, ettéa
tarkkailun alussa aika on 0. Nopeus ilmoitetaan kilometreiné tunnissa, ja se on aina re-
aaliluku. N&in saadaan funktio v : [0,120] — R. Tietenkadn télle funktiolle ei voi antaa
riippuvuussdantod laskulausekkeena, koska nopeuden vaihtelu tuskin noudattaa mitdan
tiettyd kaavaa. Myoskin on mahdotonta kirjata nopeutta ylos jokaisena ajanhetkend vé-
lilla [0, 120], joten emme voi edes tuntea kaikkia v:n arvoja. Kuitenkin tiedetéén, ettd
jokaisella ajanhetkelld mittari varmasti ndyttda jotain yhté tiettyd lukua, joten funktion
arvo on yksikésitteisesti olemassa jokaista ajanhetked kohti. Liséksi kokemusmaailmam-
me osoittaa, ettd tdméa kyseinen funktio on jatkuva ja jopa derivoituva. Naistd opitaan
lisdd myohemmin.

Esimerkki 2.3. Edellistd esimerkkié ei voi kd&ntdé toisin pain. Emme voi méaritelld
funktiota, joka kuvaisi ajanhetken riippuvuutta nopeusmittarin lukemasta, silld tdma
riippuvuus ei ole yksikésitteista. Tietty mittarilukema voi esiintyd useinkin matkan aika-
na, ei pelkdstdan tiettyné hetkend. Jos sen sijaan kyse olisi kuljetusta matkasta eikd auto
olisi koskaan pysahdyksissé (eiké kulkisi taaksepéin), voitaisiin riippuvuussuhde mé#éri-
telld kummin péin vain. Kun kuljettu matka voi vain kasvaa, vastaa kutakin matkaa
jokin tietty ajanhetki.

Tarkastellaan seuraavaksi joitain tuttuja laskulausekkeilla méariteltdviéd funkioita.

Esimerkki 2.4. Yksinkertaisin reaaliarvoinen funktio on vakiofunktio. Vakiofunktion
tapauksessa funktion arvon “riippuvuus” 1dhtéjoukon alkion arvosta on kenties makua-
sia, funktion arvo kun on kaikkialla sama. Esim. f : R — R, f(z) = 2 antaa kaikkia
reaalilukuja vastaavaksi funktion arvoksi reaaliluvun 2.

Esimerkki 2.5. Funktioita P : R — R, joiden arvot ovat muotoa
P(z) = apz" + ap_ 12" 1+ - + a1z + ao,

kutsutaan polynomifunktioiksi. Polynomifunktion arvo saadaan siis laskemalla yhteen
ldhtojoukon arvon erilaisilla vakioilla kerrottuja potensseja eli termejd. Polynomifunk-
tioita ovat esimerkiksi P (z) = z? ja P2(z) = 32°—2z+7. Lukuja a; kutsutaan polynomin
kertoimiksi, jotka voivat tietysti olla myds negatiivisia (kuten polynomin P5(z) toinen
kerroin a; = —2). Suurin luku, joka esiintyy x:n potenssissa on polynomin kertaluku eli
aste.
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Esimerkki 2.6. Funktiot R: A — R, joiden arvot voidaan ilmoittaa muodossa R(z) =
P(z)/Q(z), missd P ja @ ovat molemmat polynomifunktioita, ovat rationaalifunkioita.
Huomaa, etti rationaalifunktio ei ole mééritelty nimittdjin ) nollakohdissa. Esimer-
kiksi funktion Rj(z) = 1/z mééirittelyjoukko on R\ {0} (reaaliluvut ilman nollaa), ja
funktion Ry(z) = (2z + 3)/(x? — 2z) méirittelyjoukko on R\ {0, 2}.

Edellisessé esimerkissa kiytettiin merkintdd A \ B, joka tarkoittaa joukkojen erotusta
ja lausutaan ”A miinus B” tai "A pois B”. Esimerkiksi R \ Z tarkoittaa joukkoa, joka
sisaltdd kaikki muut reaaliluvut paitsi kokonaisluvut. Tata merkintdé, kuten muitakaan
joukko-opillisia merkintdja, ei tarvitse aktiivisesti osata, mutta se on varsinkin rationaa-
lifunktioiden yhteydessa kiteva.

Esimerkki 2.7. Funktiota, jonka arvot lasketaan eri osissa ldhtojoukkoa eri lausekkees-
ta, kutsutaan paloittain mddritellyksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio voidaan mééritelld
seuraavilla lausekkeilla:
o] T, kun z > 0
Tr| =
—z, kunz <O0.

Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten seuraavalla funktiolla f : R — R:

0, kunz=0
f(z)=142Z, kun z on joku muu kokonaisluku kuin 0
1, muulloin.

2.2. Yhdistetty funktio. Kun jonkin funktion arvo annetaan toiselle funktiolle muun-
nettavaksi, puhutaan yhdistetysta funkiosta. Yhdistetyt funktiot ovat erittdin térkeité
sekd teorian ettd sovellusten kannalta.

Miiritelmi 2.8. Olkoon f: R — R, g : A — R. Funktioiden f ja g yhdistetty funktio
fog:A— R méiiritellidn seuraavasti:

(fog)(z) = flg(z))-
Funktiota f kutsutaan wlkofunktioksi ja funktiota g sisdfunktioksi.

Funktio f o ¢ muuntaa siis kunkin luvun z kiyttdmélla ensin funktiota g ja tdmén
tulokseen g(z) edelleen funkiota f. Huomaa, ettd ulkofunktion f méérittelyjoukon téytyy
siséltaa kaikki g:n mahdolliset arvot.

Esimerkki 2.9. Olkoon f, g : R — R funkioita, joiden riippuvuussiinnét ovat f(z) = 22

jag(z) = z+1. Lasketaan aluksi yhdistetyn funktion fog arvo luvulla 2. Ensin kiytetdén
funktiota g, joka muuttaa luvun 2 luvuksi 3. Sitten funktio f muuttaa saadun luvun 3
luvuksi 9.

On hyvin olennaista, miten péin funktiot kirjoitetaan. Oikealla puolella olevaa kdyte-
tdan aina ensiksi. Jos esimerkiksi syotetdan luku 2 ensin funktioon f, saadaan 4, joka
syotettynd funktioon g antaa tulokseksi 5. Siispd (f o g)(2) # (g o f)(2).

Yhdistetyn funktion riippuvuusséintd muodostetaan samalla periaatteella. Nain saadaan
esimerkiksi seuraavanlaisia riippuvuussaantoja:

(fog)(z) = flg(x)) = flz+1) = (z +1)%,

(g0 f)(x) =g(f(z) = g(a®) =2 + 1,

(f o f)(x) = f(f (@) = f(z?) = (&*)* = 2*,

(gog)(z) =9g(9(z)) =gz +1)=(z+1)+1=x+2.

Mikdén ei estd myoskddn yhdistdméstd useampia funkioita. Ndin saataisiin esimerkiksi
funktio fogo f: R — R, jolle

(fogo f)(z) = flg(f(2)) = f9(a?)) = f(2* + 1) = (2% +1).
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Yhdistetyn funktion késite on térked muun muassa siksi, ettd monet funktiot voidaan
tulkita yhdistetyiksi funkioiksi. Téllainen tulkinta voidaan aina tehdd monella eri tavalla,
ja tilanteesta riippuen on valittava parhaiten sopiva tulkinta. Téstd on jatkossa hyotyé
esimerkiksi derivoinnin yhteydessa.

Esimerkki 2.10. Méiritelldin h: R — R, h(z) = 1/(2? + 1)2. Tami h voidaan tulkita
yhdistetyksi funktioksi esimerkiksi seuraavasti. Méaritellaan f : R\{0} = R, f(z) = 1/=,
jag:R—= R, g(x) = (22 +1)%2. Nyt h = f o g, silld kaikilla luvuilla z pitee
1
— — 2 2y —
(fog)(z) = fl9(z)) = f((z" + 1)) = @
Lis#ksi g saa vain positiivisia arvoja, joten f:mn madrittelyjoukko sisdltdé g:n arvot. Funk-
tio h voidaan kuitenkin tulkita yhdistetyksi funktioksi monella muullakin tavalla. Voi-
daan esimerkiksi valita f1 : R\ {0} = R, fi(z) =1/2% jagi : R - R, g1(z) = 2% + 1.
Nytkin h = f1 o g1, silla kaikilla z pétee

(frog1)(x) = filgr(z)) = fi(z® +1) =

h(z).

1

Erhe h(z).

Huom. On térkedd ymmértda oikein yhdistetyn funktion muodostukseen liittyvat mer-
kinnit. Jos yhdistet#ifin esimerkiksi funktiot f(z) = 2z ja g(z) = 22, timi ei tarkoita
siti, ettél jollain tapaa yhdistettiisiin lausekkeet 2z ja z2. Merkintd f(z) = 2z tarkoit-
taa funktion riippuvuussdéntod, yhtd hyvin voitaisiin kirjoittaa f(y) = 2y tai vaikkapa
f(kukkuluuruu”) = 2 - "kukkuluuruu”. Muuttujan nimelld ei téssd ole mitdén merkitys-
td. Mitd tahansa voidaan sijoittaa sen paikalle. Esimerkiksi yhdistetyn funktion f o g
riippuvuussiinndksi saadaan (f o g)(z) = f(g(z)) = f(2?) = 222. Huomaa, miten tis-
si funktion f muuttujan z paikalle on sijoitettu z2, jolloin saadaan riippuvuussiinnén
mukaisesti f(z?) = 2x2.

2.3. Kuvaaja. Reaaliarvoinen funktio voidaan usein esittdd koordinaatistoon piirretyn
kuvaajan eli graafin avulla. Téll6in funktion erityispiirteet, kuten kasvunopeus, jaksolli-
suus, ddriarvot ja epidjatkuvuuskohdat on helppo hahmottaa. On kuitenkin muistettava,
ettd tarkkakaan piirros ei voi tyhjentévésti kuvata funktion kiyttéytymisté, eikd kaikista
funktioista edes pystytd piirtdmé#in havainnollistavaa kuvaa. Siksi kuvaajan perusteella
ei koskaan voi sanoa mitddn varmaa funktion arvoista, vaan arviot on aina pystytté-
vi perustelemaan laskien. Kuvaajan piirtdminen on kuitenkin yksi parhaista keinoista
oppia ymmartdmain jonkin tietyn funktion luonnetta.

Kaikki koordinaatistoon piirretyt kayrat eiviat kuitenkaan kuvaa funktioita. Koska funk-
tion arvojen taytyy olla yksikédsitteisia, ei yhtd x-arvoa saa vastata kuvaajassa useampia
y-arvoja. Jos siis joku pystysuora leikkaa kuvaajaksi véitetyn kdyrdn useammassa kuin
yhdessé kohdassa, kyseessa ei ole reaalifunktion kuvaaja. Funktion kuvaaja ei esimerkiksi
voi "laskostua” niin:

/\y
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Esimerkki 2.11. Polynomifunktioiden f(z) = z? ja g(z) = 223 — 4z kuvaajat. Ku-
van perusteella niyttéisi, ettd piste £ = 1,4 olisi funktion g nollakohta, mutta oikeasti
g(1,4) = —0,112.

Esimerkki 2.12. Paloittain maaritellyn funktion h: R — R,

h(z) z?, kun z < 1
) =
—z+3, kunz >1

kuvaaja. Funktiolla on niin sanottu epdjatkuvuuskohta pisteessi x = 1. Kuvaajasta ei nie,
onko h(1) = 1 vai h(1) = 2. Funktion lausekkeen perusteella tiedetéén, ettd jalkimmainen
pétee.

3. RAJA-ARVO JA JATKUVUUS

Funktion raja-arvo ja jatkuvuus ovat tdmén kurssin peruskésitteitd. Hyvin monet so-
velluksissa tavattavat funktiot ovat jatkuvia. Raja-arvoa tarvitaan toisaalta muiden ké-
sitteiden kuten jatkuvuuden ja derivaatan méérittelyssid. Raja-arvon tésmalliseen tar-
kasteluun ei kurssilla kuitenkaan riitd aikaa, joten sen suhteen pyritddn tukeutumaan
mielikuviin.
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3.1. Raja-arvo. Raja-arvo kuvaa funktion kayttaytymista jonkin pisteen 1dhistolla. Voi-
taisiin sanoa vaikka niin, ettd funktion raja-arvo pisteessé zy on se luku, joka nédyttaisi
olevan funktion arvo kyseisessi pisteessé, mikéli tarkasteltaisiin vain tdmén pisteen l&-
helld olevia pisteitd. Graafisesti raja-arvoa voisi kuvata siten, ettd jos funktion kuvaaja
n#yttad ladhestyvin jotakin arvoa kohdassa xg, tdmé arvo on funktion raja-arvo pisteessi
zo (vaikka itse arvo f(zg) olisi jotain muuta).

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan funktiota f : R - R, f(z) = 2z, pisteen z = 1 1histoll4.
Laskemalla joitakin funktion arvoja tuon pisteen ympaérilla havaitaan, ettd funktion arvot
ndyttévit lahestyvin arvoa 2 pisteessd 1, eli lim,_,; f(z) = 2.

x | f(x)
0,5 1
08 | 1,6
09 | 18
0,99 | 1,98

1 -
1,01 | 2,02
11| 2,2
12 | 24

Téssd tapauksessa funktion raja-arvo pisteessd 1 on sama kuin funktion arvo. Tamé
johtuu siité, ettd valitsimme tarkasteltavaksi jatkuvan funktion, sekd siitd, ettd piste 1
kuuluu funktion méaérittelyjoukkoon.

Raja-arvon tésméllistd madritelmasd on kiytdnnossd vaikea soveltaa. Télla kurssilla riit-
td4 raja~arvon kasitteen intuitiivinen ymmértdminen. On my0s olemassa laskusdéntoja,
joiden avulla raja-arvon voi paitella tietyissa tilanteissa. Téaydellisyyden vuoksi esitetdan
tdssd nyt kuitenkin médritelméa ja eréds esimerkki sen kdytosta.

Maisritelma 3.2. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessi xg, jos aina voidaan 16ytaa
jokin vali pisteen xzy ympériltd niin, ettd tdlla vélilld lasketut funktion arvot sijaitsevat
niin 1dhelld lukua @ kuin suinkin halutaan, lukuun ottamatta arvoa f(zp). Raja-arvoa
merkitdan limy,_,,, f(z) = a.

Esimerkki 3.3. Olkoon f : R — R, f(z) = 2z. Edelld huomattiin, ettd lim, ,; = 2.
Todistetaan tdma nyt madritelmén avulla. Halutaan saada funktion arvot jollain valilla
ldhemmads lukua 2 kuin esimerkiksi p, missd p on jokin pieni mutta positiivinen luku.
Téama tarkoittaa, ettd |f(z) — 2| < p. Valitaan valiksi télloin |1 —p/2,1+p/2[ . Jos nyt
z on tuolla valilld, mutta = # 1, niin pitee 0 < |z — 1| < p/2. Téll4 vililld voidaan siis
arvioida

|f(x)_2|:|2$—2|:2|:1;—1|<2.§:p’

eli f(z):n etdisyys luvusta 2 on pienempi kuin p, kuten haluttiin.

Huom. Téytyy muistaa, ettei funktion arvo pisteessd zg vaikuta mitenkddn funktion
raja-arvoon pisteessd zg. Raja-arvo voi olla myGs olemassa, vaikka funktio ei olisi edes
médritelty kyseisessd kohdassa. Tamaé on itse asiassa erds tdrkeimmistd syistd raja-arvon
kayttoon.

Esimerkki 3.4. Olkoon f : R\{0}, f(z) = /. Funktio ei ole mééritelty nollassa, koska
arvoa 0/0 ei voida laskea. Kaikissa muissa kohdissa kuitenkin pétee f(z) = z/z = 1. Jos
siis tutkitaan vain nollan ldhelld olevia pisteitd, funktion arvot pysyvét vakiona. Siispa
varmastikin limy_,o f(z) = 1.

Funktion kuvaajasta raja-arvon olemassaolo on usein helppo néhda.



Esimerkki 3.5. Méaritellddn funktio f : R — R seuraavasti:

z2, kuinz < —1taiz > 1

flz) =<2, kunz =—1taiz =1

—z, kunz=-1<z<]1.
Funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessd x = 1, silld tuon pisteen vasemmalla puolella funk-
tion arvot lahestyvét arvoa —1, kun taas oikealla puolella ne ldhestyvét pistettd 1. Arvot

eivit siis 1dhesty mitdan tiettyd arvoa. Sen sijaan funktion raja-arvo pisteessid = —1
on néhtévasti 1, vaikka f(1) = 2.

Voidaan myos tutkia, mitd arvoa funktion arvot 1dhestyvit muuttujan arvojen kasvaessa
tai vahetessd rajatta. Téllaista arvoa, jos sellainen 16ytyy, kutsutaan joskus raja-arvoksi
aarettomyydessd, ja merkitddn lim, o f(z) tai limy, o f(z).

Esimerkki 3.6. Tarkastellaan funktiota f: R\ {—2} = R, f(z) = z/(2z + 4). Laske-
malla hyvin suuria funktion arvoja havaitaan, ettd funktion arvot lahestyvit lukua 1/2,
kun muuttujan arvot kasvavat rajatta. Toisin sanoen limg_, f(z) = 1/2.

b'e f(x)
10 | 0,4167
100 | 0,4902
1000 | 0,4990
10000 | 0,4999

Kaytédnnosséd seuraavat laskusddnnot helpottavat raja-arvojen toteamistas:

1. limg_,4, ¢ = ¢, kun ¢ on miké tahansa luku.

limy 7, * = xo.

limg y00 1/2 = 0.

Jos limy_,z, f(z) = a ja limg_,;, g(z) = b, niin
lim (f(z) +g(z)) =a+b ja lim f(z)g(z) = ab.
T—To T—T0

Jos lisdksi b # 0, niin

LN

lim f(z)/g(z) = a/b.

T—T0

Esimerkki 3.7. Lasketaan lim, 2 f(z), kun P : R — R, P(z) = 3z — 1. Sovelletaan
edelld mainittuja laskusdéntéja funktion riippuvuussééntéon, jolloin saadaan

lim P(z) = lim (32% — 1) = lim 322 + lim(—1)
T2 T—2 T—2 T—2

= lim3-limm-lima:—|—lin12(—1) =3-2-24(-1)=11.

r—2 r—2 r—2 r—
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Yleisesti voidaan ndhdé, ettd kaikilla polynomeilla P pétee
lim P(z) = P(zo).

T—T0

Polynomin raja-arvon pisteessi x( voi siis laskea sijoittamalla luku zy suoraan polynomin
lausekkeeseen. Rationaalifunktion kohdalla sama onnistuu, kunhan nimittdjaén ei talla
tavoin tule 0.

Esimerkki 3.8. Rationaalifunktiota R(z) = (z2—x)/(z—1) ei voida méiritelld pisteessi
x = 1. Téten raja-arvoa lim,_,1 R(x) el voida laskea sijoittamalla luku 1 suoraan funktion
lausekkeeseen. Toisaalta raja-arvo ei riipu funktion arvosta kohdassa 1, ja muualla (siis
kun z # 1) péatee
22—z  z(zx—1)
R(z) = 1 -1 — %
Voidaan siis todeta, ettd lim, 1 R(z) = lim,_,1 2z = 1.

Esimerkki 3.9. Rationaalifunktioiden raja-arvoja direttomyydesséd voidaan laskea su-
pistamalla lauseke termilld =", misséd r on nimittdjén aste. T4lld tavoin saadaan

_o—2?+43z 2 (-14+2%) —143 140 1
s PR S) A 2rs C 2i0 2
z2 z2
Téassa kéytettiin hyviksi edelld mainittuja laskusdéntoja. Toisaalta
P+l w4 x40 1
:L'lggo2x2—8 :mlggo2_ f_z _x1i>Hc>102—O :mli)HOlo—iL‘:OO.

Raja-arvoa ei ole. Téssé tapauksessa sanotaan, ettd funktion arvot kasvavat rajatta.

3.2. Jatkuvuus. Monien yleisten reaalifunktioiden kuvaajat ovat katkeamattomia kdy-
rid. Tamé johtuu siitd funktion ominaisuudesta, ettd muuttujan arvon muuttuessa hy-
vin vahdn myos funktion arvo muuttuu vihén eikd tee hyppéystd. Tatd ominaisuutta
sanotaan jatkuvuudeksi. Luonnossa on paljon esimerkkejd jatkuvista funktioista, kuten
huoneen keskildmpdétila ajan funktiona. Lukuunottamatta hyvin poikkeavia olosuhtei-
ta lampotila ei tee hyppayksid ajan kuluessa. My6s polynomifunktiot, rationaalifunktiot
sekd juurifunktiot ovat kaikki jatkuvia funktioita. Koska funktion raja-arvo pisteessi
xo kertoo funktion arvojen kdyttdytymisestd nimenomaan pisteen zg ldhistolld, voidaan
jatkuvuus maéritelld katevasti raja-arvon avulla.

Maiisritelma 3.10. Funktio f on jatkuva pisteessd xg, jos

T—T0

eli funktion raja-arvo pisteessé zy on sama kuin funktion arvo kyseisessa pisteessa. Funk-
tio on kaikkialla jatkuva tai yksinkertaisesti jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa madadritie-
lyjoukkonsa pisteissi.

Huom. Funktion kutsumiseen jatkuvaksi eivdt vaikuta raja-arvot sellaisissa pisteissé,
joissa funktiota ei ole madritelty. (Téallaisissa pisteissd funktio ei méadritelmén mukaan
voisikaan olla jatkuva.) Toisaalta funktio ei voi olla jatkuva myoskaan sellaisessa pistees-
sé, jossa silld ei ole raja-arvoa.

Esimerkki 3.11. Aiemmin on todettu, ettd jos P on polynomifunktio, niin kaikilla
luvuilla z pétee limg_, 5, P(z) = P(xo). Siispd kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia.
Myds kaikki rationaalifunktiot ovat jatkuvia koko maédrittelyjoukossaan.

Esimerkki 3.12. M#aritelldan funktio f : R — R
z, kun z # 1
-

a, kun z = 1.
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Funktio f on jatkuva ainakin kaikissa muissa pisteissé paitsi pisteessd x = 1. Koska raja-
arvo pisteessd £ = 1 riippuu ainoastaan funktion arvoista tuota pistettd ympéaroivissa
pisteissé, voidaan péitelld limy_y; f(z) = limg_y1 2z = 1. Jos nyt @ = 1, niin funktion
arvo pisteessd 1 on sama kuin raja-arvo kyseisessé pisteessd, ja funktio on jatkuva koko
médrittelyjoukossaan. Jos a # 1, piste £ = 1 on funktion f epdjatkuvuuskohta.

Esimerkki 3.13. Tarkastellaan rationaalifunktioita f,g : R\ {0} —» R, f(z) = 1/=,
g(z) = z/z. Molemmat funktiot ovat jatkuvia kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissi.
Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 0, silld tuota pistettd ldhestyttiessd f saa
mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja. Toisaalta

lim g(z) = limz/z = lim 1 =1,
z—0 z—0 z—0
kuten aiemmin todettiini. Nyt voitaisiin maaritella
g(z), kunz#0,
g1(z) = .
1, kun z = 0.

Té&lloin saataisiin uusi jatkuva funktio g;, joka on médritelty kaikilla luvuilla ja joka
laajentaa funktiota g. Téllaista funktiota kutsutaan g:n jatkuvaksi jatkeeksi. Toisaalta
funktiota f ei voi laajentaa jatkuvana pisteeseen 0, koska silla ei ole lainkaan raja-arvoa
tuossa pisteessa.

4. DERIVAATTA

Monien funktioiden kuvaajilla on sellainen selked ominaisuus, ettd ne ndyttavit etenevian
valilla ylos-, valilld alaspédin, valilld jyrkemmin, vélilld loivemmin. Tam&hdn on merkki
siitd, ettd funktion arvot vélill kasvavat ja vélilla vihenevit. Paikassa, jossa kasvaminen
vaihtuu vahenemiseksi, on yleensd jonkinlainen huippukohta. On ilmeistd, ettd téllai-
set ominaisuudet voivat olla kiinnostavia. Jos funktio esimerkiksi kuvaa lampétilaa ajan
funktiona, voimme olla kiinnostuneita ldmpenemisen tai jadhtymisen nopeudesta jollain
tietylld hetkelld. Toisinaan puolestaan saattaa olla tidrkedd, milld hetkelld lampotila saa-
vuttaa huippuarvonsa.

Funktion hetkellistd muutosnopeutta (eli kuvaajan jyrkkyyttd) tietyssia kohdassa kuvaa
funktion derivaatta. Téllaisen muutosnopeuden méaarittelemisessé torméatéddn kuitenkin
heti ongelmaan. Kahdesta funktion arvosta on helppo sanoa, kumpi on suurempi, mutta
jos tarkastellaan vain yhtd funktion arvoa (eli yhtd pistettd kuvaajalla) on kasvusta
tai vahenemisestd mahdotonta puhua. Tarvitaan lisdtietoa tuon pisteen ldheisyydessa
saatavista arvoista, miké johtaa raja-arvon kiyttoon.
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Fysiikassa nopeus (oikeammin keskinopeus) mééritellddn kuljetun matkan suhteena sii-
hen kdytettyyn aikaan (siis nopeus on matka jaettuna ajalla). Samaan tapaan mééritel-
l88n myds funktion muutosnopeuden. Jos z ja 1 ovat kaksi eri funktion méérittelyjoukon
lukua, méaaritellisan niin sanottu erotusosamddrd seuraavalla kaavalla:

f(z1) — f(z)
T —x
Erotusosamadré on siis funktion arvojen muutoksen suhde muuttujan arvojen muutok-
seen vililld [z,z1] (tai valilld [z1,z], jos 1 < z), ja se kuvaa funktion keskimadraistd
muutosnopeutta kyseiselld valilla. Tavoitteena on nyt kuvata funktion muutosnopeutta
lahelld pistettd z (1 on erdé@nlainen apupiste), ja tétd varten merkitdén h = x; — x,
jolloin erotusosamaéran lauseke saadaan kiyttokelpoisempaan muotoon:

flz+h) = f(z)
- :

Téama on siis funktion keskim##rdinen muutosnopeus valilla [z,z + h] tai [z + h, z],
riippuen siitd, onko h positiivinen vai negatiivinen.

Mité 1dhemmas nollaa erotusosaméaérin lausekkeen (positiivinen tai negatiivinen) h tu-
lee, sitd tarkemmin erotusosamédrd kuvaa funktion muutosnopeutta pisteen z ldhella.
Muutosnopeus tuossa pisteessd voidaan méaaritelld ottamalla erotusosaméiristé raja-
arvo h:n ldhestyesséd nollaa. Tatd raja-arvoa ei vilttdmattd ole olemassa. Jos funktio on
esimerkiksi epdjatkuva jossain pisteessd, sen arvo muuttuu tuossa pisteessd dkisti, ikddn
kuin darettomén nopeasti. Talloin funktion muutosnopeutta ei voida tuossa pisteessé
méadritella.

Maisdritelma 4.1. Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos erotusosaméirin raja-arvo

o S ) = (@)

h—0 h

on olemassa. Téta raja-arvoa merkitddn f'(z), Df(z) tai %(w), ja kutsutaan funktion
f derivaataksi pisteessd z. Funktio on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa maé-

rittelyjoukkonsa pisteessa.

Derivaatta kuvaa siis funktion hetkellistd muutosnopeutta. Jos funktio kuvaa kuljettua
matkaa ajan funktiona, erotusosaméira jollain vélilld kuvaa keskinopeutta tuolla valilla.
Derivaatta jossain pisteessa sen sijaan kuvaa hetkellistd nopeutta tuossa pisteessa. Jos
taas funktio kuvaa nopeutta, derivaatta kuvaa kiihtyvyytté; jos funktio kuvaa ldmpotilaa
ajan funktiona, derivaatta kuvaa ldmpenemis- tai jadhtymisnopeutta.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(z) = x? pisteen z = 2 ympérilli.
Lasketaan aluksi funktion keskiméardinen muutosnopeus vililla [2, 3]:
1) -5@) _9-4_,
3—2 1 )
Toisaalta muutosnopeus vililld [1,2] on
JM-f@) _1-4_-3_,
1-2 -1 -1 '
(Huomaa, ettd tulosten kannalta ei ole vdlid, kummin péain erotukset osoittajassa ja
nimittajissa kirjoitetaan, kunhan ne ovat molemmissa samoin péin.) Tuloksista ndhdaan,
ettd funktio kasvaa hieman nopeammin valilla [2, 3] kuin valilld [1, 2].

Lasketaan sitten erotusosamaéédra, kun tarkasteluvélin pituus on h:

f2+h)—f(2) (2+h)>—22 _ 4+4h+h2—4:4h+h2

h h h h
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Koska h kuvaa kahden eri luvun erotusta, se ei voi olla nolla. Voidaan siis supistaa saatu
lauseke h:lla:
4h + h? _ h(4+h)
ho h
Erotusosaméairé riippuu siis h:sta. Jos sijoitetaan h = 1, saadaan muutosnopeus vilill4
[2, 3], joka laskettiin jo edelld. Jos taas sijoitetaan h = —1, saadaan muutosnopeus vililla
[1,2]. Funktion derivaatta on erotusosaméérin raja-arvo, kun h lahestyy nollaa, eli

(4 +h) = 4.

=4+h.

lim
h—0
Funktiolla on siis pisteessd 2 derivaatta f'(2) = 4.
Esimerkki 4.3. Tarkastellaan funktiota f(z) = |z| (itseisarvo) pisteessd z = 0. Kir-

joitetaan erotusosaméérd pisteessd 0 yleisessd muodossa ja merkitddn tarkasteluvilin
pituutta h:lla. Kun A > 0, niin |h| = h, jolloin erotusosaméérs on

FO+h)—f(0) _|hl—[0] _h—0 _

1.
h h h
Toisaalta, kun h < 0, niin |h| = —h, jolloin erotusosaméadrd on
FO+R) —F©) -l —h-0
h h h ]

Erotusosaméaéran arvo on 1, kun A on positiivinen, ja —1, kun A on negatiivinen. Tdm&
pétee, oli h miten ldhelld nollaa tahansa (paitsi tietysti h = 0. Erotusosamééralld ei
siis voi olla raja-arvoa h:n ldhestyessa nollaa, joten itseisarvo ei ole derivoituva pisteessa
z=0.

Jos funktiolla on epdjatkuvuuskohta (eli méaarittelyjoukon piste, jossa funktio ei ole jat-
kuva), siind kohdassa funktion muutosnopeutta ei voida méarittés.

Lause 4.4. Jos funktio on derivoituva pisteessd x, se on myds jatkuva pisteessd x.

Epéjatkuva funktio ei siis voi olla derivoituva.

4.1. Derivaatta kuvaajassa.

f(2) - f()

-0,5 J 0,5 1 1,5 2 2,5
X

Tarkastellaan oheista kuvaa, johon on piirretty erdédn derivoituvan funktion f kuvaaja.
Kuvassa on lisdksi suora, joka leikkaa kuvaajaa pisteissd, joiden x-koordinaatit ovat 1
ja 2. Téllaisen suoran kulmakerroin on (f(2) — f(1))/(2 — 1), joka on itse asiassa ero-
tusosamadran arvo vililld [1,2]. Tdmé kulmakerroin kertoo siis funktion keskiméédriisen
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muutosnopeuden tuolla valilld. Erotusosaméirian nimittdja h vastaa toisen leikkauspis-
teen x-koordinaatin etdisyyttd ensimmadisen leikkauspisteen x-koordinaatista. Pitamalla
ensimmainen leikkauspiste paikallaan ja pienentamaélld arvoa h saadaan toinen leikkaus-
piste 1ldhestyméidn ensimmadista. Télloin suora kdantyy kuvaajan suuntaiseksi.

Erotusosaméairin raja-arvo eli derivaatta pisteessd x on siis tuohon pisteeseen kuvaajalle
piirretyn sivuajan eli tangentin kulmakerroin. (Ald sekoita trigonometrian tangenttifunk-
tioon.)

Esimerkki 4.5. Arvioidaan aikaisemman esimerkin funktion f(z) = z? derivaattaa pis-
teessd £ = 2 kuvaajan avulla. Koska derivaatta on kyseiseen pisteeseen piirretyn sivuajan
kulmakerroin, hahmotellaan ensin kuvaajalle sivuaja. Asetetaan siis viivain kuvaajalle
sen pisteen kohdalle, jonka x-koordinaatti on 2, siten ettd se on suunnilleen kuvaajan
suuntainen, ja piirretddn suora. Taman jalkeen valitaan sivuajalta kaksi pistettd, jotta
sen kulmakerroin voidaan méérittdd. Kuvan mukaan pisteet ovat (1,0) ja (3,8), joten

kulmakertoimeksi saadaan
k= y2—y1 8—0 _§

$2—$1_3—1_2

Aikaisemmin laskettiinkin, ettd funktion derivaatta tuossa pisteessi on 4.

[+ ®

I T T S T T Y T M N B

N

T i B R R

4

Graafinen tarkastelu osoittautuu térkeédksi silloin, kun funktion riippuvuussdannolle ei
voida muodostaa mitddn lauseketta, tai kun tatd lauseketta ei syysté tai toisesta osata
derivoida. Jos funktion arvoja kuitenkin tunnetaan niin paljon, ettd niiden avulla voidaan
piirtda kuvaaja, voidaan sen avulla madrittdd likimaardinen derivaatta.
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Jos funktion kuvaajaan muodostuu jossain kohtaa terdva karki, sithen ei voi piirtas yksi-
kisitteistd sivuajaa. Talloin funktio ei ole derivoituva. Itseisarvofunktiota tarkasteltaessa
huomattiin, etté se ei ole derivoituva nollassa, ja kuvaajassa ndkyykin teréva kirki origon
kohdalla. Funktio ei myoskdan ole derivoituva pisteessé, jossa kuvaaja katkeaa, koska se
ei ole sellaisessa kohdassa jatkuva.

| S e S S S s s 2 e B B S R A ]

-0,5

4.2. Laskusdint6jid. Aloitetaan sddnnoisté, joilla voi laskea funktioiden summien, tulo-
jen ja osamadrien derivaattoja. Namé muistuttavat raja-arvojen laskemisessa kiytettyja
sdantoja, mika ei ole yllattavad, koska derivaattakin on erés raja-arvo.

1 D(fig)( ) = f'(z) £ g'(x)

D(cf)(z )—Cf( ), jos ¢ on vakio
D(fg)(z) = f'(z)g(z )+f($)9'(lw)
D(f/g)( ) = ! (x)g(x;(;)f(m)g @)

Naita sadntojd sovellettaessa téytyy kuitenkin ensin varmistaa, ettéd kyseiset funktiot on
médritelty ja derivoituvia halutussa kohdassa. Sdénto 4 esimerkiksi vaatii, etta g(x) # 0.

Ennen muita sdantoja palautetaan mieleen murto- ja negatiivisten potenssien maaritel-
mét. Olkoon k kokonaisluku, ja z # 0. Talléin
T-x---x, jos k>0,
k
=491, josk=0,

1
W, _]OSk<O
T

Lisiiksi 0¥ = 0 aina, kun k # 0. Sen sijaan 0° ei ole méiritelty.
Olkoot sitten p, q kokonaislukuja, g > 0. T&ll6in

TP/l = Yzp = (V)P
Esimerkiksi /2 = vz. Huomaa, ettei parillinen juuri ole mééritelty negatiivisille lu-
vuille ja ettd parillinen juuri mééritellddn aina positiiviseksi. (Esimerkiksi /—4 ei ole
médritelty, ja v4 = 2, vaikka myds (—2)2 = 4).
Nyt voidaan méaritellddn potensseja koskevat derivointisddnnot.

5. Dc =0, jos c on vakio
6. DzF = kzF=1 jos k # 0.

Huomaa ero vakiokertoimen ja vakiofunktion eli sddntdjen 2 ja 5 vililld. Vakiofunktio
hévida derivoitaessa, mutta vakiokerroin siilyy sellaisenaan. Siis esimerkiksi D 3 = 0,
mutta D 322 = 3- D22,
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Esimerkki 4.6. Derivoidaan polynomifunktio:

D(@x*+22-3)=Ds*+2Dr—D3=22'+2-1-0=2z+2.

Derivoidaan rationaalifunktio:

D$2 —3z  D(2?—32)(z+1) — (22 —3z)D(z +1)

z+1 (z+1)?
(22 -3)(x+1) — (2 —32)(1+0)
(x+1)2
(222 +20-32-3)—(2*—32) 2?+20-3
B (z+1)2  (z+1)?

Derivoidaan vield erds juurifunktio. Juuret kannattaa aina derivoitaessa kirjoittaa po-
tenssien avulla. Téssa tapauksessa kiytetdan myos negatiivista potenssia, jotta paddstdan
eroon jakolaskusta:

I _ —13) _ 1 131
Dyz=D =P (") =
3 34/3 374

Viimeinen s&énto koskee yhdistettyja funktioita.

7. (fog)(z) = f(g(x))g' ()

Yhdistetyn funktion derivaatta pisteessd x saadaan siis laskemalla ulkofunktion derivaat-
ta pisteessi g(z) ja kertomalla se sisdfunktion derivaatalla pisteessd z. Kuulostaa mo-
nimutkaiselta, mutta idea on se, ettd ensin derivoidaan ulkofunktio valittdma&ttéd siité,
mité funktion sisilld on. Sen jélkeen derivoidaan siséfunktio ja ndmé tulokset kerrotaan
keskendén.

Esimerkki 4.7. Derivoidaan funktio h(z) = (2z + 1)%. Tdmi on kuudennen asteen
polynomi, mutta potenssien derivointisddnnnon kiyttamiseksi taytyisi lausekkeesta ensin
kertoa sulut auki eli laskea (22+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1)(2z+1). Tulkitsemalla
funktio h sopivalla tavalla yhdistetyksi funktioksi f o g, véltytdan taltd (suurehkolta)
vaivalta.

Olkoon nyt ulkofunktiona f(z) = z° ja sisifunktiona g(z) = 2z + 1. Talldin h = f o g.
Toisaalta f'(z) = 62° ja ¢’(z) = 2, joten yhdistetyn funktion derivaatta on
(

(fog)(2) = f'(9(z))g' (z) = f'(2z + 1)g'(z) = 6(2z +1)° - 2 =12(2z + 1)°.

Tamé voidaan tehdi myos ilman, ettd funktioita merkitdén erikseen kirjaimilla. Ajatel-
laan vain mielessi, etta "ulko-osa on jotain potenssiin 6” ja “sisdosa on 2 kertaa x plus 1”.
Ensin derivoidaan vain ulko-osa sisdosasta valittdméattd. Se jotain, mikd on sisdosassa,
pysyy siis koskemattomana (vertaa kaavaan). Néin saadaan

(jotain”)®  ~s  6("jotain”)’.
Tahén sijoitetaan paikalleen sisfiosa ja kerrotaan sisdosan derivaatalla, jolloin saadaan:
6("jotain”)® - 2 = 12(2z + 1)5.
Lyhyesti siis
D(2z +1)5 =62z + 1)° - 2 = 12(2z + 1)°.



17

4.3. Derivaatan sovelluksia. Derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kasvua ja vi-
henemistd sekd funktion saamia ddriarvoja. Masritellddn ensin néihin liittyvié kéisitteita.

Maiiritelma 4.8. Funktio f on kasvava valilld [a,b], jos kaikilla pisteilld z < y vélilld
[a,b] patee f(z) < f(y). Jos lisdksi pitee f(z) < f(y), sanotaan, ettd funktio on aidosti
kasvava kyseiselld valilla.

Vastaavasti maaritelldan vahenevd ja aidosti vahenevd funktio.

Maiiritelma 4.9. Funktiolla f on pisteessd xg paikallinen eli lokaali maksimi, jos pétee
f(zo) > f(x) kaikilla pisteilld z jossain pisteen zy ympéristossid. Taméa arvo on funktion
suurin arvo, jos piatee f(zg) > f(z) kaikilla méaarittelyjoukon pisteilld z.

Vastaavasti méaritelladn paikallinen minimi ja funktion pienin arvo. Minimejé ja mak-
simeja kutsutaan funktion dariarvoiksi. Huomaa, ettd vakiofunktiolla on jokaisessa pis-
teessd sekd suurin ettéd pienin arvo.

Esimerkki 4.10. Tarkastellaan funktiota f : R — R

'x+2, kun x < —1

1, kun —1<z<0
flz)=¢—z+1, kun0<z<1
2z — 2, kun 1 <z < 2
| —2z + 6, kun z > 2.

Télla funktiolla on paikallinen maksimi pisteessd z = 2 seké jokaisessa pisteessa valilla
[-1,0]. Paikallinen minimi 16ytyy pisteestd z = 1 sekd my0s kaikista pisteistd valilld
] —1,0[ . Suurin arvo on f(2) = 2, mutta pienintd arvoa ei ole. Funktio on aidosti
kasvava valeilld | — oo, —1] ja [1,2], ja aidosti vihenevd vileilld [0, 1] ja [2,00[ . Valilla
[—1,0] funktio on sekd kasvava ettd vdhenevd, mutta ei aidosti kumpaakaan.

159

Edellisen esimerkin funktio ei ole kaikissa pisteissi derivoituva. Kasvavuuden, vahene-
vyyden ja dériarvojen kisitteet ovat silti mielekk&ita. Silloin kun funktio on derivoituva,
sen kuvaajalle piirretyn sivuajan kulmakerroin kertoo funktion muutosnopeuden. Siell4,
missd funktio kasvaa, kulmakerroin on positiivinen ja sielld, missd funktio vihenee, ne-
gatiivinen. Kohta, jossa kasvu vaihtuu vdhenemiseksi tai pédinvastoin, funktiolla on joko
minimi tai maksimi. Téllaisessa kohdassa sivuajan kulmakerroin on nolla.
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Puetaan seuraavaksi ndma havainnot lauseiksi. Ensimmaéinen seuraa suoraan derivaatan
médritelméstéd (el todisteta téssd).

Lause 4.11. Jos derwoituvalla funktiolla on paikallinen ddriarvo pisteessd g, miin

fl(ib'()) = 0.

Huom. Tém4 lause sanoo, ettd maksimi- ja minimikohdissa derivaatta on nolla. Taéma
ei kuitenkaan péde toisin péin, eli kaikki derivaatan nollakohdat eivdt valttdmditd ole
aariarvoja.

Seuraavat lauseet seuraavat niin kutsutusta vdaliarvolauseesta.

Lause 4.12. Jos f'(z) > 0 vdlilli [a,b], niin funktio f on kasvava kyseiselld vdlillld.
Jos lisiksi f'(x) = 0 vain vdlin yksittdisissd pisteissd, niin f on aidosti kasvava tuolla
valilld.

Vastaava pétee myos negatiiviselle derivaatalle.

Lause 4.13. Jos f'(z) < 0 vdlilla [a,b], niin funktio f on vihenevi kyseiselld valillla.
Jos lisiksi f'(z) = 0 vain vdlin yksittiisissi pisteissi, niin f on aidosti vihenevi tuolla
valilla.

Edellisissé lauseissa sanonta “yksittaisissa pisteissd” tarkoittaa, ettd ei ole olemassa ko-
konaista vilid [a, b], jolla derivaatta olisi nolla, vaan ainoastaan erillisid pisteité.

Esimerkki 4.14. Tarkastellaan 4. asteen polynomifunktiota f(x) = 3z* 4 423. Tutki-
taan, missa se on kasvava ja missd vahenevi, sekd minkélaisia dériarvoja silld on. Tata
varten lasketaan ensin funktion derivaatta:

f'(z) =3-42% + 4. 32* = 1223 + 122 = 122 (= + 1).
Derivaatan nollakohdat saadaan helposti tulon nollasdénnoén avulla:
flx)=0 < 122%(x +1) =0 < 1202 =0taiz+1=0 < z=0taiz = —1.
Nollakohdat ovat siis ¢ = —1 ja ¢ = 0. Lauseen 4.11 perusteella ndmé ovat ainoat
pisteet, joissa funktiolla voi olla paikallinen minimi tai maksimi. Lisdd tietoa néista

pisteistd saadaan esimerkiksi merkkikaavion avulla. Sithen kerdtddn tiedot derivaatan
etumerkista eri véleilld, ja naistd paatelladn funktion muutoksen suunta.

Koska derivaatta f’ on polynomifunktio eli jatkuva kaikilla reaaliluvuilla, sen etumerkki
voi vaihtua ainoastaan nollakohdassa (ns. Bolzanon lause). Tiedetédén siis, ettd véleilld
] —o00,—1[, ]—1,0[ ja ]0,00[ derivaatan merkki ei muutu. Toisaalta f'(—2) = —48,
f'(=1/2) = 3/2 ja f'(1) = 24. Néistd arvoista nihdddn, mikd derivaatan etumerkki on
milldkin vélilld. Kerdtddn tulokset kaavioon.

r<—1|-1<z<0|0<z
f'(z) — + +
f(z) ¢ /! a
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Lauseiden 4.12 ja 4.13 perusteella f on vihenevi vililld | — oo, —1] ja kasvava vilil-
18 [—1,00[ . Véheneminen ja kasvaminen on lisiksi aitoa, silld derivaatta on nolla vain
yksittaisissd pisteissd. Nyt voidaan myos paatelld, mitkd derivaatan nollakohdista ovat
ddriarvokohtia. Pisteen x = 0 ympérilla f on aidosti kasvava, joten se ei voi olla &driarvo-
kohta. Toisaalta pisteen £ = —1 vasemmalla puolella f on vdhenevé ja oikealla puolella
kasvava, joten kyseessé on lokaali minimikohta.

Esimerkki 4.15. Tarkastellaan edellisen esimerkin tavoin rationaalifunktiota g : R\ {0} — R,
g(z) = (z* 4 1)/z%. Funktion derivaatta on

vy D@E*+1)-2?2—(z*+1)-Da? 42322 —(2*+1)-22
g(z)= (22)2 - 4

425 —22° —2x 225 -2z x(22*—2) 22% -2

4

Derivaatta on tietysti méaritelty vain funktion maarittelyjoukossa, eli kun x # 0. Mur-
tolausekkeen nollakohdat ovat samat kuin sen osoittajan nollakohdat, joten

4

J(r)=0 <= 2" -2=0 <= ' =1 <= z=+1.

Derivaatan nollakohdat ovat siis 1 ja —1. Enté derivaatan etumerkki? Kuten edelld, deri-
vaatta on jatkuva sielld missd se on médritelty ja voi tdlla alueella vaihtaa etumerkkidan
vain nollakohdissaan. Derivaatta ei kuitenkaan ole méaritelty nollassa, joten sen etumerk-
ki voi olla erilainen nollan eri puolilla. Tarkastelu on siis jaettava véleihin | — oo, —1[,
]—1,0[, ]0,1] ja ]1,00[ . Tutkimalla derivaatan arvoja nailld véleilld saadaan seuraavan
nékoinen merkkikaavio:

r<-1|-1<z<0|0<z<] |1l
g (z) — + — +
gx) | / N /!
Merkkikaavion mukaan kohdissa x = —1 ja = 1 on lokaalit minimit. (Kohdassa z =0

sitd vastoin ei ole lokaalia maksimia, silld g ei ole siind maaritelty.)



20

| L S e S S S S p £ B B B S LA e

Niillg tiedoilla voidaan jo hyvin tarkasti magrittda derivoituvan funktion kulku. Seuraava
lisdtieto auttaa ddriarvojen 16ytdmisessa.

Lause 4.16. Suljetulla vdlilla madritelty jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pie-
nimmdn arvonsa tuolla vdlilld. Jos funktio on lisiksi derivoituva, suurin ja pienin arvo
loytyvdt joko vdlin pddatepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

Esimerkki 4.17. Tarkastellaan nyt aikaisemman esimerkin funktiota f(z) = 3z* + 42°
suljetulla vélilld [—2,1]. Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa sekd vélin
paatepisteissi.

f(=1)=-1, f(0)=0, f(-2)=16, f(1)="7.

Edellisen lauseen perusteella funktion suurin ja pienin arvo valilla [—2, 1] 16ytyvét ndiden
arvojen joukosta. Suurin arvo on selvésti f(—2) = 16 ja pienin f(—1) = —1.

Monet arkielamén optimointiongelmat voidaan edelld opittujen seikkojen avulla késitella
derivaatan avulla.

Esimerkki 4.18. Maanviljelijalla on 20 metrié verkkoaitaa. Hén haluaa rakentaa kanoil-
le suorakulmaisen aitauksen. Aitatarpeita sééstddkseen hén paattaé rakentaa aitauksen
ladon viereen niin, ettéd ladon seiné korvaa toisen aitauksen pitkisté sivuista. Miten pitkét
on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-ala olisi mahdollisimman iso?

Ratkaisun 16ytdmiseksi muodostetaan funktio, joka kuvaa maksimoitavaa suuretta jonkin
muuttujan funktiona. Maksimoitava suure on aitauksen pinta-ala, joka lasketaan pitkéin
ja lyhyen sivun tulona. Merkitdén lyhyen sivun pituutta z. Pitkille sivuille jaa talloin
20 — 2x metrid verkkoaitaa. Niin saadaan aitauksen pinta-ala lyhyen sivun pituuden
funktiona:

A(z) =z - (20 — 2z) = —22% + 20z.

Lyhyt sivu on vdhintddn 0 ja enintddn 10 metrid pitkd. Funktio A on siis mé&iritelty
suljetulla vililld [0, 10]. Se on derivoituva, joten suurin arvo lytyy méadrittelyvilin pas-
tepisteestd tai derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 20.
Derivaatta on nolla vain jos £ = 5. Suurin arvo l0ytyy siis seuraavien arvojen joukosta:
A(5) = —2-5%2+20-5=150, A(0)=0, A(10)=0.

Suurin pinta-ala saadaan siis, kun lyhyen sivun pituus on 5 metrié, jolloin pitkdn sivun
pituudeksi tulee 10 metria.
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Esimerkki 4.19. Suorakulmio sijaitsee koordinaatiston ensimmaéisessd neljdnneksessa
siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja vastakkainen kulma suoralla y = —2z + 3 (ks.
kuva). Laske téllaisen suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

Merkitadn suorakulmion alareunan pituutta z. Koska suorakulmion kulma on suoralla
y = —2x + 3, sen y-koordinaatin, joka on samalla suorakulmion korkeus, tdytyy olla
—2x + 3. Té&lloin ala on

A(z) = 2(—2z + 3) = —22° + 3.

Tehtavinannon mukaan tdytyy olla 0 < z < 3/2. Sallitut arvot muodostavat suljetun
vélin, ja funkio on derivoituva, joten suurin arvo l6ytyy derivaatan nollakohdasta tai
médrittelyvilin padatepisteestd. Padtepisteissad ala on selvdsti 0. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 3,

ja tdmén ainoa nollakohta on z = 3/4. Alan suurin arvo on siis

2
A(3/4) = —2 G) +3. Z _ g
A
y =-2x+3

(%, y) = (x, -2x+3)

(312, 0)

A -
X \ =

4.4. Korkeammat derivaatat. Funktion f derivaatta f’ on myos erds funktio, jo-
ten myds se itse voi olla derivoituva. Témaé pétee myos derivaatan derivaatalle ja niin
edelleen. Jos f voidaan derivoida n kertaa, tulosta kutsutaan n:nneksi derivaataksi ja
merkitéddn jollain seuraavista tavoista:

" f
(n)  pn) il
fo, g, S

Jos n on pieni, kuten 2 tai 3, voidaan myos merkitd f” tai f™”.

Toinen derivaatta kertoo funktion derivaatan kasvusta. Jos esimerkiksi s kuvaa kuljettua
matkaa, kuvaa s’ nopeutta ja s” vastaavasti kiithtyvyytti.

Seuraava toisen derivaatan ominaisuus voi olla hyédyksi.

Lause 4.20. Oletetaan, ettd f on kahdesti derivoituva ja f':lla on nollakohta pisteessd
xo. Tdlloin pdtee:

a) jos f"(zg) <0, niin zo on f:n paikallinen maksimikohta,
b) jos f"(zg) > 0, niin xy on f:n paikallinen minimikohta.

Sen sijaan, jos f"(xzo) = 0, niin kohdassa xy voi olla paikallinen ddiriarvo tai olla ole-
matta.

Esimerkki 4.21. Olkoon jilleen f(z) = 3z* + 4z®. Ensimmiinen derivaatta on
f(z) = 1223 + 1222
ja toinen derivaatta
f"(x) =12 - 3z + 12 - 2z = 3622 + 24z.
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Derivaatan nollakohdat olivat £ = —1 ja z = 0. Toisen derivaatan arvot néissé pisteissi
ovat

f'(=1)=36-1+24(-1) =12, f(0)=0.
Kohdassa z = —1 on siis lokaali minimi, mutta kohdasta £ = 0 ei osata t&lla perusteella

sanoa mitdan. Aiempi tutkimus osoitti, etté téssé kohdassa ei ollut ddriarvoa.

5. JATKUVAN FUNKTION INTEGRAALI

Jos tunnetaan jotain suuretta kuvaava funktio, kertoo derivaatta suureen muutosnopeu-
den, mikali funktio on derivoituva. Tilanne voi kuitenkin olla sellainen, ettd tunnettu suu-
re kuvaakin nimenomaan muutosnopeutta, ja haluaisimme tietdéd jotain alkuperdisesté
funktiosta. Esimerkiksi nopeus on kuljetun matkan derivaatta. Voimme tuntea auton no-
peutta kullakin ajanhetkelld kuvaavan funktion ja haluaisimme tietdd, miten paljon auto
on edennyt jollain tietylld aikavililld. Voidaan sanoa, ettd haluamme selvittda nopeutta
kuvaavan funktion kertymdn tietylld aikavililld. Tdhén tarvitaan integraalin kasitetté.
Téassa luvussa maéritelladn integraali vain jatkuville funktioille, mutta maaritelmas voi-
daan yleistdd niin, ettd se soveltuu myos epédjatkuville funktioille.

Tarkastellaan esimerkking linja-autoa matkalla Kotkasta Helsinkiin. Oletetaan, ettd tun-
nemme linja-auton nopeuden v ajan funktiona. Yritetddn arvioida nopeuden funktion
perusteella kuljettua matkaa ensimmaéisen tunnin aikana eli aikvavalilla [0, 1].

Jos nopeus pysyisi koko ajan tasaisena, eli v olisi vakiofunktio, saisimme kuljetun matkan
yvksinkertaisesti kertomalla kiyetyn ajan tuolla vakionopeudella. Kuljettu matka olisi
s = v -1 h. Nopeus voi kuitenkin vaihdella ajanhetkestd toiseen, joten tdmé ei onnistu.
Voimme silti arvioida kuljettua matkaa maksimi- ja miniminopeuksien avulla.

Olkoon esimerkiksi bussin suurin nopeus vélilld [0, 1] ollut 110 km/h, ja pienin nopeus 0
km/h (bussi seisoi aluksi asemalla). Jos bussi olisi ajanut koko ajan maksiminopeudel-
laan, se olisi kulkenut tunnin aikana 110 km/h- 1 h=110 km. Jos se taas olisi ollut koko
ajan paikallaan, se olisi kulkenut 0 km. Tieddmme siis, ettd todellinen kuljettu matka
on jossain nollan ja 110 kilometrin valilla.

Tarkempi arvio saadaan, kun tarkastellaan aikavilid osissa. Oletetaan esimerkiksi, ettd
ensimmdisen puolen tunnin aikana bussin maksiminopeus oli vain 100 km/h ja minimino-
peus 0 km /h. Toisen puolen tunnin aikana maksimi- ja miniminopeudet olivat vastaavasti
110 km/h ja 40 km/h. Nyt voimme arvioida, ettd ensimmaéiselld osalla edettiin enintdan
100-1/2 = 50 km ja véhint&én 0-1/2 = 0 km, sekd toisella osalla enintéén 110-1/2 = 55
km ja vdhintdén 40 - 1/2 = 20 km. Kun nédm4 lasketaan yhteen, voidaan todeta, ettd
tunnin aikana edettiin yhteensd enint&ddn 50 + 55 = 105 km ja vdhintddn 0 + 20 = 20
km, mikd on jo alkuperiistd parempi arvio. Voimme edelleen pilkkoa aikavélin esimerkik-
si 4 osaan ja tehd& vastaavanlaisen arvion. Talloin voitaisiin saada seuraavan taulukon
mukainen tulos:

aikavéli | nopeus max | nopeus min | matka max | matka min
0-15 min | 40 km/h 0 km/h 10 km 0 km
15-30 min | 100 km/h 40 km/h 25 km 10 km
30-45 min | 86 km/h 40 km/h 21,5 km 10 km
45-60 min | 110 km/h 76 km/h 27,5 km 19 km
| yhteensa | — | — | 84 km | 39 km
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Mita pienempiin osiin pilkomme aikavilin, sitd tarkemman arvion saamme auton kulke-
malle matkalle. Tarkimman arvion saamiseksi voisimme tarkastella raja-arvoa osavélien
pituuden ldhestyessid nollaa. Téllainen tarkastelu voidaan yleistdd koskemaan mité ta-
hansa jatkuvia funkioita. Y14~ ja ala-arvioita kutsutaan funktion yld- ja alasummiksi ja
ndiden raja-arvoa funktion integraaliksi. Integraali kuvaa funktion kertymdd tietylla va-
lilld. Jos funktio kuvaa jonkin suureen muutosnopeutta, integraali kertoo suureen arvon
kokonaismuutoksen.

Maiééritelma 5.1. Olkoon f valilld [a,b] médritelty jatkuva funktio. Jaetaan vili tasai-
sesti korkeintaan h:n pituisiin suljettuihin osavileihin. (Jos jako ei mene tasan, anne-
taan oikeanpuoleisimman osavélin olla lyhyempi kuin muut.) Valitaan jokaisella osavi-
lill4 funktion suurin arvo, kerrotaan se vilin pituudella ja lasketaan néin saadut arvot
yhteen. Kutsutaan saatua summaa funktion ylisummaksi vililld [a,b] ja merkitddn tatd
Sp,. Funktiolla on varmasti jokaisella osavililld suurin arvo lauseen 4.16 nojalla.

Valitaan samoin jokaisella osavélilla pienin arvo, kerrotaan se vélin pituudella ja lasketaan
tulokset yhteen. Kutsutaan tata summaa funktion alasummaksi valilld [a, b] ja merkitdan
sitd sp,.

Funktion f integraali vililld [a,b] on yldsumman ja alasumman raja-arvo osavilin pituu-
den h ldhestyessa nollaa:

=1 = li
/f ) dx 1mS'h lim sp.

T&mé& raja-arvo on aina olemassa, kun f on jatkuva valilla [a, b].

Integraalimerkinnéssd integroimisvali merkitdén integraalimerkin yla- ja alapddhén. Ter-
mi dx lopettaa integroitavan lausekkeen. Se kertoo, minkd muuttujan suhteen integroi-
tava lauseke on kirjoitettu (voisi olla esim. f(t) dt).

Kaikki jatkuvat funktiot ovat integroituvia milld tahansa suljetulla valilla, eikd maéaritel-
mésséd tarvitsisi tarkastella erikseen sekd yla- ettd alasummia. Integraali voidaan kuiten-
kin maaritelld muillekin kuin jatkuville funktioille. Jos funktio ei ole jatkuva, voi kdyd&
niin, etteivit yli- ja alasummat ldhesty toisiaan h:n pienetessd. Téalloin funktio ei ole
integroituva.

5.1. Integraali kuvaajassa. Ajatellaan integroimisvali jaetuksi tasaisesti osavéleihin.
Funktion yldasumma on sellaisten suorakulmioiden pinta-alojen summa, joiden korkeus
on jokaisella osavalilld funktion suurin arvo. Alasumma taas koostuu sellaisten suorakul-
mioiden pinta-aloista, joiden korkeus on joka osavililld funktion pienin arvo.
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Kun osavilin pituutta lyhennetdan, 1dhestyvit funktion suurin ja pienin arvo tuolla valilla
toisiaan (Tém4 johtuu funktion jatkuvuudesta: kun muuttuja on sidottu pienelle vilille,
ei funktion arvokaan voi muuttua paljon.) Siispd my0s yla- ja alasuorakulmioiden huiput
kullakin valilld 1&hestyvét toisiaan ja funktion kuvaajaa, joka on niiden valisséd. Kun
osavilien pituus lahestyy nollaa, suorakulmioiden huiput kohtaavat ja puristavat funktion
arvon véliinsd. T&lloin niiden yhteenlasketun pinta-alan raja-arvo, funktion integraali,
vastaa kuvaajan ja z-akselin vdliin jadvdn alueen pinta-alaa.
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Huom. Kuten "vilin pituus” h erotusosaméirin lausekkeessa, voi myds integraali olla
negatiivinen, vaikka se tavallaan kuvaakin pinta-alaa. Jos nimittdin funktio on jollain
valilld negatiivinen, eli kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, on myos integraali tuolla
vlill& negatiivinen.

5.2. Integraalin laskeminen. Integraalin laskeminen suoraan mééritelmén avulla on
yleensa erittéin vaikeaa (vaikeampaa kuin derivaatan laskeminen erotusosaméadrin avul-
la). Siksi integroitaessa kiytetdankin yleensd apuna niin kutsuttua integraalifunktiota.
Funktion F derivaatta F' on itsekin erds funktio, joten sitd voidaan merkitd vaikkapa
f. Téméan (derivaatta)funktion f integraalifunktio on alkuperdinen funktio F. Integraa-
lifunktio on siis derivaatalle vastakkainen késite, ja usein puhutaankin antiderivaatasta.

Maiéritelmé 5.2. Funktio F on funktion f integraalifunktio, jos F' = f.
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Funktion integraalifunktion derivaatta on siis funktio itse, samaten derivaatan integraa-
lifunktio. Jos funktio on jatkuva, silld on aina olemassa integraalifunktio, jopa useita.
Jos esimerkiksi f(z) = 2z, niin integraalifunktioksi kelpaa yhtd hyvin Fy(z) = z? kuin
Fy(z) = 22+1,silld Dz? = D(2?+1) = 2. Funktion eri integraalifunktiot ovat kuitenkin
aina hyvin samankaltaisia, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 5.3. (Integraalilaskennan peruslause) Olkoon F{ = Fj = f, eli sekia Fy ettid Fy
ovat funktion f integraalifunktioita. Tallin Fy(x) = Fa(x) + C kaikilla x, missi C on
vakio.

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis vakion lisdystd vaille samoja. Integraali-
funktiota merkitédén usein seuraavasti:

/f(x)dx:F(x)+C,

Téassé siis F' on f:n integraalifunktio. Merkintd on sama kuin integraalilla ilman in-
tegroimisvalid, ja joskus integraalifunktiota kutsutaankin mddrdamditomdksi integraa-
liksi. Vakio C on niin sanottu integroimisvakio, joka kuvaa sitd, ettei integraalifunktio
ole yksikédsitteinen.

Esimerkki 5.4. Funktion f(z) = z eriis integraalifunktio on F(z) = 3z%. Voidaan siis
merkita

/mdm:%xQ—l-C.

Koska derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta, ja integraali taas muutoksen aiheutta-
maa kertymdii, ovat integraali ja derivaatta erédssd mielessd toistensa vastakohtia. Kul-
jetun matkan derivaatta on kulkunopeus, kun taas kulkunopeuden integraalina saadaan
kuljettu matka. Tadh&n perustuu seuraava lause.

Lause 5.5. (Analyysin peruslause) Olkoon f wvdlilli [a,b] mddritelty jatkuva funktio, ja
F jokin sen integraalifunktio (eli F' = f.) Tdlloin

/bf(x) dz = F(b) — F(a).
Usein merkitddn ' \
/F(x) = F(b) — F(a).
Merkintd lausutaan “sijoitus a:st(jz b:hen”.

Huom. Vaikka kaikilla funktioilla on monia integraalifunktioita, ei ole véilid, mitd niistd
kiyttdd integraalia laskettaessa. Tamé johtuu siitd, ettd sijoituksessa mahdolliset yli-
madraiset vakiot supistuvat kuitenkin pois.

Esimerkki 5.6. Olkoon f(r) = 2z. Eris integraalifunktio on F(z) = z?. Edeltivin

lauseen mukaan
1

1
/ 2:1:d:1::/x2:12—02:1.
0 0
Toisaalta myds z2 + 1 on f:n integraalifunktio, joten
1 1
/ Qxdx:/($2+1):(12+1)—(02+1):1+1—0—1:1.
0 0
Tamén integraalin arvo on kuvan varjostetun kolmion pinta-ala.
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5.3. Laskusdintdja.
1. /abf(a:)+g(:1:)d:v:/abf(:v)dw-i—/abg(x)dw
2. /abcf(x)da::c/abf(x)dm
3. /abf(:c)dx:/acf(:v)d:v—k/cbf(:v)dm

Kaksi ensimmaisté sdant6a ovat tuttuja jo derivaatan yhteydestd. Kolmas sdantd sanoo,
ettd integroimisvili voidaan pilkkoa osiin. Tdma on hyddyllistd esimerkiksi, jos funktio
on paloittain madritelty ja eri alueissa tarvitaan eri integraalifunktioita.

Esimerkki 5.7. Integroidaan itseisarvofunktiota f(z) = |z| valilld [—1,1]. Lasketaan
integraali osissa. Vililld [—1,0] on f(z) = —z, joten integraalifunktioksi voidaan valita
Fi(z) = —%wz. Toisaalta vilillad [0,1] patee f(z) = z, joten integraalifunktioksi kiy
Fy(z) = 322 Tillsin

1 0 1 1 1 1
/ |$|d37:/ —a:da:—l—/ rdr = ——m2+/—w2
-1 -1 0 8 2 A 2

1, 1 ) 1, 1 11
=(-2-02=(—=-(-1 12— 2.0%) =04+-+-—-0=1
(20 (2( )>)+(2 50 0+5+5-0

Analyysin peruslauseen mukaan derivoimissddnndists saadaan suoraan vastaavat integroi-
missddnndt. Esimerkiksi potenssin integroimissdntd on

b b
1
4. ¥ dzx :/ #F T kun k #£ —1.
/a k+1 ’ 7
a
Huom. Potenssitermi integroidaan siis lisdamalld eksponenttiin yksi ja jakamalla lauseke
néin syntyneelld uudella eksponentilla. Koska potenssin derivoimisséddnté ei toimi, jos
eksponentti on nolla, vastaavasti integroimissdanto ei toimi, kun eksponentti on —1.

Integroiminen on yleensd vaikeampaa kuin derivoiminen, koska tulon, osamaérin tai
yhdistetyn funktion integroimiseen ei ole olemassa laskusdéntdja. Yhdistetyn funktion
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derivoimissddnnostd saadaan kuitenkin seuraava hyddyllinen integroimiss&danto:

b b
5. [ Flal)d @) iz = [(7o9)(a)

Esimerkki 5.8. Integroidaan funktiota h(z) = z(x? + 1) vililli [0, 1]. Yritet#iin saada
riippuvuussiddnnon lauseke laskusdéinnén 5 vaatimaan muotoon f'(g(z))g'(z). Téytyisi
siis tulkita lause siten, ettd siind on yhdistetty funktio, jonka ulkofunktio on jonkin
funktion derivaatta ja tdmé yhdistetty funktio on vield kerrottu sisdfunktion derivaatalla.

Lausekkeessa esiintyykin valmiina yhdistetyn funktion lauseke (z? + 1)3. Valitaan siis
sisdfunktioksi g(z) = z2 + 1. Tdmi lauseke on vield kerrottu z:114, joka on itse asiassa
vakiokerrointa vaille sisdfunktion derivaatta ¢'(z) = 2z. Endi tarvitsee tulkita ulkofunk-
tio erfiin funktion f derivaataksi, eli niin ettd f/(z) = z®. Voidaan valita esimerkiksi
f(z) = tz*. Sdsnnén mukaan

1 1 1
/0 z(z? +1)3 dw%/ﬂ (22 +1)% - 2zde = % "(9(x))g' (z) dz

Huomaa, miten integraaliin lisdttiin aluksi sis&funktion derivaatan vaatima kerroin 2. Sa-
malla koko integraali piti kertoa puolikkaalla. T&ll4 tavoin voidaan korvata miks tahansa
vakiokertoimen puuttuminen sisdfunktion derivaatasta. Sen sijaan esimerkiksi lauseket-
ta z(x3 + 1)3 ei voisi saada si#innén vaatimaan muotoon, koska sisdfunktion derivaatta
on 322, ja ulkopuolella on kertoimena vain z. Toista potenssia sille ei mitenkéiin voida
lisaté.

5.4. Sovelluksia. Integraalilla voidaan laskea jonkin suureen kertymaa esimerkiksi ajan
suhteen.

Esimerkki 5.9. Metsén kasvit kiyttdvit auringonpaisteesta saamaansa energiaa. Fner-
gian mittausta varten metsdan on asetettu mittalaitteita, jotka mittaavat auringonpais-
teen tehoa eli energiavuota. Mitd kirkkaampi paiste, sitd suurempi mittalaitteen lukema.
Erdén téllaisen mittalaitteen lukema noudatti aikavililla [12, 13] melko tarkasti funktio-
ta P(t) = —3,6t% + 94t — 500 (kJ/h). Talld aikavililli laitteen vastaanottama energia on
energiavuon kertymé, joten se saadaan integroimalla

13 13

E = / —3,6t% + 94t — 500 dt = / (—1,2¢% + 47¢* — 500¢)
12 12

= (—1,2-13° +47-13%* =500 - 13) — (—1,2- 12° + 47 - 12* — 500 - 12) ~ 110 (kJ).

Integraalia voidaan myos kiyttdd geometrisend tyokaluna, koska se kertoo kuvaajan ja
x-akselin vélisen pinta-alan.

Esimerkki 5.10. Tarkastellaan funktiota f(z) = z3. Miki on timé#n funktion kuvaajan
ja x-akselin véliin jadvén alueen pinta-ala valilla [—1,1]7

Ensin on muistettava, ettd integraali ei itse asiassa kuvaa pinta-alaa, koska se on ne-
gatiivinen sielld, missé itse funktiokin on negatiivinen. Ensin on siis tutkittava hieman
funktiota f, jolloin saadaan selville, ettd f on negatiivinen vélilla [—1, 0[. Pinta-alan las-
kemiseksi on siis jaettava vili kahteen osaan: [0,1] ja [—1,0]. Integraalit ndiden vilien yli
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Jalkimmainen integraali on negatiivinen, kuten pitikin olla. Pinta-ala saadaan nyt las-
kemalla yhteen namé integraalit, kunhan jalkimmaéisen etumerkki vaihdetaan:

A=15L+(-I) =

_|_

5.

| =
Y,

A,

0,5 1

q"|||¢‘>||||

'
—

Esimerkki 5.11. Tutkitaan pyordhdyskappaletta, joka syntyy, kun jonkin funktion f
kuvaaja pyorahtdd syvyyssuunnassa x-akselin ympaéri ja ndin saadun pinnan siséén jaava
tila vield "katkaistaan paistd” kahdella x-akseliin ndhden kohtisuorassa olevalla tasolla
kohdissa a ja b. Ollaan siis tavallaan ”sorvattu” a:n ja b:n valilld olevasta palikasta pyo-
rahdyskappale funktion f kuvaajan muotoisella teralls.

Tietyssa kohdassa  mainitun pyorahdyskappaleen poikkileikkaus on ympyré, jonka sidde
on f(z). Ympyrin alan kaava on 772, joten pydrihdyskappaleen poikkipinta-ala tuossa
kohdassa on 7 f(x)2. Kappaleen tilavuus saadaan poikkipinta-alan kertymini vilill [a, b]
eli integroimalla mf(z)? a:sta bthen. Otetaan esimerkiksi selville funktion f(z) = 1

kuvaajan vilille [1,2] muodostaman pydrahdyskappaleen tilavuus:

2 2 1 2 2 1
V= 7Tf(.’E)2d.’II:/ 7r(—> d.’E:ﬂ'/ — dz
1 1 T 1z
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5.5. Epdjatkuvan funktion integraalista. Integraali voidaan helposti yleistda koske-
maan myos epédjatkuvia funktioita. Madritelméa taytyy oikeastaan muuttaa vain kahdes-
sa kohdassa. Ensinnékin epédjatkuva funktio ei vilttamé&ttd saavuta pieninté tai suurinta
arvoa suljetulla vililla. Ta&ma voidaan kuitenkin helposti korvata kdyttdmalla suurimman
arvon sijasta niin kutsuttua pienintd ylarajaa ja pienimmén arvon sijasta suurinta ala-
rajaa. Namé ovat olemassa, mikili funktio on rajoitettu (eli ei saa mielivaltaisen suuria
tai pienid arvoja). Toinen ongelma on se, etteivit funktion ylasumma ja alasumma valt-
tdmattd ldhesty samaa lukua osavilia lyhennettéessd. Télloin funktio ei ole integroitu-
va. Lisdksi tdytyy sallia muutkin kuin tasaiset osavélijaot, koska joidenkin epéjatkuvien
funktioiden yli- ja alasummat ldhestyvét toisiaan vain, jos jako ei ole tasainen.

My®és integraalifunktion kisite aiheuttaa ongelmia. Lahes kaikki derivaatat ovat jatku-
via, joten useimmilla epdjatkuvilla funktioilla ei ole integraalifunktiota. Integraalit on
silloin laskettava muulla tavalla. Toisaalta voi my6s kdyd& niin, ettd integraalifunktio on
kylld olemassa, mutta funktio ei olekaan integroituva. Epédjatkuvien funktioiden kans-
sa tdytyy siis olla joka suhteessa tarkkana, mutta usein integrointi kuitenkin onnistuu,
kuten seuraavan esimerkin tapauksessa.

Esimerkki 5.12. Ennen kuin auringonpaistetta mittaavat laitteet vietiin metsdén, niita
testattiin laboratoriossa. Laite asetettiin kirkkaan lampun alle kymmeneksi sekunniksi,
ja viiden sekunnin kohdalla valo katkaistiin. Mittalaite kuitenkin rekisteroi vield huoneen
ikkunoista tulevan valon.

Olkoon mittalaitteen P : [0,10] — R mittalaitteen lukema ajan funktiona. T&lloin

1 k <t <
P(t):{ 00, kun 0 <t <5

3/s).
2 kns<t<1o /%)

Funktio P on epijatkuva eiké se ole minkddn funktion derivaatta. Silld ei siis ole inte-
graalifunktiota. Se on kuitenkin integroituva, ja sen integraalille patevit kaikki samat
laskusddnnot kuin jatkuvassakin tapauksessa. Voimme siis integroida sen erikseen vé-
leilld [0, 5] ja [5,10] (laskusdénto 3). Kummallakin osalla funktio on jatkuva ja silld on
integraalifunktio, joten

10 5 10 5 10
P(t)dt = / Pyd+ [ Pyt = / 100 dt + / 20 dt
0 0 5

0 5

5 10
= / 100 + / 20t = (500 — 0) + (200 — 100) = 600 (kJ).
0 5

(Jos ollaan tarkkoja, suljetulla vélilla [5,10] funktio ei ole jatkuva, koska padtepisteessa
arvo on f(5) = 100. Integraalin suuruus ei kuitenkaan riipu arvoista péétepisteissi.)
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6. JOITAIN ERITYISFUNKTIOITA

6.1. Eksponenttifunktio. Luvun a potenssi a* on tihin mennesss méiritelty vain niis-
sé tapauksissa, joissa k on kokonais- tai murtoluku. Tatd méaritelmés voidaan kuitenkin
laajentaa koskemaan myo0s muita reaalilukuja. Tamén avulla voidaan laskea esimerkiksi
luku 2V2. Miritelmis ei kayda lapi talld kurssilla, vaan sen sijaan luotetaan siihen, ettd
laskin antaa téllaisille luvuille tarvittaessa hyvié likiarvoja.

Kun potenssi laajennetaan koskemaan mité tahansa lukuja, voidaan muodostaa funktio,
jonka arvot ovat jonkin positiivisen vakion a arvoja korotettuina muuttujan osoittamiin
potensseihin. Tdmé& funktio on nimeltddn a-kantainen eksponenttifunktio, ja sitd merki-
tddn usein exp,.

Miéiritelmé 6.1. Funktiota exp, : R — R, exp,(z) = a”, missi a on jokin positiivinen
vakio, kutsutaan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi. Vakiota a kutsutaan eksponentti-
funktion kantaluvuksi.

Potenssifunktion ja eksponenttifunktion ero on siis se, ettd potenssifunktiossa muuttu-
jan arvo korotetaan vakiopotenssiin, kun taas eksponenttifunktiossa vakio korotetaan
muuttujan osoittamaan potenssiin. Huomaa, ettd jalkimmaisessd tapauksessa vakion a
on madritelman mukaan oltava positiivinen.

Esimerkki 6.2. Olkoot f(r) = 22 ja g(z) = 2%. Tillsin f(1) = 12 = 1, f(~1) =
(-1)2 = 1 ja f(v2) = (v2)? = 2. Toisaalta g(1) = 2! = 2, g(—1) = 27! =
9(v2) = 2V2 =~ 2,665. Kuitenkin f(2) = 22 = g(2).

Eksponenttifunktio on (kantaluvusta riippumatta) kaikkialla jatkuva ja derivoituva seké
aina aidosti positiivinen. Alla on eksponenttifunktion kuvaajia erilaisilla kantaluvun a
arvoilla. Jos a > 1, niin eksponenttifunktio on aidosti kasvava. Jos taas a < 1, niin
funktio on aidosti viheneva.
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1. a®%a¥ = a®tY
2. (a®)¥ = a™
3. a7 *=1/a"
4. a® =

Kun kantaluvuksi valitaan ns. Neperin luku e, saadaan erityisen mielenkiintoinen ekspo-
nenttifunktio. Yleensd, jos puhutaan eksponenttifunktiosta kantalukua mainitsematta,
tarkoitetaan juuri tatd funktiota.

Maiéritelmi 6.3. Funktiota

exp: R = R, exp(z)=c¢€"
kutsutaan (tavalliseksi) eksponenttifunktioksi. Vakio e on irrationaaliluku, jonka likiarvo
on 2,71828.
Tavallisen eksponenttifunktion térkein ominaisuus on se, ettéd sen derivaatan arvo on joka
pisteessid sama kuin itse funktion arvo:

D e” =¢€".

Tamé ominaisuus on hyvin tdrked muun muassa differentiaaliyhtéléiden yhteydessa.

Esimerkki 6.4. Eksponenttifunktioiden yhteydessd tulon ja yhdistetyn funktion de-

rivointisiinnot tulevat tarpeeseen. Derivoidaan esimerkin vuoksi funktio f(z) = ze??.

Kyseessé on siis polynomin ja eksponenttifunktion tulo. Tulon derivointisdannén mukaan
f'(x) =Dz -e** 4+ z-De*® =1-€* + - De*® = ** + - De*”.

Derivoimatta jii vield De?®. Timé on yhdistetyn funktion lauseke, missi ulkofunktio-
na on g(z) = €% ja sisifunktiona h(z) = 2z. Ulko-osan derivaatta on €%, ja sisdosan
derivaatta on 2. Yhdistetyn funktion derivoimissd&innén mukaisesti saadaan siis

De* = g (h(@)H (z) = ¢ (20) -2 = &> - 2 = 27,
Lopputulos on siis

fl(z) = € + - De*® = e®® + x-2e?% = 2% + 22¢*® = **(1 + 21).
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6.2. Logaritmifunktio. Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kddnteisfunktio. T&-
mi tarkoittaa sitd, ettd eksponenttifunktion arvo syGtettyné logaritmifunktiolle palaut-
taa alkuperdisen muuttujan arvon. Toisaalta myds logaritmifunktion arvo syGtettyna
eksponenttifunktiolle palauttaa alkuperéisen arvon.

Maiidritelma 6.5. Olkoon a jokin positiivinen vakio. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa
funktio log, : ]0,00[ — R, jolle pétee

log, a® = a8 % = .

Tata funktiota kutsutaan a-kantaiseksi logaritmifunktioksi.

Luvusta z otettu a-kantainen logaritmi kertoo siis, mihin potenssiin a tdytyy korottaa,
jotta saataisiin z (silli a!°8«% = z). Huomaa, etts logaritmi on miiritelty vain positii-
visilla luvuilla, koska positiivinen a korotettuna mihin tahansa potenssiin on aina posi-
tiivinen. Kuten eksponenttifunktio, my6s logaritmifunktio on kantaluvusta riippumatta
derivoituva koko maéarittelyjoukossaan, ja jos @ > 1, niin logaritmifunktio on kasvava,
jos a < 1, niin se on vidheneva.

Esimerkki 6.6. Logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin kantaluku taytyy korottaa,
jotta saataisiin . Siispé

log, 16 =4, logz9 =2, logs125=3.
Lisédksi kaikilla kantaluvuilla a pétee

log,1=0, ja log,a=1.

Eksponenttifunktion laskusdénnoistd voidaan johtaa logaritmin laskusddntoja.

1. log, xy = log, = + log, y
2. log, z¥ =ylog,

3. log,(1/z) = —log, =

4. log,1=0

Esimerkiksi 1 séénto voidaan johtaa seuraavasti. Logaritmi log, xy kertoo, mihin po-
tenssiin a taytyy korottaa, jotta saataisiin zy. Eksponenttifunktion laskusddnnén 1 sekd
logaritmifunktion méiritelmin avulla saadaan a'%8e*H%8a¥ = gloga® . gloga¥ = gy, Siis
log, xy = log, z + log, y.
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Joidenkin kantalukujen tapauksissa on tapana kdyttdd logaritmista omaa merkintda.
Esimerkiksi

logigz =1gz, log,z=Inz, logyz =1bz.

Esimerkki 6.7. Kymmenkantainen logaritmi kertoo suunnilleen, kuinka monta numeroa
luvussa on:

Igl0=1, Igl20~2 Igl0000 =4, 1g987654321 ~ 9.

Erikantaisista logaritmeista matematiikassa térkein on In. Sitd kutsutaan luonnolliseksi
logaritmiksi, ja se on tavallisen eksponenttifunktion kdanteisfunktio. Monesti sitd merki-
tadn yksinkertaisesti log (ilman kantalukua). Luonnollisen logaritmin derivaatta on

1
D Inx = —.
T

Esimerkiksi yhdistetyn funktion derivoimissdanndlld voidaan néyttéé, ettd myos D In(—z)
1/x. Tasta saadaan integroimissaanto

b b
1
/ —dw:/ln|a;\.
a z a

Itseisarvo tarvitaan, koska ei tiedetd, onko vili [a, b] positiivisella vai negatiivisella puo-
lella. Logaritmiin ei nimittdin voi sijoittaa negatiivisia lukuja. Nyt voidaan vihdoin kir-
joittaa potenssin integroimissddntoé kokonaisuudessaan:

b b 1
k. k+1 -
:I:d:c—/ " jos k #£ —1,
/a [ kTl
b

b
/ w_1d$:/1n|:(;|.
a a

Esimerkki 6.8. Integroidaan funktiota f(z) = 1/z valilla [1, e]. Funktion f (erds) inte-
graalifunktio on In|z|. Koska esimerkin integroimisvélilld pitee z > 0, integraalifunktio
on itse asiassa Inz. Téten

61 €
/ —dxz/lnx:lne—lnlzl—():l.
1 T 1

Integroidaan sitten samaa funktiota vélilld [—2, —1]. Koska nyt = < 0, integraalifunktio
on In|z| = In(—=z). Siispa

11 " 1
/ —d:v:/ln(—x):ln1—1n2:O—ln2:—ln2:ln—.
2 X 2

-2
Huomaa, ettd funktiota f ei voi integroida esimerkiksi valilla [—1, 1], koska f ei ole
médritelty nollassa.

6.3. Kantaluvun vaihtaminen. Kaikki eksponentti- ja logaritmifunktiot voidaan il-
maista tavallisen eksponenttifunktion ja luonnollisen logaritmifunktion avulla. Koska
e"® = g, saadaan ensinnikin

T Ina z Ina-x
a :(e ) =e .

Toisaalta log, y on se luku z, johon a pitdd korottaa, jotta saataisiin y. Edellisen yhtélon
mukaan tdma luku kerrottuna luvulla lna on se luku, johon e pitdd korottaa, jotta
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saataisiin y. Saadaan siis seuraavat laskusdédnndt kantaluvun vaihtamiselle:
exp,(z) = exp(lna - z),
log, z = ln_a:
Ina
Itse asiassa tdssd voisi olla toisena kantalukuna muukin kuin e. Voitaisiin esimerkiksi
vaihtaa kantaluvuksi 10 seuraavilla kaavoilla:

exp,(z) = expyo(lga- ),
1 gz

08, T = lga’
Esimerkki 6.9. Ratkaistaan yksinkertainen eksponenttiyhtils 4% = 10. Koska 4' = 4 ja
4% = 16, ratkaisu on oletettavasti ykkosen ja kakkosen viilissi. Logaritmin méiritelmsin
perusteella ratkaisu on z = log, 10, mutta tavallisella laskimella taté ei voi suoraan las-
kea. Laskimen néppéimissa on yleensé vain luonnollinen logaritmi (In tai log) seké toisi-
naan myos kymmenkantainen logaritmi (lg, joskus myos log). Kéytetaén siis kantaluvun

vaihtoa:
In10 2,303

In4 " 1,386

x =log, 10 = ~ 1,66.
Esimerkin yhtdlon voi ratkaista myos toisella tavalla. Logaritmien laskusdantdjen mukaan
nimittiin ln4* = xIn4. Voidaan siis pdatelld seuraavasti:

4% =10 <= In4® =In10
< zlnd=In10 |:In4

s oo In10
T Tna

Esimerkki 6.10. Derivoidaan funktio f : ]0, 00 = R, f(z) = z”. Edellisen laskusé&nnon
perusteella

f'(z)=Dz"=D (eh””) .
Tama voidaan laskea yhdistetyn funktion derivaattana. Ulkofunktio on tavallinen ekspo-
nenttifunktio, jonka derivaatta on kyseinen funktio itse. Ulko-osa siilyy siis koskematto-
mana. Sisdfunktion lauseke on puolestaan Inzx - x, jonka derivoimiseen kdytetddn tulon
derivointisdantoa:

1
D(lnz-z)=D(lnz)-z+nz-Dr=—--z+hz-1=1+Inz.
x

Yhdistetyn funktion derivoimissd&innén mukaisesti saadaan lopulta
f'(z)=D (eln“”) =e"??. D(lng - z) = 7. (1 4 Inx).
Lopputulos voidaan viel kirjoittaa muotoon f'(z) = z%(1 + Inz).

6.4. Logaritminen asteikko. Toisinaan on kiytdnndllistd ilmaista jonkin suureen ar-
voja ns. logaritmisen asteikon avulla. Tdmé tulee kyseeseen erityisesti, jos suureen arvot
vaihtelevat erityisen laajoissa rajoissa. Logaritmin ottaminen palauttaa arvot ymmarret-
tavalle asteikolle.

Esimerkiksi kuuloaisti toimii siten, ettd ddnen intensiteetin kymmenkertaistaminen lisdéd
kuulovaikutelman voimakkuutta vakiomadralld, oli kyse sitten kovista tai hiljaisista &4a-
nisté. (Siis kymmenkertainen voimakkuuden muutos alkuperdiseen verrattuna kuulostaa
samalta kuin satakertainen kymmenkertaiseen verrattuna.) Jos samalla asteikolla esi-
merkiksi kellon tikityksen voimakkuus on 1 ja puheen 10, on ukkosen voimakkuus jopa
1000. Tallaisella asteikolla pienet vaihtelut jaavat asteikon alapéddssd varjoon.
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Asnen voimakkuuden kuvaamiseen kiytetdin yleisesti desibeliasteikkoa, joka méidritel-
1d4n kaavalla L = 10 - 1g(I/1y). Samaa asteikkoa kiytetdén muissakin yhteyksissd, mut-
ta #finenvoimakkuden tapauksessa I on dinen intensiteetti (yksikkond W/m?) ja Iy on
kuulokynnysté vastaava intensiteetti. Luku L on voimakkuden vaikutelma desibeleiné.
Kaavan mukaan 60 desibelin &&ni on intensiteetiltdin kymmenen kertaa voimakkaampi
kuin 50 desibelin 44ni. Toisaalta 70 desibelin &3ni on jo sata kertaa voimakkaampi.

Logaritminen asteikko

<~ 100000000000 110 dB

e

= 1000000000 90 dB

= 10000000 70 dB

ks 100000 50 dB

n

3

£ 1000 30dB
10 \ T \ ‘ , 10dB
hengitys kellon normaali  katumelu  ukkonen  kipukynnys

tikitys puhe

Myés danen korkeutta kuvataan yleensd logaritmisella asteikolla. Tietty sdvel soitettu-
na oktaavia korkeammalta on aina taajuudeltaan kaksinkertainen alkuperdiseen ndhden.
Esimerkiksi yksiviivainen a soi taajuudella 440 Hz, kaksiviivainen a taajuudella 880 Hz
ja kolmiviivainen taajuudella 1760 Hz. Richterin asteikko, jolla ilmaistaan maanjaristys-
ten voimakkuuksia, on my6s logaritminen. Yhtd Richterin yksikkdd kovempi jéristys on
alkuperéiseen ndhden voimakkuudeltaan kymmenkertainen.

6.5. Trigonometriset funktiot. Téssd osassa tutustutaan sini-, kosini- ja tangentti-
funktioihin. N&itd kutsutaan trigonometrisiksi funktioiksi, koska ne liittyvét kolmioiden
sivujen ja kulmien suhteisiin. Ne voidaan myo6s méaaritella suorakulmaisen kolmion avul-
la koulusta tutulla tavalla seuraavasti: kulman x sini, jota merkitdan sinz, on kulman x
vastaisen kateetin pituuden suhde kolmion hypotenuusan pituuteen. Kuvan mukaisesti
siis sinz = A/C. Samoin mééritelldén, ettd kulman z kosini on kulman viereisen katee-
tin pituuden suhde hypotenuusan pituuteen. Tangentti puolestaan on vastaisen kateetin
suhde viereiseen kateettiin.

c sinx =A/C
cos x = B/C
tan x =A/B
X
B

Suorakulmaisessa kolmiossa ei mikdan muu kuin tuo suora kulma voi olla 90 astetta
suurempi. Tall4 tavoin médriteltyjen trigonometristen funktioiden méarittelyjoukoksi jaa
siis vali [0,90]. Maaritelméd voidaan kuitenkin laajentaa niin sanotun yksikkoympyrdn
avulla, kun tulkitaan negatiiviset sekd 360 astetta suuremmat kulmat oikealla tavalla.

Yksikkoympyré on (x,y)-koordinaatistoon piirretty origokeskeinen ympyréé, jonka sdde
on 1.
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Sijoitetaan yksikkdympyradn suunnattu kulma (eli kulma, jolla on méératty alkukylki
ja loppukylki) siten, ettd kulman kirkipiste on origossa ja alkukylki kulkee x-akselin
positiivista puolta pitkin. Kulman suuruus on positiivinen, jos se aukeaa alkukyljesté
vastapdividn, muutoin negatiivinen. Kulma voi olla laajempikin kuin taysi ympyra.

y AY
1
Ppsitiivisia
klilmia
-1 1 R -1 -
Negatiivin X X
kulma
-1 -1

Kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneissa eli absoluuttisissa kulmayksikoissa.
Yksi radiaani on sellaisen kulman laajuus, jota vastaa yksikkdympyrén kehdlld kaari,
jonka pituus on 1.

1 rad

»
'

1 X

Koska yksikkOympyrédn kehén pituus on 27, on koko ympyrasséd eli tdyskulmassa 27w
radiaania, oikokulmassa (180°) m radiaania ja suorassa kulmassa 4 radiaania. Yleisesti
asteiden ja radiaanien yhteys on seuraava:

™

kulman suuruus radiaaneina = kulman suuruus asteina - 180"
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6.6. Sinifunktio. Yksikkéympyrdan piirretyn kolmion avulla voidaan maéaritelld yleinen
sinifunktio.

Miiritelmi 6.11. Funktio sin : R — R mééritellddn seuraavasti. Olkoon z yksikkGym-
pyrddn sijoitetun suunnatun kulman suuruus. Télléin sinz on kulman loppukyljen ja
ympyran kehan leikkauspisteen y-koordinaatin arvo.

A

sinxfy-----"

kulma x 1

\4

A

Funktion maérittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko eli R. Sinifunktion arvot tayt-
tavit suljetun vilin [—1,1], toisin sanoen funktio saa kaikkia arvoja ko. vililtd, vélin
pédtepisteet mukaan lukien. Sinifunktio on kaikkialla jatkuva. Sinifunktion kuvaaja, si-
nikdyrd, aaltoilee -1m ja 1:n valilla:

Ly :
\ /\ s, | 27/\
H T
N, A N o i N SN NS
/2 : \x
05 .3TI:/
-1 ;

Edellisessa kuvassa kulman yksikkoné on kiytetty radiaaneja, mikd on matematiikassa
yleensé kétevad. Talloin sinifunktio kasvaa z:n kasvaessa O:sta 5:een, alkaa sitten vahetd,

muuttuu negatiiviseksi arvon z = 7 jalkeen, alkaa taas kasvaa arvon x = %7‘(’ jalkeen ja
saavuttaa uudelleen nollan kohdassa x = 2w. Tdmén voi todeta helposti myods pienen-
tamélla ja kasvattamalla suunnattua kulmaa yksikkOympyréassd. Kaytannosséd kohdat,
joissa sinifunktion suunta tai merkki vaihtuu, osuvat kohtiin, joissa tarkasteltavan kul-
man loppukylki siirtyy koordinaatiston neljinneksestd toiseen ja jotka siis ovat suoran
kulman 7/2 monikertoja.

Sinifunktio on jaksollinen, miki tarkoittaa, ettd samat arvot toistuvat aina tietyin vélein.
Sinifunktion aaltoilu toistuu kuvaajassa aina 27 vélein, ja funktiolla on d&retén maéra
nollakohtia. Trigonometristen funktioiden nollakohtia laskettaessa onkin aina muistet-
tava, ettd nollakohtia on funktion toistumisjakson vélein ddreton médrd. Sinifunktion
nollakohdat voisi esittdd esimerkiksi seuraavasti:

z=0+n-m,
missé n on jokin kokonaisluku (voi olla myds negatiivinen). T&lléin nollakohtia (x) ovat

luvun 0 lisdksi kaikki luvut, joissa nollaan on lisétty = mielivaltaisen monta kertaa.

Esimerkki 6.12. Etsitdan vélilta [0,4] ne luvut z, jotka toteuttavat yhtalon sin(2z +
m/2) = 0. Koska sinifunktio saa arvon nolla kohdassa 0 sekd aina m:n vélein, ndhdaén
etta

. ™ ™

s1n<2x+§) =0 <= 2x—|—§ =0+n-m,
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missd 1 on mielivaltainen kokonaisluku. Saadusta yhtdlostd voidaan sitten ratkaista z:

2a:+g:n-7r = 2$:—g+n-7r | :2
. T T
— T = 1 +n- 5"
Nahdéén siis, ettd kysytty yhtalo toteutuu pisteessia ¢ = —m /4, sekd tdmén jilkeen aina

m/2:m valein. Niistd luvuista tutkittavalle vilille osuvat 7/4 ~ 0,785, 37/4 = 2,36 ja
5m/4 = 3,93.

6.7. Kosinifunktio. Kosinifunktion ma#ritelma on hyvin samankaltainen kuin sinifunk-
tion.

Maiéritelmd 6.13. Olkoon x yksikkdympyrddn sijoitetun suunnatun kulman suuruus.
Talléin cosz on kulman loppukyljen ja ympyrdn kehén leikkauspisteen x-koordinaatin
arvo.

>
>

.
\4

Myos kosinifunktio on mééritelty kaikkialla Rissé ja se saa arvot vililta [—1,1]. Samaten
kosinifunktio on jatkuva kaikkialla ja toistuu 2m:n pituisella jaksolla. Itse asiassa kosi-
nifunktion kuvaaja on kuin sinifunktion kuvaaja siirrettyné sen verran vasemmalle, etté
lahtoarvolla 0 funktio saa arvon 1. Tdmé nékyy kaavassa cosz = sin(z + 7/2).

0,5+

_1.0 ) ) ) ) _. ) ) ) ) 0
VARVE

-14

Kosinifunktion nollakohdat on helppo ilmaista samaan tapaan kuin sinifunktion, talla

kertaa nollakohtaa ei kuitenkaan 16ydy arvolta x = 0 vaan muun muassa kohdasta z = 7.
Nollakohdat ovat siis:

y

4
T=—+n-m,
2

missd n on jilleen kerran mielivaltainen kokonaisluku.

6.8. Peruskaavoja. Sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuudesta johtuen samat funktioi-
den arvot toistuvat tasavilein (n-27) méérittelyjoukkoa (lukusuoraa) pitkin liikuttaessa.
Tama voidaan ilmaista seuraavilla kaavoilla:

sinz = sin(z + n - 2w),

cosz = cos(z + n - 2m),
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joissa n on mielivaltainen kokonaisluku. Yksikkdympyréd tutkimalla voidaan myos hel-
posti johtaa seuraavat sddnndét sini- ja kosinifunktioiden arvoille:

sin(—z) = —sinz,

cos(—z) = cosz,

sinz = —sin(z + 7) = —sin(z — ),
cosz = —cos(z + ) = — cos(z — ).

Aiemmin mainittiin jo, ettd kosinifunktio saa samat arvot kuin sinifunktio sai aiemmissa
(tal myShemmissé pisteissé):

sinm—cos(x—ﬁ)—cos :1:+3—7T
N 2/ 2 )’

. ( n 7r) . 3
cosz = sl —)=sin{lz——).
T nlx 5 5

Lisdksi suorakulmaista kolmiota koskeva, geometriasta tuttu Pythagoraan lause on yh-
tapitdva seuraavan ns. trigonometrian peruskaavan kanssa:

(6.14) sin® z + cos®z = 1,

miss# merkinnit sin® z ja cos? z tarkoittavat samaa kuin (sinz)? ja (cos z)2. Ratkaisemal-

la tastd kaavasta sinz ja cos x saadaan sinin ja kosinin vilille vield seuraavat yhteydet:
sinz = £1/1 — cos? z,

cosz = +v 1 — sin? z.

Naissé kaavoissa etumerkki tdytyy valita sen mukaan, kumman etumerkin sini tai kosini
saa annetulla kulman arvolla. NeliGjuurihan tuottaa kuitenkin aina positiivinen luvun.

6.9. Tangenttifunktio. Tangenttifunktio on kolmas tavallinen trigonometrinen funk-

tio, jonka ominaisuudet kuitenkin poikkeavat melkoisesti sini- ja kosinifunktioiden omi-

naisuuksista. Se méaritellidn sinin ja kosinin osam&édrana.

Miédritelms 6.15. Tangenttifunktion arvo kulmalla z on sinin ja kosinin osamé&éra:
sinz

tanz = .
CoS T

Tangenttifunktion médrittelyjoukosta puuttuvat kaikki cosz:n nollakohdat eli pisteet,
jotka ovat muotoa m/2 + nm, missd n voi olla mikd tahansa kokonaisluku. Tangentti-
funktio on méarittelyjoukossaan jatkuva ja derivoituva ja saa arvoja koko reaalilukujen
joukon alueelta. Tangenttifunktiokin on jaksollinen, jakson pituus on télld kertaa w, ja
nollakohdat ovat muotoa z = 0 + n - 7, missd n on kokonaisluku.

y
8-
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Samoin kuin sini- ja kosinifunktioille, my6s tangenttifunktiolle voidaan helposti johtaa
seuraavat, toisinaan laskemista helpottavat peruskaavat:

tan(—z) = —tanz,
tanz = tan(z + nw),

missd n on kokonaisluku.

6.10. Trigonometristen funktioiden derivaatat. Kun kulman yksikkénd kéytetdan
radiaania, saavutetaan muun muassa se hyoty, ettd sini- ja kosinifunktiot ovat toistensa
derivaattoja. Taytyy vain muistaa, ettd kosinifunktiota derivoitaessa on liséttéva mii-
nusmerkki. Siis:

Dsinz = cos z,
Dcosz = —sinz.

Esimerkki 6.16. Derivoidaan tangenttifunktio f(z) = tanz. Maéritelman mukaan

sinx

f(z) =tanz = .
cos T

Tangenttifunktio on derivoituva koko madrittelyjoukossaan, eli kun cos # 0. T&llgin sen
derivaatta saadaan osamédrin derivoimissdannolla:
Dsinz -cosz —sinz-Dcosz  cosz-cosz —sinz - (—sinz)

! —
Fle) = cos? g a cos?z

cos?z + sin’z

cos?
Trigonometrian peruskaavan mukaan sin? z + cos® z = 1, joten

!
z) = Dtanx = .
f(=) cos?
Esimerkki 6.17. Tutkitaan, missd pisteissd funktio f(z) = 2sinz + z saa dériarvoja
avoimella valilla ]0,10[ . T4td varten derivoidaan ensin kyseinen funktio:

f(z) =2cosz + 1.

Asriarvoja funktio voi saada vain derivaatan nollakohdissa. Ratkaistaan nimé:

1
2cosz+1=0 < cosz = —5

Laskimella voidaan ratkaista, missi pisteisséd kosini saa arvon —1/2. Vastaukseksi pitaisi
tulla 120°, joka on 27 /3 radiaania (likiarvo 2,094). Tdmén voi myds katsoa taulukosta.
Nyt on kuitenkin muistettava kaksi seikkaa. Ensinndkin kosini saa saman arvon aina
2m:n vélein. Toisekseen cos z = cos(—z), joten myds cos(—27/3) = —1/2. Néin saadaan
kahdenlaisia ratkaisuja:

27 . 27
x=?+n-27r tai £ =——+n-2m,

missa n voi olla miks tahansa kokonaisluku.

-2n/3+2n

2n/3+2n
27/3 : 10
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Saatuja nollakohtia tutkimalla ndhd&én, ettd niistd kysytylle vilille osuvat vain

2 2 8w 2 47
— ~ 2,094 — 2= — = i — — 4+ 27 = — ~4,188.
3 ,094, 3 + 27 3 8,378 ja 3 + 27 3 ,

Laskemalla derivaatan arvoja néiden nollakohtien vélissd (muista asettaa laskimeen kul-
manyksikoksi radiaanit!) saadaan seuraavanlainen merkkikaavio:

O<z<2n/3|2n/3<zx<4n/3 |4n/3 <z <87/3 |87/3 <x < 10
O - v -
f(z) / N / N

N&hdaan siis, ettd funktiolla f on lokaalit maksimit kohdissa x = 27/3 ja z = 87/3 seki
lokaali minimi kohdassa z = 47/3.

101

Sinin ja kosinin derivointikaavoista saadaan jilleen vastaavat integroimiskaavat:

b b
/ sinxdw:/—cosx,
a a
b

b
/ cosrdr = /sinx.
a

a

Esimerkki 6.18. Lasketaan funktion sinz kuvaajan ja x-akselin véliin jadvd pinta-
ala vililld [—7/2,7/2]. Taméa voidaan tehd& integroimalla. Koska sinifunktio on vililla
[-7/2,0] negatiivinen ja vélilld [0, 7/2] positiivinen, tdytyy ndmé alueet kuitenkin ki-
sitelld erikseen. Sinin integraalifunktion lauseke on — cos z, joten

/iﬂsinmdm = /0 —cosz = —cos( — (—cos (—g)) =—-140=-1.

B —7/2
Toisaalta

/2

/2 T
sinz dz = —cosz =—cos (=) —(—cos0)) =—-0+1=1.
J / )

Ensimméinen integraali oli negatiivinen, niin kuin pitikin. Alaksi saadaan siis yhteensi
1+1=2.
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7. DIFFERENTIAALIYHTALOT

Useissa tilanteissa suureen arvo tietylld hetkelld tai tietyssd kohdassa vaikuttaa sen ar-
voihin muualla. Suureen arvo voi esimerkiksi vaikuttaa sen muutosnopeuteen, ja sen
mukana tulevaisuudessa saataviin arvoihin. Toisaalta suureen arvo voi vaikuttaa esimer-
kiksi muutoksen kiihtyvyyteen, ja sitd kautta muutosnopeuteen sekd suureen arvoon
tulevaisuudessa. Kun téllaisia tilanteita kuvataan matemaattisesti, saadaan yhtaloité,
jotka kertovat, miten funktion arvot riippuvat derivaattojen arvoista. Téllaisia yhtaloita
kutsutaan differentiaaliyhtdloiksi.

Ajatellaan esimerkiksi uunissa ldmmitettévid paistia. Kuvatkoon T paistin ldmpdétilaa
ajan funktiona. Mitd laimpimadmmaksi paisti tulee uunissa, sitd enemmaén se séiteilee omaa
lampdaan pois, jolloin ldmpeneminen hidastuu. Hieman yksinkertaistaen voidaan sanoa,
ettéd paistin ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin lampdétilojen
erotukseen. Siis: mitd [dhempdnd uunin lAmpdétilaa paistin 1ampdtila on, sitd hitaammin
se lampenee. Téllaista riippuvuutta kuvaa seuraava differentiaaliyhtalo:

T'(t) = k(200 — T(t)).

Koska paistin limpétila on T', on derivaatta T' lampenemisnopeus. Vakio k puolestaan on
verrannollisuuskerroin, joka riippuu paistin ominaisuuksista. Téllaisessa yhtélossad tun-
temattomana on paistin lampdtilaa kuvaava funktio T'.

Differentiaaliyht&loissd esiintyy aina (vahint&dén yksi) tuntematon funktio, joka pyritdan
ratkaisemaan. Koska ratkaistavana ei siis ole luku, vaan funktio, ei ratkaisussa yleensé
parjata pelkistdan tavallisten yhtédloiden kasittelyssa opituilla menetelmilld. Lisdksi dif-
ferentiaaliyhtdlon ratkaisu ei ole yleensd yksikésitteinen, vaan moni funktio voi toteuttaa
saman yhtéalén. Talloin tarvitaan jotain lisétietoa, jotta funktio voitaisiin ratkaista yk-
sikésitteisesti. Voitaisiin esimerkiksi tietdd, ettd ennen uuniin laittamista paisti oli huo-
neenldmpdinen, eli 7'(0) = 21 °C. Tama4 lisdtieto auttaa ratkaisemaan paistin ldmpdétilaa
kuvaavan funktion yksikésitteisesti, mikéli verrannollisuuskerroin k£ tunnetaan.

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessd kdytetddn usein tiettyjd vakiintuneita merkintoja.
Tuntematonta funktiota merkitdin yleensi y ja sen derivaattaa 1. Lisiksi yhtalossi voi
esiintyi derivaatan derivaattoja y”, ¢"” jne. Funktion muuttujana voi olla z, mutta hyvin
usein myds ¢, varsinkin jos funktio kuvaa jotain ajasta riippuvaa suuretta. T&lléin voi
olla jopa niin, ettd funktiota merkitéiin z:114, esimerkiksi () = ¢2. Yht#loissd jitetdsin
liséiksi yleensd merkitseméttd funktion muuttuja, ei siis merkitd (oikeaoppisesti) y(z)
vaan yksinkertaisesti y.

Maiadritelma 7.1. Yhtalo4d, jossa esiintyy vahintdan yksi tuntemattoman funktion y deri-
vaatta tai korkeampi derivaatta, kutsutaan differentiaaliyhtdloksi (DY). Differentiaaliyh-
télon ratkaisu on mikd tahansa funktio, joka y:n paikalle sijoitettuna toteuttaa yhtalon.
Yhtalon kertaluku eli aste on korkeimman siiné esiintyvan derivaatan kertaluku.

Esimerkki 7.2. Differentiaaliyhtaloita:

y = (1. aste),
y" +2zy = Vx (2. aste),
" i (3. aste).

Esimerkki 7.3. Tarkastellaan yhtaloa
y"—2y'+y=x.

T&mé& on toisen asteen differentiaaliyhtdlo. Yhtélon erds ratkaisu on y(z) = e* + = + 2,
sillé sen derivaatat ovat

y(@) =e"+1 ja y'(z) =e"
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Kun ndm3 sijoitetaan yhtdloon, ndhdéin ettéd
y' =2 +y=€e" -2+ 1)+ (" +1+2) =,
eli y toteuttaa yhtéalon.

Esimerkki 7.4. Tarkastellaan toisen kertaluvun yht&lod
n_ 1

y'y =z
Yhtélén erds ratkaisu on y(z) = 322, silld timéin derivaatat ovat

y(@) =z ja y'(z)=1.
Kun nama3 sijoitetaan yhtdloon, ndhdaan ettd yhtéld toteutuu:

y'y =1-2=ux.

Koska differentiaaliyhtéloissd esiintyy derivaattoja, tdytyy niitd ratkaistaessa yleensé
etsid funktioiden integraalifunktioita. Tamén vuoksi differentiaaliyhtdlon ratkaisemista
kutsutaan joskus yhtélon integroimiseksi. Integraalifunktioita etsittdessd on muistettava,
ettd tietyn funktion integraalifunktio ei ole koskaan yksikésitteinen. Eri integraalifunktiot
voivat poiketa toisistaan integroimisvakiolla, joka on otettava huomioon.

Esimerkki 7.5. Yksinkertainen esimerkki differentiaaliyhtéléstsd on
y' = 2z.

Tama yhtalo sanoo yksinkertaisesti, ettd tuntematon funktio y on sellainen, jonka de-
rivaatan lauseke on 2z. (Huomaa, ettd itse y ei vilttaméttd esiinny yhtélossd.) Yhtalo
voidaan ratkaista etsimélld funktion 2z integraalifunktio. Eriis ratkaisu onkin y(z) = 2.
Lisdksi integraalilaskennan peruslauseen mukaan kaikki ratkaisut saadaan téstd lisda-

maélld jokin vakio. Yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa seuraavasti:
y(z) = /Zxd:c =z2+C.

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessé kéytetddn usein integraalimerkintdd ilman integroin-
tivélid. Tdma tarkoittaa integraalifunktiota. Luku C on integroimisvakio. Jokaisella eri
C'n arvolla saadaan yhtéldlle eri ratkaisu, joten tdmé on muistettava ottaa huomioon.

Usein systeemis kuvaavasta funktiosta tiedetddn sen toteuttaman differentiaaliyhtalon
liséksi joitakin yksittdisid arvoja. Naitd kutsutaan alkuarvoiksi tai reuna-arvoiksi ja ne
auttavat funktion maarittdmisessa.

Maiidritelmi 7.6. Ongelmaa, jossa yritetddn ratkaista tuntematon funktio, kutsutaan
alkuarvotehtdvdksi (AAT), jos tiedetdédn

1) jokin ym toteuttama differentiaaliyhtdlo, seka
2) ym sekd sen derivaattojen arvot jossain (samassa) pisteessd (n — 1):nteen deri-
vaattaan asti, missd n on yhtélon kertaluku.

Esimerkki 7.7. Tavallinen eksponenttifunktio on ainoa funktio, jonka derivaatta on
funktio itse, ja jonka arvo nollassa on 1. Témé otetaankin usein eksponenttifunktion
madritelméksi, ja se on samalla esimerkki alkuarvotehtavastas:

y' =y, y(0)=1
Alkuarvotehtévén ratkaisu on siis y(z) = e*. Huomaa kuitenkin, ettd tehtévissi esiinty-
van differentiaaliyhtalon toteuttaa mikd tahansa muotoa y(x) = Ce”, oleva funktio, kun
C on vakiokerroin. (T&mé johtuu siité, ettd vakiokerroin ei kuitenkaan muutu derivoi-
taessa.) Sen sijaan niistd funktioista ainoa, joka toteuttaa alkuarvoehdon y(0) = 1, on
se jossa C' =1, silld

y(0)=1 < Ce’=1 <= C-1=1 <= C=1.
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Esimerkki 7.8. Kappale liikkuu x-akselilla. Kuvatkoon z : [0, 00] — R kappaleen sijain-
tia ajan ¢ funktiona. T&ll6in kappaleen nopeus ajanhetkelld ¢ on sijainnin muutosnopeus,
eli z'(t). Kappaleen kiihtyvyys on puolestaan z”(t).

Oletetaan, ettd kappaleen kiihtyvyys on koko ajan 1, jolloin saadaan toisen kertaluvun
differentiaaliyhtalo

z"(t) = 1.

Tama DY on helppo ratkaista vaiheittain. Koska z” on z':n derivaatta, on =’ puolestaan
z'":n integraalifunktio, eli

m'(t):/x”(t)dt:/ldt:t—l—V.

Téssda V on integroimisvakio. Samalla tavoin z on z’:n integraalifunktio, joten
1
z(t) = /:v'(t)dt: /t+th: §t2+Vt+S,

missd S on toinen integroimisvakio. Ollaan siis saatu ratkaistuksi funktio z, ja itse asias-
sa mikddn muunlainen funktio ei toteuta yhtdlod. Funktiossa on kuitenkin vield kaksi
tuntematonta vakiota V ja S.

Oletetaan nyt lisdksi, ettd kappale 1dhti pisteestd 2 nopeudella 3 oikealle péin, eli
z(0) =2 ja 2'(0)=3.

Koska nyt tunnetaan ratkaistavan funktion ja sen derivaatan arvo ajanhetkelld 0, rat-
kaistavana on alkuarvotehtdvd. Sijoittamalla ensimméinen alkuarvoehto jo ratkaistun
funktion lausekkeeseen saadaan

1
x(o):§-02+v-0+sz2,

josta nahdédn, ettd S = 2. Sijoittamalla toinen alkuarvoehto ratkaistun funktion deri-
vaatan lausekkeeseen saadaan

2(0)=0+V =3,

joten V' = 3. Alkuarvotehtévin yksikésitteinen ratkaisu on siis
1
z(t) = EtQ + 3t + 2.

Esimerkki 7.9. Aina alkuarvoehtokaan ei riitd yhtdlon yksikisitteiseen ratkaisemiseen.
Tarkastellaan vaikkapa alkuarvotehtavaa

¥ =y, y(0)=0.

Heti ndhdéén, ettd vakiofunktio y1(z) = 0 toteuttaa yhtilén ja alkuarvoehdon, joten se
on erés ratkaisu. Toisaalta myos yo(z) = im2 on ratkaisu. Tdmén derivaatta on nimittdin
yy(z) = 122 = Lz, ja toisaalta

1 1 1
= — 2: — . 2:—
N \/413 \/; V2 233,

joten yh = /ys. Lisiksi yo toteuttaa myds alkuarvoehdon.

7.1. Separoituvat differentiaaliyhtél6t. Separoituvia differentiaaliyhtdléitéd esiintyy
kiytannon tilanteissa melko usein, ja niiden ratkaisumenetelmé on yksinkertainen. Sepa-
roituvassa differentiaaliyhtélossd muuttujan arvo ja funktion arvo saadaan yhtésuuruus-
merkin eri puolille.
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Maisdritelma 7.10. Ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtélod kutsutaan separoitu-
vaksi, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

9(y)y' = h(z),
missé g(y) on lauseke, jossa ei esiinny ollenkaan muuttujaa z (paitsi funktion y muuttu-
jana) ja h(z) on lauseke, jossa ei esiinny lainkaan tuntematonta funktiota y.

Esimerkki 7.11.

a) Yht&lo

2yy' = z”

on separoituva. Téssi g(y) = 2y ja h(z) = z2.

b) Myos yhtélo

y = (z+2)y°
on separoituva, jos y # 0, silld se voidaan tilloin jakaa puolittain y2:lla, jolloin
saadaan
/!
y_2 =x+ 2.

Yy
Téssd g(y) = 1/y? ja h(z) = z + 2.
¢) Yhtils
Yy +2y =2z
ei ole separoituva, silli se ei ole muotoa g(y)y' = h(z), eikd sitd voi mydskiin
muuttaa tdhdn muotoon.

Separoituvan differentiaaliyhtélon ratkaiseminen perustuu yhdistetyn funktion integroin-
tisdantoon. Tarkoituksena on muuntaa yhtaloa niin, ettd y:n derivaatta haviaa.

Kun muistetaan, ettd y on itse asiassa x:n funktio, niin huomataan, ettd yht&lén va-
semmalla puolella oleva g(y) = ¢g(y(z)) on yhdistetyn funktion lauseke. Merkitdén G:114
jotain funktion g integraalifunktiota. Talloin G’ = g, joten separoituva yhtilé voidaan
kirjoittaa muotoon
G'(y(=))y (z) = h(z).
Tésséd on merkitty nyt funktion y muuttuja x ndkyviin, jotta yhdistetyn funktion lauseke
olisi helpompi hahmottaa. Yhdistetyn funktion derivoimissddnnén mukaan vasen puoli
on
G'(y(z))y' (=) = D G(y(=)),

joten

D G(y(z)) = h(x).
Siispd h on funktion G o y derivaatta, joten G o y on h:n integraalifunktio. Merkitdan
jotain h:n integraalifunktiota H. Koska integraalilaskennan peruslauseen mukaan saman
funktion integraalifunktio voivat poiketa toisistaan vain vakiolla, voidaan lopulta kirjoit-
taa G(y(z)) = H(z) + C, eli

G(y) = H(z) + C.
Tamé on nyt tavallinen yhtdld, koska siind ei endé esiinny y:n derivaattoja. Téasté rat-
kaistaan yleensd vield y, mutta se ei ole aina valttdmattd mahdollista.

Esimerkki 7.12. Ratkaistaan yht&lo

2uy’ = 2.

Tissi g(y) = 2y ja h(xz) = x2. Funktio g on siis ikiiéin kuin muuttujan y funktio, ja sen eris
integraalifunktio on G(y) = %2. Funktion h integraalifunktioksi voidaan valita esimerkiksi
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H(z) = $23 + C. Edell3 esitetyn ratkaisumenetelméin mukaan G(y) = H(z) + C, missi
C on jokin vakio, joten

1
y? = §x3+C.

Téstd voidaan vield ratkaista y ottamalla molemmilta puolilta nelidjuuri. Taytyy kui-
tenkin muistaa erikseen merkitd positiiviset ja negatiiviset ratkaisut.

1
y(z) = :izﬂgm?’ +C.

Usein yhtalon muuttaminen separoituvaan muotoon vaatii lisdoletuksia, joiden avulla voi
16ytyé lisdratkaisuja. Téllaisia ratkaisuja, jotka 16ytyvat ennen kuin yht&lé on separoitu-
vassa muodossa, kutsutaan erillisratkaisuiksi.

Esimerkki 7.13. Ratkaistaan yhtélo
y/ _ y2_
Yhtélo ei ole separoituvassa muodossa, mutta se voidaan helposti muuttaa sellaiseen

jakamalla termilli y2. TAm3 on kuitenkin kiellettyi, jos y = 0. Toisaalta funktio y(z) = 0
toteuttaa kyseisen yhtdlon. Se on siis erillisratkaisu.

Erillisratkaisun 18ydyttyé voidaan oletettaa, ettd y # 0. Jaetaan yhtild puolittain y2:lla:

y 2y =1
Nyt g(y) = y~2, ja timin erdis integraalifunktio on G(y) = —y~!. Toisaalta funktion
h(z) = 1 erés integraalifunktio on H(z) = z. Saadaan siis
_y_l =z+ Ca
josta ratkeaa helposti
(@) =-—
z)=— .
Y z+C

Tamé separoimalla saatu ratkaisu ei saa koskaan arvoa 0, niin kuin oletettiinkin. Yhté-
16n ratkaisuja ovat siis erillisratkaisun lisdksi kaikki separoimalla saadut ratkaisut, jotka
riippuvat vakiosta C":
1
z+C’

Jos tehtéviassd olisi vield alkuarvoehto, sen avulla voitaisiin valita oikea ratkaisu. Jos
esimerkiksi y(1) = 0, niin tiedetéén, ettéd erillisratkaisu y(z) = 0 on oikea, koska sepa-
roimalla saatu ratkaisu ei voi koskaan saada arvoa 0.

y(z) =0 tai y(z) =

Separoituvan yhtdlon ratkaisussa voi kiyttda erditd muistamista helpottavia merkintdja.
Jos nimittdin ¢g(y)y’ = h(z), saadaan puolittain integroimalla

/g(y)y' dz = /h(x) dz + C.

Téssd siis merkitdén integraali ilman integroimisvilid, mikd tarkoittaa integraalifunk-
tiota. Integroimisvakio tarvitaan, koska integraalifunktio ei ole yksikésitteinen. Jos nyt
merkitién 3’ dr = dy, niin yhtild tulee muotoon

/g(y) dy = /h(:c) dz + C.

Vasemmalla puolella on siis integraali y:n suhteen. Merkintéé y' dz kiytetdin vain muis-
tamisen helpottamiseksi, ja ainoa perustelu, joka sille voidaan antaa, on, ettd se toimii
integroitaessa. Jos tétd merkintdéd kayttad, kannattaa kirjoittaa koko ajan y(z):mn sijasta

Y.
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Esimerkki 7.14. Ratkaistaan separoituva yhtdlo y'(z)siny(z) = 2z. Kirjoitetaan yh-
talo ensin muodossa siny -y’ = 2z. Integroidaan timi sitten puolittain z:n suhteen ja

merkitddn ¢ dz = dy:
/siny-y'dx = /dew—i-C

= /sinydy:/2xdx+0

— —cosy=2>+C

< cosy = —z2 — C.

Niin saadaan kitevisti ¢/ hiviiméaian. Koska y:mn ratkaiseminen viimeksi saadusta yhté-
16sté olisi liian vaikeaa, jatetddn ratkaisu tdhdn muotoon.

7.2. Eksponentiaalinen kasvu. Separoimismenetelmé&lld voidaan ratkaista eksponen-
tiaalisen kasvun malliin liittyvat yhtalot. Jos suureen muutosnopeus tietylld hetkelld on
suoraan verrannollinen sen arvoon, eli y'(t) = k - y(¢), on kyseessi eksponentiaalinen
kasvu. Suureen arvo siis kasvaa sitd nopeammin, mitd suurempi se on, tai vaihtoehtoi-
sesti hitaammin, mikdli verrannollisuuskerroin k£ on negatiivinen. Téllaisessa tapauksessa
ratkaisussa on aina eksponenttifunktio.

Esimerkki 7.15. Radioaktiivisen hajoamisen nopeus on suoraan verrannollinen hajoa-
van aineen maardan. Oletetaan, ettd hajoavaa ainetta on alussa 100 kg, ja vuoden padsta
endd 50 kg. Muodostetaan ensin hajoamista kuvaava alkuarvotehtévé:

m(t) = km(t), m(0) =100 (kg).
Téssd on huomattava, ettd hajoamisnopeus tai aineen méira eivdt ole suoraan verran-
nollisia aikaan, joten ei voida kirjoittaa m/(t) = kt tai m(t) = kt.

Saatu yht&lo on separoituva, jos m # 0. Erillisratkaisu m(t) = 0 ei toteuta alkuarvoehtoa,
joten se hyldtddn. Voidaan siis olettaa, ettd m # 0, jolloin saadaan

— =k.
m

Vasemmalla puolella g(m) = 1/m. Koska m on aina positiivinen (aineen mééra), in-
tegraalifunktioksi tulee G(m) = Inm. Oikean puolen integraalifunktio on H(t) = kt.
Siispa
Inm(t) =kt + C.
Koska logaritmi m:std kertoo, mihin potenssiin kantaluku pitéisi korottaa, jotta saataisiin
kt + C, ndhdéan ettéa
m(t) — ekt+C — eC’ekt'
On tapana merkitd e¢ = mg. Alkuarvoehdon mukaan
m(0) = moe® = mg - 1 = 100,

joten mg = 100. Alkuarvotehtévan ratkaisu on siis

m(t) = 100e*?.

Verrannollisuuskerroin k£ on vield tuntematon. Tamé saadaan ratkaistuksi annetun lisé-
tiedon avulla. Sen mukaan vuoden kuluttua ainetta on jéljelld 50 kg, joten

m(1) = 100e*! = 100e* = 50,

josta

50 1 1

k

= — =_ =In-~— ]
100 = 3 < k=1In 5 0,693
Aineen maaria kuvaava funktio on siis

m(t) = 100e %%,
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Koska In(0,5) ~ —0,69, voidaan kantalukua vaihtamalla kirjoittaa myos
m(t) = 100e™ %%t = 100 - 0,5".

Téaméa muoto on joskus kitevimpi sovelluksissa.

[0 e e e e e e

0 1 2 3 4 5 6
t

Esimerkki 7.16. Ratkaistaan osion alussa esiintynyt paistin paistamiseen liittyva al-
kuarvotehtévi. Paistin ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin
lampdtilojen erotukseen. Lisdksi alussa paisti oli huoneenldmpdinen. Niin saadaan seu-
raavanlainen alkuarvotehtdva:

T' = k(200 —T), T(0)=21.

Nyt voitaisiin ajatella, ettd tuntematon suure ei olisikaan paistin lampétila T, vaan
paistin ja uunin ldmpdétilojen erotus E = 200 — 7. Téalloin E' = 0 — T' = —T', joten
uudeksi yhtéloksi saataisiin —E' = kE tai yhtépitivisti B/ = —kFE. Taméi osoittaa,
ettd kyse on eksponentiaalisesta kasvusta. Ratkaistaan tehtdvd tdlld kertaa kuitenkin
alkuperdistd yhtaloa kiyttamalls.

Muutetaan aluksi yhtalo separoituvaan muotoon jakamalla se puolittain termilla 200—7'.
T4lloin saataisiin erillisratkaisu T'(t) = 200, mutta koska alkuhetkelld T' = 21, ei tdmé&
tule kyseeseen. Niin saadaan

TI

00-T _*

Integroidaan nyt yhtilo puolittain ¢:n suhteen:

TI
1
— _.T'dt=
(:)/QOO—T dt /kdt+0

1

Vasemmalla puolella on nyt kaytettévé yhdistetyn funktion sdéntod, koska integroitavana
on (200 — T)~!. Siséifunktion g(T) = 200 — T derivaatta on ¢'(T) = —1, ja ulkofunktion
f(zr) = z7! integraalifunktio on F(z) = In|z|. Tehtiviissi paisti on koko ajan uunia
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kylmempi, eli 200 — 7" > 0, joten itseisarvomerkit voi jattdd pois. Néin saadaan

1
4T = [ kdt
/200—T / +e

1

- —/m-(—nd:r:/deC

< —In(200—T) =kt +C

<= In(200 - T) = -kt + C

< 200 - T = e FHC¢

= T =200 —e ¢ =200 — e“e ¥,
Merkitéin nyt e = Ejp, jolloin

T(t) = 200 — Ege™ .

Alkuarvoehdon mukaan
T(0) = 200 — Epe® =200 — Ey -1 =21,
josta
Ey=200—21=179.

(Vakio Ey vastaa siis nyt uunin ja paistin lampétilojen erotusta alkuhetkelld.) Alkuar-
votehtdvan ratkaisu on

T(t) = 200 — 179e~*¢.

Verrannollisuuskerroin k voitaisiin ratkaista jostain lisdtiedosta. Tamé voisi olla esimer-
kiksi paistin lampétila tunnin kuluttua paistamisen alusta.

Kerrataan vield separoituvan yhtalon ratkaisumenetelmén vaiheet.

1) Muutetaan yhtilo separoituvaan muotoon g(y)y' = h(z). Téssi vaiheessa saattaa
16ytyé erillisratkaisuja.

2) Etsitddn vasemman puolen ulkofunktiolle g integraalifunktio G.

3) Etsitddn funktion h integraalifunktio H.

4) Ratkaisu, josta y' on hivinnyt, on G(y) = H(z) + C.

5) Lopuksi ratkaistaan y, jos osataan.

8. LINEAARISET YHTALORYHMAT JA MATRIISIT

Kurssin loppuosassa tutustutaan lineaarisiin yhtdloryhmiin sekéd niiden ratkaisemiseen
matriisien avulla.

8.1. Lineaariset yhtdloryhmit ja niiden ratkaiseminen.
Maiéiritelma 8.1. Yhtéloa
a121 + agxy + - - -+ apT, = b,

missé aq,...,a, sekid b ovat vakioita ja z1,...,z, ovat tuntemattomia, kutsutaan n:n
muuttujan lineaariseksi yhtaloksi. Jos liitetddn yhteen m kappaletta lineaarisia yhtéloita,
joissa on samat tuntemattomat, saadaan lineaarinen yhtaléryhma:

1121 + a1222 + -+ a1pxn, = by
211 + a22x2 + - + agpxtn, = bo

am1Z1 + amaT2 + - + Ty, = by
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Lukuja a1, ..., amp, nimitetddn yhtéloryhmén kertoimiksi. Jos tuntemattomia on vi-
hén, niitd merkitdén yleensi z,vy, z,.... Lineaarisen yhtaléryhmén ratkaiseminen mer-
kitsee sitd, ettéd 1oydetdan n kappaletta lukuja, jotka tuntemattomien z1,..., z, paikalle
sijoitettuina toteuttavat kaikki m yhtaloa.

Esimerkki 8.2. Lineaarisia yhtaloryhmis:

4 = 1
zty=1 2w -ytz = 2 3y 420 +—iz - 0
r—y=2" 3z +2y—2z = 07 oy 4T3 — 12'
Ensimmaisen yhtéléryhmén ratkaisu on z = 3/2, y = —1/2. Toisella yhtaloryhmélld on

dérettomin monta ratkaisua, kuten myShemmin ndhdéén.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisessa pyritdan 10ytdméan luvut, jotka muuttujien
paikalle sijoitettuina toteuttavat kaikki ryhmén yhtélot. On helppo ndhda, ettd tdma ei
aina onnistu, eli yhtéloryhmallé ei aina ole ratkaisua. Esimerkiksi yhtaloryhma

z+y = 1
z+y = 0

sisaltdd kaksi keskenéddn ristiriitaista yhtalod, eivatkd mitkddn luvut = ja y voi toteuttaa
molempia yhtéloitd yhtd aikaa. Toisaalta joskus ratkaisuja on &dreton méaadréd, kuten
seuraavalla yhtdloryhmalla:
z—y = 0
{ 2r—2y = 0°

Téaméan yhtdloryhmén molemmat yhtdlot sisdltdvit saman tiedon, eli ettd x = y. Mika
tahansa luku sijoitettuna sekd x:n ettd y:n paikalle toteuttaa molemmat yht&alot.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemiseksi on olemassa monta menetelmad. Pienilld yh-
taloryhmilld (2-3 yht#lod) voidaan kdyttdd sijoitusmenetelméd, jossa yhdestd yhtalostd
ratkaistaan aina yksi tuntematon, joka sitten sijoitetaan muihin yhtéldihin. Yhtdlojen
lukumaééran kasvaessa tdmé menetelmé kuitenkin kiy epakiytanndlliseksi.

Télla kurssilla opitaan ehkd kaikkein kiytetyin ratkaisumenetelmé, ns. Gaussin-Jordanin
eliminointimenetelmd. Siind muokataan yhtaloryhméa yksinkertaisemmaksi sellaisilla ta-
voilla, jotka eivit muuta yhtéloryhméan ratkaisuja. Yhtélot kdydaan 1api ylhaslta alkaen,
ja jokaisen yhtdlon kohdalla toistetaan kaksi pdavaihetta. Naméa ovat:

1) Jaetaan yht&lo puolittain, jotta yhtélon vasemmanpuolimmaisen tuntemattoman
kertoimeksi saadaan 1.

2) Eliminoidaan tdmén tuntemattoman avulla vastaavat tuntemattomat kaikista
muista yhtéloista.

Eliminointi tapahtuu seuraavasti. Oletetaan, ettd ollaan kisittelemé&ssé 1. yhtdlod ja ha-
lutaan eliminoida ensimmaéinen tuntematon 2. yhtalosta. Kerrotaan 1. yhtdlé puolittain
2. yhtdlon ensimmaéisen tuntemattoman kertoimen vastaluvulla. Lisdtdan sitten ensim-
maéinen yhtalé toiseen, jolloin tuo tuntematon havida. Kéydéan titd menetelméd lapi
esimerkkien avulla.

Esimerkki 8.3. Olkoon ratkaistavana seuraava yhtalopari:
2c+4y = 2
z+3y = -1°

Aloitetaan kisittely ensimméisesté yhtdlosta. Jaetaan yhtdlo puolittain luvulla 2, jolloin
ensimmaéiseksi kertoimeksi tulee 1:

z+2y = 1
r+3y = —-1°
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Toisen yhtdlén ensimméinen kerroin on 1. Jotta tdmé saataisiin hividmé&in, kerrotaan
ensimmaéinen yhtilo puolittain luvulla —1, ja lisdtdan néin saatu yhtélo toiseen. Ensim-
maéinen yhtalé —1:114 kerrottuna on

—z —2y =—1.

Kun tdma lisdtdan puolittain toiseen yhtéléon, saadaan

—r—2y = —1 |(—1)x 1. yhtdlo
t4+3y = —1 |2 yhtils
0+y = -2
Saatu yhtéld kirjoitetaan toisen yhtéldn paikalle, jolloin yhtdloryhmaésta tulee
z 42y = 1
y = —2°

Toisesta yhtélostd hévisi nain .

Kisitellddn vield toinen yht&ls. Toisen yhtdlon ensimméinen kerroin on nyt y:n kerroin
ja se on sattumalta jo valmiiksi 1. Ensimmaisessd yhtalossd y:m kerroin on 2. Kerrotaan
jalkimmainen yhtalo siis puolittain —2:1la ja lisdtddn ensimmaiseen:
—2y = 4 | (—2)x 2. yhtilo
z +2y = 1 |1 yhtdlo
T = 3

Tulos sijoitetaan ensimmaéisen yhtélon paikalle, jolloin siitd havida y:

T = 5
y = =2

Nyt yhtéloryhma on téysin ratkaistussa muodossa, josta voidaan suoraan lukea tuntemat-
tomien arvot. Tarkistetaan vield tdméa vastaus sijoittamalla saadut arvot alkuperdisiin
yhtéloihin:

Il
DO

2.5+4+4.(-2) = 10—8
543-(-2) = 5-6 = —1°

Tulos on oikea.

Esimerkki 8.4. Ratkaistaan seuraava kolmen yht&lén yhtaloryhma:

221 +4x9 +6x3 = 12
3z +x2 —r3 = —2.
21 —3x9 +2x3 = 14

Aloitetaan kisittely ensimméisestd yhtalostd. Jaetaan yhtdlé 2:1la, jolloin saadaan en-
simmadiseksi kertoimeksi 1:

2z1 +4z9 +6z3 = 12 |:2 1 +2z2 +3z3 = 6
3T +x9 —r3 = —2 <~ 3T +zo —r3 = —2.
27 —3r9 +2z3 = 14 2r; —3z2 +2z3 = 14

Ensimmaisen muuttujan kerroin on toisessa yhtdlossd 3 ja kolmannessa 2. Lisdtéan siis
ensimméinen yhtalo toiseen —3:1la kerrottuna ja kolmanteen —2:lla kerrottuna:

z1 +2z2 +3z3 = 6 |-(=3) [-(-2) z1 +2zy +3z3 = 6
3z +xo —r3 = =2 | — | <= —5r9 —10x3 = —-20.
221 —3z9 +2z3 = 14 | + —Txy —4dx3 = 2

Nyt on eliminoitu ensimméinen tuntematon toisesta ja kolmannesta yhtalostéd. Siirry-
tdan toiseen yhtaloon. Toisen yhtélon ensimmaéinen kerroin on —5. Jaetaan yhtalo talla



52

puolittain:
r1 42z +3z3 = 6 T1 +2x0 +3x3 = 6
—b5ze —10z3 = —20 |:(-5) <= xo +2z3 = 4.
—Txy —4dz3 = 2 —Txry —4dx3 = 2

Toisen muuttujan kerroin on ensimmaisessd yhtélossé 2 ja kolmannessa —7. Lisdtdéan siis
toinen yhtdlé ensimmaiseen —2:1la kerrottuna ja kolmanteen 7:113 kerrottuna:

1 +2z9 +3z3 = 6 |+ T1 —r3 = —2
To +2x3 = 4 | . (—2) | 7T = To +2r3 = 4 .
—Try —4dzz3 = 2 | + 10z3 = 30
Jaetaan vield viimeinen yhtalo puolittain luvulla 10:
Il —xr3 = -2 I —xr3 = -2
o +2z3 = 4 <— o +2z3 = 4,
10z3 = 30 |:10 T3 = 3
ja lisdtddn se ensimmaéiseen 1:114 kerrottuna sekd toiseen —2:lla kerrottuna:
X1 —r3 = -2 ‘ — 1 = 1
zo +2z3 = 4 | | + = T2 = —2.
r3 = 3 ‘ -1 | : (—2) r3 = 3

Néin on yhtéloryhma téydellisesti ratkaistu.

Toisinaan jotain tuntematonta eliminoitaessa eliminoituu kaksi tuntematonta samalla
kertaa. Talloin voidaan vaihtaa yhtaloiden jarjestysté, jotta eliminointia voidaan jatkaa.

Esimerkki 8.5. Ratkaistaan yhtéloryhma

1 +3x0 —x3 7
2¢1 +6xy —x3 = 0.
Al —T2 —I3 = 3

Ensimmaisen yhtélon ensimméinen kerroin on jo 1, joten voidaan ruveta suoraan elimi-
noimaan:

1 +3z9 —xz3 = 7 |-(-2) |-(-1) 1 +3xz2 —z3 = 7
2z1 46z —xz3 = 0 |« | = T3 = —14 .
1 —x9 —x3 = 3 | < —4x9 = —4

Koska toisesta yht#lostd hévisi myos toinen tuntematon, vaihdetaan toinen ja kolmas
vhtélo keskenéddn, jolloin saadaan

T1 +3r9 —x3 = 7
—4.’E2 = —4 .
r3 = —14

Nyt voidaan jatkaa normaalisti. Jaetaan toinen yhtdlo puolittain —4:114:

r1 432 —x3 = 7 z1 +3x2 —x3 = 7
—4zy = —4 |:(+4) <= Z2 = 1.
r3 = —14 r3 = —14

Eliminoidaan toinen tuntematon ensimmaéisesté yhtalosta. (Kolmannesta yhtélosté se on
jo eliminoitu.)

1 43z —x3 = 7 |<— x1 —xr3 = 4
T3 = 1 [-(-3) <= T = 1.
r3 = —14 r3 = —14
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Eliminoidaan lopuksi kolmas tuntematon ensimmaisestd yhtalosta:

z1 —r3 = 4 |« z1 = —10
D) = 1 <~ T2 = 1.
r3 = —14 | -1 r3 = —14

Nyt yhtaloryhmé on ratkaistu.

Kuten edelld mainittiin, lineaarisella yhtéloryhmalla ei ole aina ratkaisua, tai ratkai-
su ei ole valttdmattd yksikésitteinen. Téllaista yhtdloryhméa nimitetdan talla kurssilla
huonosti ratkeavaks.

Lause 8.6. Lineaarisella yhtaléryhmdlla on aina joko yksi, ei yhtadn tai dareton mdadard
ratkaisuja. Jos yhtdloryhmdlla ei ole ratkaisua, tai niitd on ddretén mddrd, sanotaan,
ettd yhtdloryhmd on huonosti ratkeava.

Esimerkki 8.7. Ratkaistaan eliminoimalla esimerkin 8.2 yhtaléryhm3

2 —y +z = —2
-3z +2y —2 = 0°
Jaetaan aluksi ensimmaéinen yhtélé puolittain 2:lla, jolloin saadaan
T —%y +%z = -1
-3z +2y —2 = 0°
Lisatdan sitten ensimmaéinen yhtilo toiseen 3:lla kerrottuna:
T —3y 43z = -1 |3 x —%y +%z = -1
-3z +2y —=z = 0 |« 3y +sz = =3°

Jaetaan jalkimmaéinen yht#lo 1/2:1la, jolloin saadaan ensimmaéiseksi kertoimeksi 1:

T —%y +%z = -1
y +z = —6°
Lisatadn lopuksi toinen yht#lo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna:
1 1
T —3y +5z = -1 |« z +z = —4
{ y 4z = —6 |-31 y +z = —6°

Viimeistd tuntematonta ei voida nyt eliminoida, koska se ei ole missdén yhté&lossd en-
simmadisend. Tallaista tuntematonta kutsutaan vapaaksi muuttujeksi. Sen arvo voi olla
mitd vain. Yhtdloryhmalld on &dareton médra ratkaisuja, mutta ndmé ratkaisut riippuvat
vapaan muuttujan z arvosta. Jos esimerkiksi z = 0, niin z = —4 ja y = —6.

Edellisessé esimerkissé oli kaksi yhtalod ja kolme tuntematonta. Jotta vapaita muuttujia
ei tulisi, taytyy yhtaloitd olla vahintddn yhtd paljon kuin tuntemattomia. Lisdksi miké
tahansa yhtéloryhmé voi olla ratkeamaton. Yhteenvetona saadaan seuraava lause.

Lause 8.8. Jos lineaarisessa yhtdloryhmdssd on n tuntematonta ja m yhtdlod, missd
n > m, yhtaloryhma on huonosti ratkeava.

Esimerkki 8.9. Tarkastellaan seuraavaa yhtaloryhmaé:

Ty +me2 +x3 = 3
211 +x9 +xr3 = 2.
X1 —2$2 —2$3 = -2

Ensimmaisen yhtdlon ensimmaéinen kerroin on valmiiksi 1. Lisdtd8n ensimméinen yhtalo
toiseen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottunas:

1 —+x9 +xr3 = 3 ‘ . (—2) | . (—1) 1 +x9 +x3 = 3
2z +z9 +x3 = 2 ‘ — | < —ZT9 —x3 = —4.
r1 —2T9 —2.’1)3 = =2 | — —3x9 —3.’[)3 = -5
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Jaetaan toinen yhtdlé puolittain —1:114:

x1 +x9 +x3 = 3 1 +x9 +x3 = 3
—ry —x3 = —4 |:(-1) <= To txT3 = 4.
—3£L‘2 —3£L‘3 = -5 —3.’1}2 —3.’1}3 = -5

Lisétaén sitten toinen yhtdlo ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen 3:lla kerrot-
tuna:

1 Fz2 T3 = 3 |+ T = -1
o “4z3 = 4 |-(-1) |-3 <= xo +xzzg = 4.
—3x9 —3x3 = =5 | — 0 = 7

Viimeiselta riviltd eliminoituivat kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jai 7. Té-
mé on ristiriitaista, silld 0 # 7. Yhtéloryhmalla ei siis ole ratkaisua. (Huomaa, etté vaikka
ensimmaiselld rivilld £; = —1, tdm4 ei ole ratkaisu, silld yhtéloryhmaé ratkaistaessa on
kaikki yhtdlot ratkaistava yhté aikaa.)

Kerrataan vield yhtaloryhmén ratkaisumenetelma. Jokaista yhtéalod kohti ylhaalta alkaen
suoritetaan seuraavat vaiheet:

1. Vaihdetaan yhtdlo jonkin alemman, kisitteleméttoméan, yhtdlon kanssa, jos tar-
vitaan.

2. Jaetaan yhtdlo puolittain siten, ettd ensimmaisen tuntemattoman kertoimeksi
tulee 1.

3. Eliminoidaan tdmé&n tuntemattoman avulla vastaava tuntematon kaikista muista
yhtilsisti.

Kun nédma vaiheet on suoritettu kaikille yhtéléille, tulos voi olla jokin seuraavista:

e Kaikki tuntemattomat jaavit yksin omalle rivilleen, ja yhtadloryhma ratkeaa yk-
sikdsitteisesti.

e Jokin muuttuja ei ole ensimmaisend millddn rivilli. Tamé& on vapaa muuttuja, ja
yhtaloryhmaén ratkaisu riippuu sen arvosta. Ratkaisuja on ddreton maéra.

e Jostakin yhtélostd hévida kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jaa nol-
lasta poikkeava luku. Télloin yhtaloryhmélla ei ole ratkaisua.

8.2. Matriisit. Matriisit ovat lukukaavioita tai lukutaulukoita, joiden avulla on usein
helpompi hahmottaa suuri maédra lukuja. Yhtaloryhmien tapauksessa matriisi voi esi-
merkiksi siséltdd kaikki yhtéloryhmén kertoimet, jolloin niité voi kisitelld kuin yhten&
pakettina.

Maiidritelma 8.10. Lukukaaviota, jossa on m rivid ja n saraketta, kutsutaan matrii-
siksi, jonka tyyppi on m X n, eli m X n-matriisiksi. Matriiseja merkitdén yleensd isoilla
kirjaimilla. Olkoon esimerkiksi

ail ai12 - A1p
a1 Q2 ... QG2p
M =
aml1 Am2 --- Amn
Nyt M on m X n-matriisi. Luvut ai1,...,amn, ovat tavallisia lukuja, matriisin alkioita.

Alkioita merkité&n M;;, missd ¢ on rivin numero ja j sarakkeen numero. Esimerkiksi Moy
on toisen rivin ensimmaéinen alkio, eli tdssd tapauksessa Mo = ao1.

Esimerkki 8.11. Esimerkkejd matriiseista:

; 13 o« 2
-1 2 2 -5 7
[(1) 0]’ 0 -5 V2|, 1,[_142].
-1 -3 10 3
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Néiden matriisien tyypit ovat vasemmalta oikealle lukien 2 x 2, 3 x 3, 3 x 1 ja 2 x 3.

Matriiseja voidaan laskea yhteen ja vdhentdd toisistaan. Lisdksi niitd voidaan kertoa
luvuilla ja toisilla matriiseilla. N&illa operaatioilla on kuitenkin rajoituksia. Matriisit voi
esimerkiksi laskea yhteen vain, jos ne ovat samaa tyyppié.

Maiidritelms 8.12. Matriisien yhteen- ja vihennyslasku. Olkoot A ja B m X n-
matriiseja. Yhteenlasketun matriisin A + B alkiot saadaan laskemalla A:n ja B:n alkiot
yhteen kohdakkain. Sama pétee vihennyslaskulle A — B. Siis

Huom! Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen tai vihentdd toi-
sistaan.

Esimerkki 8.13. Kahden 3 x 2-matriisin yhteenlasku:

1 2 2 -1 142 24 (-1) 31
3 4/ +10 1| =([3+0 4+1 [=1|3 5
5 6 3 2 5+3 6+2 8 8

Maésritelmi 8.14. Skalaarikertolasku. Minké tahansa matriisin A voi kertoa reaali-
luvulla c. Tat4 toimitusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi ja merkitdin cA (ilman ker-
tomerkkid). Télloin jokainen matriisin alkio kerrotaan kyseiselld luvulla, eli

(cA)ij = c- Ajj.

Esimerkki 8.15. Erddn 3 x 2-matriisin kertominen luvulla:
2 -1 2:2 2-(-1) 4 -2

210 1| =120 2.1

3 2 2.3 2.2

=10 2

6 4
Matriisin kertominen luvulla on helppo toimitus ja se voidaan aina suorittaa. Kahden
matriisin vélinen kertolasku on hieman monimutkaisempi ja rajoitetumpi operaatio.

Maisritelm3a 8.16. Matriisikertolasku. Kaksi matriisia voidaan kertoa toisillaan vain,
jos ensimmaisessa on yhtd paljon sarakkeita kuin toisessa on rivejd. Olkoon siis A m X n-
matriisi ja B n x p-matriisi. Télloin matriisi AB on mééritelty. Sen alkio (AB);; saadaan
kertomalla A:n i:nnen rivin alkiot B:n j:nnen sarakkeen alkioilla ja laskemalla ndm3
yhteen. Siis

n
(AB)ij = AinByj + AiaBaj + -+ + AinBpj = Y Ay By;.
k=1

Tuloksena on m x p-matriisi.

Esimerkki 8.17. Olkoon

1 2

A:E _31 (2)] ja B=|-2 -1
0 1

Koska A:ssa on kolme saraketta ja B:ssd on vastaavasti kolme rivid, matriisit voidaan
kertoa kesken&in.

Tarkastellaan aluksi tulomatriisin ensimmaisen rivin ensimmaéistd alkiota. Maaritelmén
mukaan on otettava matriisista A ensimmaéinen rivi ja matriisista B ensimmé&inen sarake,
kerrottava niilld olevat alkiot kesken#dédn, ja laskettava yhteen. Siis

(AB)11 = A11B11 + A12B91 + A13B3;
— 2 14 (=1)-(=2)+0-0=4.
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Kun lasketaan ensimmaéisen rivin toinen alkio, kerrotaan matriisin A ensimmaéisen rivin
alkiot matriisin B toisen sarakkeen alkioilla:
(AB)12 = A11B12 + A12Boy + A13B3)
=2-24(-1)-(-1)4+0-1=5.
Samaan tapaan lasketaan muutkin alkiot:
2 -1 0 1 2
13 o |72 7!
0 1
_ [2-1-|—(—1)-(—2)+0-O 2-2-|—(—1)-(—1)-|—0-1] _ [4 5]

ap - |

1-143-(=2)+2-0  1-243-(=1)+2-1 —5 1

Tulos on 2 X 2-matriisi, niin kuin pitdakin.

Matriisia, jossa on yhtd monta rivid kuin saraketta, kutsutaan neliomatriisiksi. Neliomat-
riiseja voidaan kertoa toisillaan kummin tahansa péin, mutta tulos ei silti vilttaméatta
ole sama.

Esimerkki 8.18. Olkoon A = [21] ja B =[ % }]. T&llsin

2:0+1-(—4) 2-3+1-1] _ [—4 7]’

AB:[1-0+2-(—4) 1-3+2-1 -8 5

mutta

BA— 0-2+3-1 0-14+3-2|_ |3 6
o |—4-241-1 —4-141-2| |-7 =2|°
Aina ei siis padde AB # BA. Kuitenkin seuraavat s8dnnot pétevit matriisien kertolaskulle

silloin, kun se voidaan suorittaa:

1. A(BC) = (AB)C,
2. A(B+C) = AB + AC.

8.3. Yhtédloryhmén ratkaiseminen matriisien avulla. Téssé osassa tarkastellaan
vain sellaisia yhtaloryhmié, joissa on yhtd monta yhtdlod kuin tuntematonta. Mika ta-
hansa yhtaloryhméa voidaan kuitenkin muuttaa tillaiseen muotoon niin, ettd ratkaisut
pysyvat samoina. Yhtéloihin voidaan aina lisdtd tuntemattomia, jos niiden kertoimeksi
vain asetetaan nolla. Toisaalta sama yhtélé voidaan toistaa ryhméssé useamman kerran,
jolloin yhtéloiden maéra kasvaa, vaikka ratkaisut eivat muutu.

Olkoon A n x n-nelibmatriisi, alkioinaan a1, ..., any, ja olkoot X ja B n x 1-matriiseja
(vain yksi sarake), alkiot vastaavasti z1, ..., 2z, ja by,...,b,. Tarkastellaan matriisiyhtd-
loa
AX = B.

Yhtélon vasemmalla puolella oleva kertolasku antaa tulokseksi

air a2 ... Gip| |T1 01171 + @122 + -+ - + Q1T

a1 az2 ... QGp| | T2 a2171 + a22%2 + + -+ + a2pTp

AX = . ) . =
anl Qp2 --- Qnp Tn 0n1T1 + Gp2%2 + -+ + AppZn

T&ama4 on n X 1-matriisi, samoin kuin oikealla puolella oleva matriisi B. Yhtalo pétee, jos
ja vain jos vasemmanpuoleisen matriisin alkiot ovat samat kuin oikeanpuoleisen, eli

a11x1 + apx2 + -+ apT, = b
a21x1 + axTy + -+ awpx, = b

ap1T1 + p2T2 + -+ + ATy, = by
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Tam4 on lineaarinen yhtdloryhmé, joka siis vastaa alkuperdistd matriisiyhtaloa.

Lause 8.19. Lineaarista yhtdléryhmad, jossa on n yhtdloa ja n tuntematonta, vastaa
matriisiyhtdlo AX = B, missd A on nXxn-matriisi, joka sisdltad yhtaléryhman kertoimet,
X on n x 1-matriisi, joka sisdltia tuntemattomat, ja B on n X 1-matriisi, joka sisdltia
yhtaloiden oikealla puolella olevat vakioarvot.

Matriisimuotoa voidaan kayttda merkintojen helpottamiseksi. Eliminointimenetelmés so-
vellettaessa muuttujien kirjoittaminen on oikeastaan turhaa, silld vain kertoimilla on eli-
minoinnin kannalta jotain merkitystd. Muuttujat pysyvét koko ajan samoilla paikoilla.
Suorittamalla eliminointi matriisimuodossa viltyt&din muuttujien toistuvalta kirjoittami-
selta.

Esimerkki 8.20. Ratkaistaan sellaisen paraabelin yhtalo, joka kulkee pisteiden (—1, 1),
(1,2) ja (2,1) kautta. Paraabelin yleinen yht#lé on y = ax? + bx + c. Sijoitetaan t#-
hén yhtdloon vuorotellen annettujen pisteiden koordinaatit, jolloin saadaan seuraavat
yvhtélot:

a-(-1)24+b-(-1)+c=1 a—b+c = 1
a-124+b-14c=2 = a+b+c = 2.
a-224b-24c=1 da+2b+c = 1.
Tata yhtdloryhmés vastaa matriisiyvhtdlo AX = B, missé
1 -1 1 a 1
A=1|1 1 1|, X=|b| ja B=|2
4 2 1 c 1

Unohdetaan nyt hetkeksi tuntemattomat, ja ryhdytdan eliminoimaan yhdistettyd mat-
711510

1 -1 1 | 1
[AB]=|1 1 1 | 2
4 2 1 |1

Lisdtdan ensimméinen rivi toiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen —4:114 kerrottuna:

1 -1 1 | 1] «(-1) |-(-4) 1 -1 1 | 1
1 1 1] 2] « | ~ 10 2 0 | 1
4 2 1 |1 |« 0 6 -3 | -3

Toisen rivin ensimméisend (nollasta poikkeavana) kertoimena on 2, joten jaetaan tdmé
rivi puolittain kahdella, jotta saadaan kertoimeksi 1:

1 -1 1 | 1 1 -1 1 | 1
002 0 | 1 ., ~f0 1 0 [1/2
0 6 —3 | —3|° 0 6 -3 | -3

Lisatdan sitten toinen rivi ensimmaéiseen 1:114 kerrottuna ja kolmanteen —6:1la kerrottu-
na:

1 -1 1 | 17 « 10 1 | 3/2
01 0 | 1/2| 1 |-(~=6) =~ 1|01 0 | 1/2
0 6 -3 | -3 | + 00 —3 | —6

Jaetaan alin rivi luvulla —3, jotta saadaan tuon rivin ensimmaéiseksi nollasta poikkeavaksi
kertoimeksi 1:

10 1 | 3/2 101 | 3/2
01 0 | 1/2 ~ 001 0 | 1/2
00 -3 | —6] :(-3) 001 | 2
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Lisétadn lopuksi kolmas rivi ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna:

10 1 | 3/2] « 100 | —1/2
010 | 1/2 ~ 1010 | 1/2
0011 2| (-1 001 ] 2

Nyt eliminointi on suoritettu. Syntynyttd yhdistettyd matriisia vastaa seuraava tédysin
ratkaistu yhtaloryhmé:

x = —1/2

Yy = 1/2.
z = 2

Varsinainen hy6ty matriisien kyttdmisestd saadaan, kun verrataan matriisiyhtélon rat-
kaisemista tavallisen yhtalon ratkaisemiseen. Tarkastellaan seuraavaksi hieman tavallisen
yhtalon ratkaisemista ja yritetdén sen jalkeen yritetddn soveltaa samoja keinoja matrii-
siyhtélon ratkaisemiseen. Ensimméisen asteen yht#lé on muotoa ax = b. Jos a # 0,
voidaan yhtalo ratkaista jakamalla sen molemmat puolet a:lla, eli kertomalla molemmat
puolet a:m kiléinteisluvulla 1/a = a:

ar =b | a1

a l(az) =a"'b
(e ta)r =a™'b
l-z=a"'b

z=a"'b.

Niin 18ydetdsin yhtilon ratkaisu £ = a 'b = b/a. Ratkaiseminen perustui tiettyihin
lukujen ominaisuuksiin. Ensinnikin a=!(az) = (a 'a)z, toiseksi a~'a = 1 ja lopulta
1.z = z. Ensimméinen ominaisuus pétee matriiseillakin, silla A(BC) = (AB)C, jos ker-
tolasku vain voidaan suorittaa. Jos matriiseilta l0ydetddn muutkin ominaisuudet, voi-
daan matriisiyhtélo ratkaista samalla tavalla kuin lukuyhtéld. Viimeinen ominaisuus, eli
1-z = z, toteutuukin helposti myos matriiseilla.

Maisritelm3a 8.21. Neliomatriisia, joka sisédltdd vasemmalta ylha#lts oikealle alas kulke-
valla lavistajallaan pelkkid ykkdsid ja muuten pelkkid nollia, kutsutaan ykkdsmatriisiksi
ja merkitain

1 0 ... 0
In: 0 1 ) 3

: .0

0 ... 0 1

missd n on rivien (ja sarakkeiden) lukumééré. Jokaista riviméérad n vastaa oma ykkos-
matriisi I,,. Ykkosmatriisille patee

I,X = X,

olipa X mikéd tahansa n x p-matriisi. (Siiné taytyy siis olla n rivid, jotta kertolasku olisi
mahdollinen.)

Ykkosmatriisilla kertominen vastaa siis ykkoselld kertomista: se ei muuta kerrottavaa
matriisia mitenkdan. Tarvitaan endd kddnteislukua vastaava matriisi. Luvun o ki#nteis-
luvulla ¢~! on se tirkes ominaisuus, ettd a™' - @ = 1. Téytyisi siis 16ytyé sellainen mat-
riisia A vastaava matriisi A7!, ettd A7!A = I,. Kaikilla luvuilla ei ole kiinteislukua
(nimittédin nollalla), eikd kaikilla matriiseillakaan ole kiddnteismatriisia.
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Maiidritelms 8.22. Olkoon A n x n-nelidmatriisi. Jos on olemassa jokin matriisi B,
jolle patee BA = I,, niin sanotaan, ettd A on sddnndllinen eli kddntyvd, ja B on A:n
kéddnteismatriisi. Kasnteismatriisi on yksikésitteinen, ja sitd merkitdin B = A~!. Lisaksi,
jos A on siénnéllinen, niin myds A~! on s#finnéllinen ja sen kiiinteismatriisi on A (eli

(A1) l=4jadAdt=1,).
Esimerkki 8.23. Olkoon 4 = [?3] ja B =[2 °]. T4llsin
5) -

3-24(=5)-1 3-5+(—5)'3]:[1 0]:12.

BA = -1.-24+42-1 —-1-5+2-3 0 1

Siispd B on A:n kiinteismatriisi eli B = A7,

Jos nelidmatriisille A sovelletaan eliminointimenetelm&a, voi tuloksena olla ykkosmatriisi
(vrt. esim. 8.20). Jos samat operaatiot suoritetaan samassa jérjestyksessd ykkosmatrii-
sille, tuloksena on A:n kddnteismatriisi.

Lause 8.24. Kddnteismatriisin olemassaolo ja loytdminen. Olkoon A n x n-
matriisi. Sovelletaan yhdistettyyn matriisiin [A|l,] eliminointimenetelmdd, jolloin saa-
daan uusi yhdistetty matriisi [B|C]. Jos nyt B on ykkosmatriisi, niin A on sianndllinen,
ja C on A:n kdanteismatriisi. Jos taas B # 1, niin A ei ole sddannéllinen.

Esimerkki 8.25. Tarkastellaan esimerkin 8.23 matriisia A = [% g] Sovelletaan elimi-
nointimenetelm#é yhdistettyyn matriisiin [A|Ig]:

2 5 | 1 0]: 1 3| 3 0]-(-1
13|01 1 3 0 1] «
1 3 10 1 3 lo<—
WoiI gl 1]-1 “[Of ] -
LY 2 2 12 2
w'10|3—5

01 ] -1 2]

Vasemmalle puolelle muodostui ykkdsmatriisi, joten A~ = [ 31 > ] Tamé vastaa aikai-
sempaa tulosta.

Esimerkki 8.26. Tarkastellaan vield matriisia § = [ 3 ] Eliminoimalla yhdistetty&
matriisia [S|Iz] saadaan

1 -2 ] 1 0|3 |12 | 10
-3 6 | 0 1|« 0 0 | 3 1|°
Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd hévisivat kaikki alkiot, joten eliminointia ei

voida jatkaa. Vasemmanpuoleista matriisia ei saatu eliminoimalla ykkosmatriisiksi, joten
silld ei ole kddnteismatriisia.

Tarkastellaan nyt jalleen matriisiyhtdlod AX = B. Jos A:lla on kd#inteismatriisi, voimme
ratkaista tdmén yhtdlon aivan kuten tavallisen ensimmdéisen asteen yhtdlon kertomalla
molemmat puolet vasemmalta A:n kiddnteismatriisilla. (Oikealta kertominen ei tuota sa-
maa tulosta, koska matriisien kertolaskulle ei valttamétta pade sdénté AB = BA.) Tama
kiy seuraavasti:

AX=B |A.
AN AX)=A"'B
(A 'AX =A"'B
I,X=A"'B
X =A"1'B.
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Koska tdma matriisiyhtdlo vastasi tiettyd yhtaloryhméi, voidaan kyseinen yhtéloryhma
siis ratkaista kddnteismatriisin avulla. Koska kad&nteismatriisin olemassaolo riippuu vain
kerroinmatriisista A, riippuu myo0s ratkaisun onnistuminen vain matriisista A, ei siis
tuntemattomista tai vakiot sisdltédvastd matriisista B.

Lause 8.27. Olkoon ratkaistavana yhtdloryhmda AX = B. Jos kerroinmatriisi A on
saannollinen, yhtdloryhmdlli on yksikdsitteinen ratkaisu X = A™'B. Jos A ei ole sddn-
nollinen, yhtdloryhmd on huonosti ratkeava.

Kéaédnteismatriisi soveltuu kéytettaviksi erityisesti silloin, kun on ratkaistavana monta
yhtaloryhma4, joissa on samat kertoimet.

Esimerkki 8.28. Olkoot ratkaistavina seuraavat yhtéloparit:

2c+5y = 1 20 +5y = -2
r+3y = 27 z+3y = 0

Naissa yhtalopareissa on samat kertoimet, ja ne voidaan kirjoittaa matriisiyhtaloing
AX = B ja AX = Bg, missi

2 5 T 1 . —2
S A M A S i
Matriisin A kiifinteismatriisi laskettiin esimerkissi 8.25. Se on A~! = [31 _25]. Nyt voi-
daan ratkaista helposti molemmat yhtaloryhmét edellisen lauseen avulla. Ensimmaisessé

vewm- 4 S -PEC2E )

joten ratkaisu on z = —7, y = 3. Toisessa yhtaloryhmaéssa
 1m |3 =B |-2] _ [3-(—2)+(-5)-0] |6
X=A"B= [—1 2] [0] _[—1-(—2)+2-0 2]
joten ratkaisu on z = —6, y = 2.

Jos yhtéloryhmé on huonosti ratkeava, kdénteismatriisisista ei ole hyotya. Sen avulla ei
esimerkiksi voida sanoa, onko yhtaléryhmaé ristiriitainen vai onko ratkaisuja mahdollisesti
adrettoman monta.
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