Y100 matematiikka
Yhteiskuulustelu 22.3.2006
Malliratkaisuja (4 sivua)

1. Funktion f(z) = (r —1)/(x — 2) kuvaaja leikkaa x-akselin kohdassa
x = 1. Kuvaajan alle piirretdédn kuvan mukainen suorakulmio siten,
ettd sen vasen alakulma on origossa ja oikea yldkulma kuvaajalla.
Mik4 on suorakulmion leveys, kun sen pinta-ala on suurin mahdol-
linen?
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Ratkaisu. Merkitdan suorakulmion leveyttd muuttujalla x. Koska
suorakulmion oikea ylikulma on kuvaajalla, sen koordinaatit ovat
(z, f(z)). Suorakulmion korkeus on siis f(z). Alaksi saadaan

A@) = af(@) = &

x°—x
x—2

Taméa pinta-ala voidaan ajatella méaaritellyksi, kun x on sulje-
tulla vililla [0, 1]. Koska pinta-ala on télld alueella méadritelty ja
derivoituva, suurin arvo loytyy vélin péitepisteestd tai derivaatan
nollakohdasta. Vilin padtepisteissa pinta-ala on selvisti nolla, joten
keskitytddn derivaatan nollakohtaan.

Pinta-alan derivaatta on

(x—2)2z—-1)— (22 —1z2)-1

A =
2tz —dr+2-2+zx 2 —dz+2
(xz —2)? - (z—2)?

Téaman nollakohdat saadaan osoittajan nollakohdista (huomaa, etta
nimittdjin nollakohta 2 ei ole tarkasteluvililld). Sovelletaan toisen
asteen yhtilon ratkaisukaavaa:

V16—4-1-
4+ 162412:2i\/§.

-4 +2=0 = 1=

Juurista ainoastaan z = 2 — V2 ~ 0,586 on tarkasteluvililld. Kos-
ka se on positiivinen, se on leveys, jolla suorakulmion pinta-ala on
suurin.
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2. Auton nopeus noudattaa jonkin aikaa funktiota v(t) = —3¢* + 6t

(m/s), missé ¢ on aika sekunteina. Laske auton kulkema matka ai-
kavililla [2 s, 5 s]. (Matka on nopeuden kertymi ajassa.)

Ratkaisu. Nopeuden kertyma valilld [2, 5] saadaan integroimalla
nopeuden funktiota kyseiselld valilla. Niin saadaan

5 5 1
/v(t)dt:/ ——t* + 6tdt
2 2 3
5 5
1 1 1 1
= _— —t3 6 . _t2 - / __tg 3t2
/(=53¢ +6°5¢) =/ (-52+
2 2
— _1.53+3.52 — —1-23+3-22 =50
9 9 '

Auton kulkema matka on siis 50 m.

Viljelijoiden harmiksi erdand satokautena koloradonkuoriaisparis-
kunta (Leptinotarsa decemlineata) péisi pesiytyméén perunapel-
toon. Suotuisissa oloissa kuoriaisten lisddntymisnopeus oli joka het-
ki suoraan verrannollinen niiden lukuméérdin. Kuuden kuukauden
jakson jalkeen kuoriaisia oli jo 20000. Ratkaise kuoriaisten maara
ajan funktiona.

Ratkaisu. Merkitdéan kuoriaisten madraa ajan funktiona m(t). Tal-
16in kasvunopeus on funktion derivaatta m/(t). Koska kasvunopeus
on joka hetki suoraan verrannollinen kuoriaisten lukuméairéin, saa-
daan differentiaaliyht&lo

m/(t) = km(t),
missd k£ on tuntematon vakio (verrannollisuuskerroin). Koska luku-

méaara on tehtivissa aina positiivinen, saadaan yhtalo separoituvaan
muotoon jakamalla se m/(t):114:

Ratkaistaan saatu separoituva yhtilo. Vasemman puolen eris in-
tegraalifunktio on

L _ [ L m =In|m
/mm(t)dt_/m(t)d In |m(t)].

Koska maird on aina positiivinen, itseisarvomerkit voidaan unoh-
taa. Vastaavasti oikean puolen erds integraalifunktio on kt. Taten



saadaan
Inm(t) =kt+C
s m(t) = M
< m(t) = ee”
<= m(t) = mee™.

Tissd on merkitty mg = ¢, C on integroimisvakio.
Alussa kuoriaisia oli kaksi kappaletta, joten

k-0

m(0) = mee®” =mg-1=2.

Siispd mg = 2. Toisaalta kuuden kuukauden kuluttua maéra oli
20000, joten

m(6) = 2¢"% = 20000 |:2
<« "% =10000
<= k-6 =1n10000

1
= k= ;110000 ~ 1535.

Kuoriaisten maaraa kuvaa siis funktio

m(t) = 255,

4.a) Tarkastellaan matriiseja

T:[g 3] ja x=m

Milld a:n arvolla vektorit z ja Tz ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan?

Ratkaisu. Lasketaan ensin vektori T'7:
pe_ [0 2] 1] ZJo-1+2-1] _ ]2
= a of [1]| T la-140-1] ~ |a|"
Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan silloin, kun niiden
pistetulo on nolla. Lasketaan vektorien pistetulo:

z-Tz=(1,1)-(2,a)=1-24+1-a=2+a.

Pistetulo on nolla, kun a = —2. Téll6in vektorit ovat kohtisuorassa.

4.b) Ratkaise seuraava yhtaloryhma:

1 —XT2 +2£L‘3 = -1
2CC1 9 —3$3 = 1.
—2%1 T —T3 = 5



Ratkaisu. Kaytetdan Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmaé:

xy —Ty +2z3 = -1 [-(-2) |-2
211 T9 —3373 = 1 |<— ‘
—2x To —x3 = 5 ‘ —
r1 —T9 +2$3 = -1
<~ 3xy —Tx3 = 3 ‘ 03
{ —T2 3$3 = 3
1 —I9 +2$3 = -1 | —
<=>{ Ty —txy = 1 [-1 [-1
—T9 3rg = 3 ‘ —
I —l.’lig =0
<~ T2 —g.’Eg = 1
5333 = 4 | . %
{ T1 +$.’E3 =0 | —
— Ty —3T3 = 1 ‘ | —
Al = 2
S i) = 15 .
T3 = 6



