Y100 matematiikka

Luentokuulustelu 22.2.2006

Malliratkaisuja

1. Etsi funktion f: R — R,

f(z)

Ly 43

=—c-T — T

2 3

adriarvokohdat. Missa funktio on kasvava, missé vihenevi?

Ratkaisu. Polynomifunktio f on kaikkialla jatkuva ja derivoituva.
Funktion derivaatta kuvaa sen kulkua. Derivoidaan funktio:

f'(z) = —22°

— 42 = =227 (z + 2).

Derivaatan nollakohdat ovat tulon nollasiannén mukaan z = 0 ja
x = —2. Koska derivaatta on jatkuva, se voi vaihtaa merkkidin vain
nollakohdissaan. Lasketaan muutamia derivaatan arvoja ja piirre-
tdan niiden mukaan merkkikaavio.

fi(=3) = =2(=3)*(-3+2) = 18,
fi(=1) = =2(-1)*(-1+2) = -2,

f'(1)=-2-1%(1+2) = —6.

Funktio on vihenevi sielld, missd derivaatta on negatiivinen, ja kas-

vava sielld, missi derivaatta on positiivinen.

r< -2 2<zx<0|0<zx
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Kaaviosta voidaan paitelld, ettd funktio on kasvava, kun z < —2,
ja vihenevi, kun x > —2. Funktiolla on siis maksimi kohdassa x =
—2, ja muita dédriarvokohtia ei ole.
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2. Laske funktion f(z) = z? kuvaajan ja x-akselin viliin jadvd ala

vilillda —1 < x < 1. Laske liséiksi funktion f ja funktion g(z) = x*
kuvaajien véliin jadva ala samalla vililla.

Ratkaisu. Funktio f on aina epédnegatiivinen. Siispd sen kuvaajan
ja x-akselin viliin ja&véi ala on méiritty integraali
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Funktio ¢ on samaten kaikkialla epidnegatiivinen. Lisédksi, kun
-1 < z < 1, patee g(x) < f(z). Kuvaajien véliin jadva pinta-
ala saadaan siis vihentdmaélld f:n kuvaajan alle jadvistd alasta g:n
kuvaajan alle jaavi ala. Jalkimméinen puolestaan on méadratty in-
tegraali

. Ratkaise alkuarvotehtava

V=4y(z+2), y(-1)=3

Ratkaisu. Funktio y(x) = 0 toteuttaa yht&lon, mutta alkuarvosta
nahdéén, ettd se ei ole oikea ratkaisu. Télléin y # 0, joten yhtilo
voidaan jakaa y:114, jolloin ndhdéén, ettd se on separoituva:

]‘I
—y =4(z + 2).
" (z+2)

Nyt voidaan etsid molemmille puolille integraalifunktiot. Vasemman
puolen erds integraalifunktio on

1 1
/—y'dxz/—dyzln\y\zlny.
Yy Yy
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Alkuarvosta nahdaén, ettd y > 0, joten itseisarvot voidaan jattaa
pois. Oikean puolen erés integraalifunktio on

/4(x+2)dx:/4:1:+8da;:23:2+8x.

Integraalifunktioiden on oltava samat, lukuunottamatta mahdollista
vakion lisdystd. Néin saadaan

Iny =22 +82+C

2
— 6255 +8z+C
2
— y eC’ 62:13 +8x
2
- y keZz +8ac.

Tissi on merkitty k = eC.
Alkuarvoehdon mukaan

y(=1) = kDD g0 — 3,

joten k = 3e%. Alkuarvotehtivin ratkaisu on siis

y(x) _ 36662w2+8w _ 362z2+8m+6 — 32 +3)(z+1)

4.a) Paraabelin yhtdlo on y = az? 4+ bz + c. Ratkaise kertoimet a, b
ja ¢, kun tiedetéén, ettd paraabeli kulkee pisteiden (1,0), (2,—1) ja
(3, —6) kautta.

Ratkaisu. Sijoittamalla pisteen (1,0) koordinaatit paraabelin yh-
taloon saadaan

0=a-1>4+b-14+c eli a+b+c=0.
Sijoittamalla muiden pisteiden koordinaatit saadaan samalla tavoin
—1=a-22+4+b-24+¢ eli 4da+2b+c=—1,
ja

—6=0a-32+b-34+c eli 9a+3b+c=—6.



Ratkaistaan ndin saatu kolmen yhtalon yhtéloryhmé eliminointi-
menetelmalla:

a +b 4c = 0 [-(-4) |-(-9)
da +2b +c = -1 |« |
9a +3b +c = —6 |
a +b +c = 0
= —2b =3¢ = -1 |:(=2)
—6b —8 = —6
a +b +c = 0 |«
— b +3¢ = 1 |-(-1) |6
—6b —8 = —6 |
a —éc = -1 |«
= b +5¢ = 5 | |
c = =3 5 |-(-3)
a = =2
— b = 5
c = -3
Paraabelin yhtild on siis y = —222% + 5z — 3.
4.b) Osoita kertolaskulla, ettd matriisit
3 -1 1 7 5 -1
4 2 —1| ja | 8 6 -1
0o 3 2 -12 -9 2

ovat toistensa kiénteismatriiseja. Ratkaise tdmén tiedon avulla yh-
taloryhma
3r -y +z =1
—dr +2y —z =1
Jy +2z =1

Ratkaisu. Kerrotaan matriisit keskenain:
[ 3 -1 1 1 [ 7 5 —11
—4 2 -1 8 6 —1

LO 3 2J[—12 -9 2J

[1 0 0
=010
0 0 1

Koska tuloksena on yksikkomatriisi, ovat matriisit toistensa kian-
teismatriiseja.

[(3-7-1-84+1-(-12) 3-5—1-64+1-(=9) 3-(=1)—1-(-1
=|-4-74+2-8-1-(-12) —4-54+2-6—1-(=9) —4-(=1)+2-(-
| 0-74+3-8+2-(-12) 0-54+3-6+2-(-9) 0-(-1)+3-(-1

)
1
)

+1-2
)—1-2
+2-2
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Jos sddnnollinen matriisi A siséltdd yhtaloryhméan kertoimet ja
vektori b vakiotekijit, on ratkaisuvektori z = A~'b. Ensimméinen
matriisi sisdltdd yhtdloryhmén kertoimet, joten ratkaisu saadaan
kertomalla vakiovektori (1,1,1) kiddnteismatriisilla:

s I St

[zJ_[—IQ -9 2J [IJ:[—12-1—9-1+2-1J:[19J.



