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Malliratkaisuja

1. Pahvista rakennetaan suorakulmainen neliopohjainen laatikko. Laa-

tikossa ei ole kantta, eli se on paaltd avoin. Laatikon tilavuudeksi on
médritty 4 litraa. Madraa laatikon mitat (korkeus ja pohjan leveys)
siten, ettd pahvia kuluu mahdollisimman pieni mééara.

Ratkaisu. Merkitdan laatikon pohjan leveyttd x:114 ja korkeutta
h:lla. Tallin laatikon tilavuus on V = z2h. Koska tilavuudeksi on
maaritty 4 litraa, saadaan seuraava yhtilo:

22h = 4.

Tisti ratkaistuna korkeus on h = 4/22.

Laatikkoon tarvittava pahvi kuluu laatikon sivuihin sekd pohjaan.
Niiden yhteenlaskettu ala on A = 4zh + z%. Sijoittamalla tihéin
yhtaloon aikaisemmasta ratkaistu korkeus saadaan

A(z) =4z - é—i—xQ = E—}-:EQ.
x x

Tamé on funktio, jonka pienintd arvoa etsitdén. Se on mééritelty,
kun 0 < z < o0.

Funktion pienin arvo saattaa 16ytya sen derivaatan nollakohdasta.
Derivoidaan funktio:

16
A(@) =D (1607 +27) =16+ (~1)r7 +20 =~ + 22,

Etsitaan sitten derivaatan nollakohdat:

A'(x):0<:>—i—g+2x:0
(:>2x:i—§ -2
— 2° =16 |:2
— 7° =38 |/
= =2

Ainoa nollakohta on x = 2. Derivaatta on jatkuva, kun 0 < z < oo,
joten se voi muuttaa merkkidin vain nollakohdassa. Lisiksi saadaan
helposti laskemalla A'(1) = —14 ja A’(4) = 7. Piirretdén merkkikaa-
vio:

I<r<?2|2<zr<o0
f'(z) - +
f(z) hY /"




Merkkikaaviosta ndhdaan, ettd funktio on vihenevi, kun x < 2,
ja kasvava, kun x > 2. Siispd pienin arvo saavutetaan, kun x = 2
(dm). Talloin A =1 (dm).

2. Laske integraalit

2
1
/x4+3x2—xdx ja / —dz.
1z

Laske lisiiksi x-akselin ja funktion f(z) = sinz kuvaajan véliin jaava
ala valilld —7w/2 <z <7 /2.

Ratkaisu. Integraaleista ensimmaéinen tarkoittaa vain integraali-
funktion maarittamista:

1 1 1 1 1
4 2 5 3 2 5 .3 2
+32° —zdr=-2"+--3 —z°+C =2+ = C,
/x T -zdr=r4 o300 - o Pt o +
missi C' on mielivaltainen (integroimis)vakio.
Jalkimmadinen integraali on

21 2
/ dx=/1n|x|:ln2—ln1 =1In2 (=~ 0,693).
. 1

T
=0
Funktion f(z)sinz nollakohdat ovat n - 7, missd n on kokonais-
luku. Funktio on negatiivinen, kun —7/2 < z < 0 ja positiivinen,

kun 0 < z < 7/2. Pinta-ala on siis laskettava kahdessa osassa. Ne-
gatiivisella puolella pinta-ala on integraalin vastaluku:

Alz—/o sinzdr = — —cosx:—(—cos()— (—cosg))
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Positiivisella puolella pinta-ala on integraali sellaisenaan:
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A2:/ sinxd:vz/—cos:vz—cos%—(—cosO)
0

0

:—cosg—i-cosO:—O—i-l:l.

Kokonaispinta-ala on niiden osien summa, eli A = A; + Ay = 2.

3.a) Ainetta strontium-83 on alussa 40 kiloa ja 2,7 vuorokauden ku-
luttua 10 kiloa. Ratkaise strontiumin mééré ajan funktiona (alussa
aikaa on kulunut 0 vuorokautta), kun aineen hajoamisnopeus on
suoraan verrannollinen sen maarian.
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Ratkaisu. Merkitddn strontiumin mairdd ajan funktiona m(t).
Hajoamisnopeus on méaédridn muuttumisen nopeus, eli mairén deri-
vaatta m’(t). Koska hajoamisnopeus on suoraan verrannollinen maé-
raan, saadaan differentiaaliyhtalo

m'(t) = km(t),

missé k& on verrannollisuuskerroin. Erillisratkaisu m(t) = 0 kaikilla
t ei kelpaa, silld esim. m(0) = 40 # 0. Differentiaaliyhtl6 saadaan
siis separoituun muotoon jakamalla se puolittain m:114

UL

m
Merkitaan g(m) = 1/m ja h(t) = k. Naiden (erddt) integraalifunk-
tiot ovat G(m) = In|m| ja H(t) = kt. Itseisarvomerkit voidaan

jattaa pois, koska méira on aina positiivinen. Ratkaisuksi saadaan
siis

Inm =kt +C <= m = "0 = eFleC = mye™,
missd on merkitty my = €.

Alkuehdosta saadaan
m(0) = mee’ =40 < mg -1 = 40,
eli mg = 40. Toisaalta tiedetddn, ettd m(2,7) = 10, joten
m(2,7) =40e¥>" =10 |:40
= "7=0,25 |In

<< k-2,7=1In0,25 |:2,7

In0,25
<— k= "~ ~ —0,513.
2,7 ’

Strontiumin méaarda ajan funktiona kuvaa siis funktio

m(t) = 4013 = 40 - 0,598".

3.b) Ratkaise differentiaaliyht&lo

2yy’ =2z — 4
alkuarvoehdolla y(2) = 0.

Ratkaisu. Differentiaaliyhtdlé on separoituva. Merkitddn g(y) =
2y ja h(x) = 2z — 4. Niilld on integraalifunktiot G(y) = y? ja
H(z) = 2% — 4z. Saadaan siis

v =2 —4x+C,



josta y = £v/22 — 4x + C. Alkuarvoehdon avulla voidaan ratkaista
C:

y(2)=+vV2—4-2+C =0
= +/C—-4=0

— (C =4.
Nain saadaan
y(z) =tvVa? —dz+4=+/(z —2)? = £|z - 2|.

Téssd on nyt huomattava, ettd + tai — tdytyy valita erikseen
jokaisella z siten, ettd funktiosta y tulee derivoituva. Esimerkiksi
y(x) = |z — 2| ei ole derivoituva kohdassa x = 2. Ainoat mahdolli-
suudet ratkaisuiksi ovat

y(z)=2—-2 ja ylr)=—z+2,

missi siis on valittu lausekkeelle +|z — 2| eri merkit pisteen z = 2
eri puolilla. Koska téllaisia tapauksia ei ollut kisitelty luennoilla,
vastaukseksi riitti esim. y(z) = £|z — 2| tai y(z) = £(z — 2) ilman
perusteluja tai jokin vihemmain sievennetty muoto. Kuitenkin, jos
+ oli kokonaan unohtunut, menetti pisteen.

4.a) Tarkastellaan matriiseja

0 2 . _ 1
T= [a O] ja T = {1]

Milla a:n arvolla vektorit z ja Tz ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan?

Ratkaisu. Lasketaan ensin vektori T'Z:

Tw 0 2|1 |0-14+2-1] (2
T e o |1] T |a-140-1| " |a|

Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan silloin, kun niiden

pistetulo on nolla. Lasketaan vektorien pistetulo:
z-Tz=(1,1)-(2,a)=1-2+1-a=2+a.

Pistetulo on nolla, kun a = —2. T&ll6in vektorit ovat kohtisuorassa.

4.b) Ratkaise seuraava yhtaloryhma:

r1 —T9 +2$3 = -1
23?1 T2 —3l'3 =
—2.T1 9 —T3 = 5

—_



Ratkaisu. Kaytetdan Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmaé:

xy —Ty +2z3 = -1 |-(-2) |-2 T —Ty +2x3

2z, To —3x3 = 1 | — | < 3xy —Tx3

—2x ) —T3 = 5 ‘ — —X9 3.’L'3
T4 —x9 +2x3 = -—1 | — T —%.Tg
< To —%.TE:), = 1 ‘ 1 ‘ -l — Ty —gmg
—x9 33 = 3 | 323

I +$.T3 =0 | — T = 2

— Ty —gz3 = 1 | |+ = T3 = 15
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