1. JOHDANTO

Kurssi Y100 jakautuu karkeasti seuraaviin osiin:

e funktioita ja niiden perusominaisuuksia,
derivointi,

integrointi,

differentiaaliyht&lot,

matriisilaskenta,

tietokone matemaattisena tyovilineena.

Paasadntoisesti kussakin osassa tarvitaan aikaisempien osien tietoja. Listan viimeinen
osa-alue, tietokoneavusteinen matematiikka, toteutetaan luentojen ja laskuharjoitusten
rinnalla osittain itsendisend kokonaisuutena, jonka painotus poikkeaa jonkin verran kurs-
sin muista osista. Tarkoitus on oppia hyédyntdméaan MS Excel -taulukkolaskentaohjelman
laskentaominaisuuksia 1dhinnd numeerisessa ongelmanratkaisussa seki tutustua Maple-
ohjelmaan tyypillisend matematiikan yleistyokaluna.

Uusia késitteitd opittaessa painotetaan seké késitteen siséllon omaksumista ettéd sithen
liittyvid laskumenetelmis. Sovellettaessa opittua asiaa téytyy seka tietdd mistd puhutaan
ettd osata suorittaa tarvittavat laskut.

2. REAALIARVOISET FUNKTIOT

2.1. Funktio. Funktio on tdmén kurssin tarkein késite. Sen voidaan ajatella kuvaavan
jonkin suureen riippuvuutta toisesta. Matemaattisesti funktion méérittelee kokonaan
rippuvuussadnto, joka voidaan joskus - ei kdytdnnossé ldheskdédn aina - kirjoittaa lasku-
lausekkeena tai ryhméané laskulausekkeita.

Merkinnéssd f : A — B joukkoa A kutsutaan funktion ldhtd- tai mddrittelyjoukoksi
ja joukkoa B funktion maalijoukoksi. Funktio f liittdd jokaiseen joukon A alkioon z
yksikdsitteisen alkion joukosta B. Merkintd f(z) tarkoittaa sitd maalijoukon alkiota,
johon ldht6joukon alkio z liittyy. Tatd sanotaan funktion f arvoksi muuttujan arvolle x.

Huom! Funktion arvojen ei tarvitse méaritelmén mukaan téyttda maalijoukkoa!

Funktion
arvot

Télla kurssilla maalijoukko on aina reaalilukujen joukko, jolloin funktiota voidaan kutsua
reaaliarvoiseksi. Ladhtojoukko on yleensd jokin reaalilukusuoran osa, avoin tai suljettu véli
tai ndiden yhdistelmé. Olennaista on, etté

i) jokaista lahtojoukon alkiota vastaa jokin funktion arvo, ja
ii) yhtdkddn ldhtojoukon alkiota ei vastaa useampi funktion arvo.

Esimerkki 2.1. Maaritelladn funktio, joka kuvaa tuotteen tai palvelun markkamaé-

rdisen hinnan riippuvuutta hinnasta euroissa - ndinhdn monet vield pyrkivit saamaan

kasityksen nykyhinnoista. Hinta euroissa voi periaatteessa olla miki tahansa positiivinen

reaaliluku. Funktion méarittelyjoukko on siis R} (positiiviset reaaliluvut). Funktion arvo
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eli hinta markoissa saadaan kertomalla euromé&éréinen hinta valuuttakurssilla (kiytetdan
vuoden 2002 valuuttakurssia: 1 euro = 5,94573 markkaa) eli f(z) = 5,94573 - . Ndem-
me helposti, ettd jokainen z saa vain yhden f(z):n arvon, joten funktion yksikésitteisyys
toteutuu. Koska f(z)mn kaikki arvot ovat reaalilukuja, voidaan funktion maalijoukoksi
madritelld R. Funktio voidaan kokonaisuudessaan merkité:

f:Ry =R, f(x) =5,94573 - z

Sovelluksissa funktio kuvaa usein jonkin suureen kehitystd ajan tai paikan mukana. Voi-
daan esimerkiksi ilmoittaa ldmpdtila ajan tai paikan funktiona. Toisinaan funktio il-
moittaa abstraktimpia riippuvuuksia, kuten aitauksen pinta-alan kdytettdvissd olevan
aitamateriaalin funktiona. Kun funktiota kisitelldin matemaattisesti, ei kuitenkaan ole
tarkedd, minkatyyppisestd riippuvuudesta on kysymys.

Esimerkki 2.2. Yksinkertaisin reaaliarvoinen funktio on vakiofunktio. Vakiofunktion
tapauksessa funktion arvon f(z) "riippuvuus”’ 1dhtojoukon alkion arvosta on kenties ma-
kuasia, funktion arvo kun on kaikkialla sama. Esim. f : [0,1] — R, f(z) = 2 antaa
kaikkia ldhtéjoukon alkioita (reaalilukuja suljetulla vililld nollasta yhteen) vastaavaksi
funktion arvoksi reaaliluvun 2. Vakiofunktio esiintyy usein kdytdnndssa jonkin paloittain
madritellyn funktion osana. Téllaisia esimerkkeji tulee my6hemmin.

Esimerkki 2.3. Funktioita P : R — R, joiden arvot ovat muotoa
P(z) = apz™ + 12" 4 o+ ayz + ag,

kutsutaan polynomifunktioiksi. Polynomifunktion arvo saadaan siis laskemalla yhteen
lahtdjoukon arvon eriasteisia vakioilla kerrottuja potensseja eli termejd. Polynomifunk-
tioita ovat esimerkiksi Pi(z) = z? ja Py(z) = 3z° — 2z + 7. Lukuja a; kutsutaan polyno-
min kertoimiksi, jotka voivat tietysti olla myds negatiivisia (kuten jalkimmaéisen #dskeisen
esimerkkifunktion toinen kerroin a; = —2). Suurin n, joka esiintyy z:n potenssissa on
polynomin kertaluku eli aste. Polynomit ovat helpoimpia kisiteltdvid funkioita, jotka
voidaan laskea laskulausekkeesta.

Esimerkki 2.4. Funktiot R: A — R, joiden arvot voidaan ilmoittaa muodossa R(z) =
P(z)/Q(x), missd P ja @ ovat molemmat polynomeja, ovat rationaalifunkioita. Huom!
Rationaalifunktio ei ole mddaritelty nimittdjin @ nollakohdissa. Esimerkiksi funktion
Ri(z) = 1/x méaérittelyjoukko on R\ {0} (reaaliluvut ilman nollaa), ja funktion Ra(z) =
(2z + 3)/(z? — 2z) midrittelyjoukko on R\ {0, 2}.

Esimerkki 2.5. Funktiota, jonka arvot lasketaan eri osissa ldhtéjoukkoa eri lausekkees-
ta, kutsutaan paloittain mddritellyksi. Esimerkiksi itseisarvofunktio voidaan mééritelld
seuraavilla lausekkeilla:

2] x, kun z > 0
rl =
—z, kunz <0.

Jako voi olla monimutkaisempikin, kuten funktiolla f : R — R:

0, kunz=0

f(z)=141, kun z on joku muu kokonaisluku

1, muulloin.

2.2. Kuvaaja. Reaaliarvoinen funktio voidaan usein esittéd koordinaatistoon piirretyn
kuvaajan eli graafin avulla. Télloin funktion erityispiirteet, kuten kasvunopeus, dariarvot
ja epdjatkuvuuskohdat on helppo hahmottaa. On muistettava, ettd tarkkakaan piirros
ei voi tyhjentévasti kuvata funktion kayttdytymisté, eikd kaikista funktioista edes pysty-
té piirtdmaan havainnollistavaa kuvaa. Siksi kuvaajan perusteella ei koskaan voi sanoa
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mitddn varmaa funktion arvoista, vaan aina on osattava perustella arvionsa laskien. Ku-
vaajan piirtdminen on kuitenkin yksi parhaista keinoista oppia ymmartdméén funktion
luonnetta.

Kaikki kéyrat eivit kuitenkaan kuvaa funktioita. Koska funktion arvojen taytyy olla yk-
sikésitteisid, ei yhta x-arvoa saa vastata kuvaajassa useampia y-arvoja. Jos siis joku pys-
tysuora leikkaa kuvaajaksi vaitetyn kéyran useammassa kuin yhdessa kohdassa, kyseessa
ei ole reaalifunktion kuvaaja. Funktion kuvaaja ei esimerkiksi voi “laskostua” néin:

/\y

/
7

><\/

Esimerkki 2.6. Polynomifunktioiden f(z) = z2 ja g(z) = 2z% — 4z kuvaajat. Ku-
van perusteella n#yttiisi, ettd piste z = 1,4 olisi funktion g nollakohta, mutta oikeasti
g(1,4) = —0,112.

Esimerkki 2.7. Paloittain méaritellyn funktion A : R — R,

h(z) = 22, kuinz < 1
S )l—z+3 kunz>1

kuvaaja. Funktiolla on epdjatkuvuuskohta pisteessd z = 1. Kuvaajasta ei nde, onko
h(1) =1 vai h(1) = 2. Funktion lausekkeesta tiedetaén, ettd jalkimméinen pétee.



Esimerkki 2.8. Funktion k¥ : R2 — R, k(z,y) = (22 — 1)(1 — y) kuvaaja. Funktion
1dhtojoukko on kaksiulotteinen taso. Kuvaaja muodostaa erdénlaisen satulapinnan origon
18hist6lla, mutta funktion kiyttaytymisestd kauempana origosta ei voi kuvan perusteella
sanoa mitdan.

3. RAJA-ARVO JA JATKUVUUS

Seuraavaksi tarkastelemme kahta funktioiden keskeistd ominaisuutta, raja-arvoa ja jat-
kuvuutta reaalifunktioilla. Késitteet on varsin helppo hahmottaa, mutta niiden mate-
maattinen maédrittely ja tarkastelu vaatii jonkin verran tdsmaéllisyyttd ja vaivannakdod.
Kisitteet ovat kuitenkin aivan olennaisia funktioiden myohemmaissd tutkimisessa mm.
derivoimalla.

3.1. Raja-arvo. Madrittelemme aluksi raja-arvon kisitteen. Sitd kdytdmme jatkossa
méadrittelemédn muita kisitteitd. Raja-arvo kuvaa funktion kdyttdytymistd jonkin pis-
teen 1dhist6lla. Graafisesti raja-arvoa voisi kuvata siten, ettd jos funktion kuvaaja néyttaa
lahestyvan jotakin arvoa jossakin kohdassa, tdmé arvo on funktion raja-arvo kyseisessi
kohdassa.

Maisritelma 3.1. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessd xzg, jos kaikki funktion
arvot f(z) sijaitsevat niin ldhelld lukua a kuin halutaan, kun valitaan tarkasteltavaksi
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riittdvéan ldhelld pistettd zg sijaitseva alue lahtojoukosta (siis z:istd). Télloin merkitdan
limy_z, f(z) = a.

Raja-arvo liittyy siis aina johonkin muuttujan arvoon eika sité valttdmatta ole olemassa.
Esitdmme tassd yhden esimerkin méaritelman kiytosta raja-arvon toteamisessa. Yleensa
talld kurssilla riittda raja-arvon kasitteen intuitiivinen ymmartdminen. On myds olemassa
laskusdéntdjé, joiden avulla raja-arvon voi paatelld tietyissd tilanteissa.

Esimerkki 3.2. Olkoon f : R — R, f(z) = 2z. Todistetaan, ettd lim;_,; = 2. Olkoon
sitd varten y jokin ldhelld 2:ta oleva luku, kuitenkin y # 2. Kun z:n etdisyys pisteesté 1
on pienempi kuin |y — 2|, niin

1
[f(z) 2= 2z 2| =2z - 1| <2-3ly—2[ =y - 2],

eli f(x) on ldhempéana pistettd 2 kuin y. Téma pétee kaikilla y, joten funktion f raja-arvo
pisteessi 1 on 2.

Huom. Téytyy muistaa, ettei funktion arvo pisteessd zg vaikuta mitenkéddn funktion
raja-arvoon pisteessd z.
Esimerkki 3.3. Médritellddn funktio f : R — R seuraavasti (ks. kuva):

z2, kinz < —1taiz >1

flz) =<2, kunz =—1taiz =1
—z, kunz=-1<z<l1.
Funktiolla ei ole raja-arvoa pisteessd = 1, silla tuon pisteen ymparilla funktion arvot

ovat kaukana toisistaan, oli z miten ldhelld 1:t4 tahansa. Sen sijaan funktion raja-arvo
pisteessd £ = —1 on 1, vaikka f(1) = 2.

[ B S S S B B L © 2 G S R B B B S

Voidaan myos tutkia, mitd arvoa funktion arvot 1dhestyvit muuttujan arvojen kasvaessa
tai vihetessd rajatta. Téllaista arvoa, jos sellainen 16ytyy, kutsutaan joskus raja-arvoksi
aarettomyydessd, ja merkitddn lim, o f(z) tai limy o f(z).

Kaytédnnossé seuraavat sddnnot helpottavat raja-arvojen toteamista.
1. limg ,y,c=c.

2. limg_yz, ¢ = .
3. limy ,00 1/2 = 0.



4. Jos limg_,z, f(z) = a ja limgy_,4, g(z) = b, niin

lim (f(z) +g(s) =a+b ja lim f()g(x) = ab

T—T0

Jos lisdksi b # 0, niin
lim f(z)/g(z) = a/b.

T—>T0
Naista sdaannoistd seuraa esimerkiksi, ettd kaikilla polynomeilla P pétee

lim P(z) = P(zo).

T—>T0
Esimerkki 3.4. Laskettava limg_,5(—2z? + 3z — 1). Koska kyseessi on polynomifunktio,
voidaan raja-arvo laskea suoraan sijoittamalla lausekkeeseen:

lim(—z? +3z—1)=-2243.2—-1=1.
T—2

Esimerkki 3.5. Joskus raja-arvoa tarvitaan, kun funktion arvoa ei voida laskea. Ra-
tionaalifunktiota R(r) = (z? — z)/(z — 1) ei voida miéritelld pisteessi z = 1, mutta
raja-arvo kyseisessi pisteessd madrdytyykin ympérilla olevista pisteistd. Kun siis x # 1,
niin

-z z(z-1)

R(z) =

-1 z-1 _©

joten limy 1 R(z) = limg,; xz = 1.

Esimerkki 3.6. Rationaalifunktioiden raja-arvoja darettomyydesséd voidaan laskea su-
pistamalla lauseke termilld £, missd r on nimittdjén aste. Télld tavoin saadaan
—2?+3z . -1+3 140 1

lim —— 9% _ - —
200 202 45 ane0 2+ 5 240 2

Tassa kiytetddn hyvéksi edelld mainittuja laskusdantoja. Toisaalta

o Bl The w40 1
mi)nc}OZxQ—S_mi)nc}OQ_m—_w—>002—0_m—)002$_00.

Raja-arvoa ei ole vaan sanotaan, ettd funktion arvot kasvavat rajatta.

3.2. Jatkuvuus. Monien yleisten reaalifunktioiden kuvaajat ovat katkeamattomia kdy-
rid. Téllaisilla funktioilla on se ominaisuus, ettd muuttujan arvon muuttuessa hyvin va-
hén ("liukuvasti”) my6s funktion arvo muuttuu viahén eikd tee hyppéystd. Tétd ominai-
suutta sanotaan jatkuvuudeksi. Luonnossa on paljon esimerkkejid jatkuvista funktioista,
kuten huoneen keskildmpoétila ajan funktiona. Lukuunottamatta poikkeavia olosuhteita
lampotila ei tee hyppéyksid ajan kuluessa. Myos polynomifunktiot, rationaalifunktiot se-
k& juurifunktiot ovat kaikki jatkuvia funktioita. Funktion jatkuvuus voidaan mééritelld
raja-arvon avulla.

Maisdritelma 3.7. Funktio f on jatkuva pisteessd xg, jos
Jim £(@) = [(z0),

eli funktion raja-arvo pisteessé zy on sama kuin funktion arvo kyseisessa pisteessa. Funk-
tio on jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa médrittelyjoukkonsa pisteissi.

Esimerkki 3.8. Aiemmin on todettu, etté kaikilla polynomifunktioilla P pétee limy_,,, P(z) =
P(xg). Siispé kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia. Myos kaikki rationaalifunktiot ovat
jatkuvia koko maéarittelyjoukossaan.



Esimerkki 3.9. Méaritellddn funktio f : R — R
z, kun z # 1
flz) = {

a, kun z = 1.

Funktio f on jatkuva ainakin kaikissa muissa pisteissd paitsi pisteessd = 1. Koska raja-
arvo pisteessd z = 1 ei riipu funktion arvosta kyseisessé pisteessé, saadaan lim,_,1 f(z) =
lim; ,;xz = 1. Jos nyt a = 1, niin funktion arvo pisteessd 1 on sama kuin raja-arvo
kyseisessd pisteessd, ja funktio on jatkuva koko mé&drittelyjoukossaan. Jos a # 1, piste
z = 1 on funktion f epdjatkuvuuskohta.

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan rationaalifunktioita f,¢g : R\ {0} — R, f(z) = 1/=,
g9(z) = z/z. Molemmat funktiot ovat jatkuvia kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissi.
Funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 0, silld tuota pistettd ldhestyttéessd f saa
mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja. Toisaalta

lim g(z) = limz/z = lim 1 =1,
z—0 z—0 z—0

koska raja-arvoon ei vaikuta se, ettei funktiota ole madritelty kyseisessd pisteessd. Nyt
voitaisiin mééritelld g(0) = 1, jolloin funktio g pysyisi jatkuvana. Toisaalta funktiolle f
el voi méidritelld mitdén arvoa pisteeseen 0 niin, ettd f pysyisi jatkuvana, koska f:114 ei
ollut lainkaan raja-arvoa tuossa pisteessa.

4. EKSPONENTTI- JA LOGARITMIFUNKTIOT

4.1. Eksponenttifunktio. Potenssin mééritelmés voidaan laajentaa siten, ettd kokonais-
ja murtolukueksponenttien liséksi voidaan myos korottaa lukuja irrationaalisiin potens-
seihin. Maaritelmén hankaluuden takia emme taté kuitenkaan kurssilla kiytanndssa tee,
vaan oletamme irrationaaliset potenssit jo maéritellyiksi.

Potenssin yleisen médritelmén avulla voimme muodostaa yleisen eksponenttifunktion,
jonka arvot ovat jonkin positiivisen vakion arvoja korotettuina ldhtdjoukon osoittamiin
potensseihin.

Maiisritelma 4.1. Funktiota exp, : R — R, exp, () = ¢, missé a on jokin positiivinen
reaalinen vakio, kutsutaan a-kantaiseksi eksponenttifunktioksi.

Yleinen eksponenttifunktio on aidosti kasvava, jos a > 1. Jos a < 1, eksponenttifunktio
on aidosti vaéhenevd. Namé asiat voi todeta allaolevasta kuvasta intuitiivisesti. Maarit-
telemme kasvavuuden ja vihenevyyden kurssin derivointia koskevassa osassa.
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Esimerkki 4.2. Eksponenttifunktiolla voidaan usein kuvata sellaista systeemid, jossa
jokin suure saa uuden arvon aina samassa suhteessa edelliseen arvoon tietysséd ajassa.
Esim. bakteeriviljelméssé on aluksi 500 000 bakteeria, ja niiden méaara kaksinkertaistuu
tunnissa. Muodostetaan funktio f(z), joka kuvaa bakteerien maaraa viljelméssi x tunnin
pidstd. 1 tunnin pédsti viljelméssd on 2 - 500000 = 500000 - 2! = 1000000 bakteeria,
2 tunnin pidstd 2 - (2 - 500000) = 500000 - 22 = 2000000 bakteeria, 3 tunnin p#istd
2-(2-(2-500000)) = 500000 - 23 = 4000000 bakteeria jne. Yleisesti bakteerien m#iri x
tunnin kuluttua alusta on 500000 - 2% kappaletta eli

f(z) = 500000 - 2°

Potenssien laskusdannéilld voimme johtaa myos eksponenttifunktiolle laskusdantoja:

1. a®aq¥ = a®tY
2. (a®)¥ = a™
3. a7 =1/a"

Eksponenttifunktio on kaikkialla jatkuva ja aina aidosti positiivinen. Huomaa, etti eks-
ponenttifunktiosta kiytetdédn toisinaan myos méaarielméssé esiintynyttd merkintid expg ().

4.2. Logaritmifunktio. Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kddnteisfunktio.

Maiédritelméd 4.3. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa funktio log, : ]0,00[ — R, jolle
patee

'8 = log, a® = .
Téata funktiota kutsutaan a-kantaiseksi logaritmifunktioksi.

A-kantainen Logaritmi luvusta z kertoo siis, mihin potenssiin a téytyy korottaa, jotta
saataisiin x.
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Eksponenttifunktion laskusdénnéistd voidaan johtaa logaritmin laskusdantoja.

1. log, xy = log, = + log, y
2. log, z¥ =ylog, x
3. —log, z = log,(1/x)

Koska eksponenttifunktio on aina positiivinen, logaritmi on maé#ritelty vain positiivisilla
luvuilla. Vastaavasti funktio f(z) = log,(—=) on mééritelty vain negatiivisilla luvuilla.
Niama funktiot ovat méairittelyjoukossaan kaikkialla jatkuvia.

Joillekin kantaluvuille kéytetddn tédssé yhteydessd omia merkintdjd. Esimerkiksi
logpz =1gz, log,z=Inz, logyz=1bz,

missé e on irrationaalinen ns. Neperin luku. Téhan palaamme kurssin derivaattoja kos-
kevassa osassa.

Esimerkki 4.4. Logaritmi luvusta x kertoo, mihin potenssiin kantaluku t&ytyy korottaa,
jotta saataisiin x. Siispé

logo 16 =4, logz9 =2, logs125=3.
Lisdksi kaikilla kantaluvuilla a pétee
log,1=0, ja log,a=1.

Esimerkki 4.5. Kymmenkantainen logaritmi kertoo suunnilleen, kuinka monta numeroa
luvussa on:

Igl0=1, Igl20~2 Igl0000 =4, 1g987654321 ~ 9.

Esimerkki 4.6. Toisinaan on kiyténnollistd ilmaista jonkin suureen arvoja logaritmin
avulla. Talloin puhutaan ns. logaritmisesta asteikosta tai desibeleistd. Esim. &4dnen voi-
makkuutta kuvataan usein &énen intensiteettiin (eli tehoon pinta-alayksikkoéd kohti) pe-
rustuvalla logaritmisella asteikolla.

Asnen voimakkuuden mittaustulokset ilmaistaan tavallisesti ns. logaritmisena intensi-
teettitasona L, joka lasketaan kaavalla L = 10 - 1g(I/Ip), missd I on mitatun dénen
intensiteetti ja Iy kuulokynnyksen intensiteetin likiarvo 1012W/m?. Logaritmisen inten-
siteettitason yksikkoné on desibeli ja se kertoo logaritmin mitatun intensiteetin ja valitun
"nollaintensiteetin"suhteesta.
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Itse asiassa desibeli ei ole ainoastaan d&neen liittyva yksikks. Madritelméllisesti sité el
ole sidottu mihinkd&n suureeseen, vaan se merkitsee yleisesti kaavalla 10 - lg(%) las-
kettua jonkin suureen arvoa, missd xy on tarkoitukseen sopivasti valittu mielivalainen
nollataso. Téllainen esitysmuoto on jarkevd, kun mittaustulokset poikkeavat toisistaan
erittdin paljon, jolloin niistd suurimmat ja/tai pienimmét saisivat epamiellyttavin pitkid
numeroarvoja.

5. TRIGONOMETRISET FUNKTIOT

Trigonometriset funktiot sini, kosini ja tangentti maaritelladn tassa yksikkéympyrdn avul-
la. Yksikkympyraksi kutsumme 2-ulotteiseen (x,y)-koordinaatistoon piirrettyé origokes-
keistd ympyraé, jonka side on 1.

x

Sijoitamme yksikkdympyrdén suunnatun kulman (eli kulman, jossa on méadratty ns. alku-
kylki ja loppukylki) siten, ettd kulman karkipiste on origossa ja alkukylki kulkee x-akselin
positiivista puolta pitkin. Piddmme kulman suuruutta positiivisena, jos se aukeaa alku-
kyljestd vastapdivddn, muutoin negatiivisena.

Positiivisi

kulmia

0 Negatiivinen
kulma
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Kulma voi olla laajempikin kuin t&ysi ympyra.

N

R

Kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneissa eli absoluuttisissa kulmayksikiissd.
Yksi radiaani on sellaisen kulman laajuus, jota vastaa yksikkGympyréan kehallé 1-séteinen
kaari.

021 rad

OIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

X

Koko ympyrassé eli tdyskulmassa on télldin 27 radiaania, oikokulma eli 180° on 7 radi-
aania ja suora kulma on 7 radiaania. Yleisesti asteiden ja radiaanien yhteys on seuraava:
. . ) T
kulman suuruus radiaaneina = kulman suuruus asteina - —

180

5.1. Sinifunktio. Sinifunktio sin(z) : R — R on mééritelty seuraavasti: sin(z) on yk-
sikkdympyradn edelld kuvatulla tavalla sijoitetun suunnatun kulman loppukyljen ja ym-
pyran kehén leikkauspisteen etdisyys z-koordinaatista (eli y-koordinaatin arvo).
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kulma x

Funktion maérittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko eli R. Sinifunktion arvot tayt-
tavit suljetun vilin [—1,1], toisin sanoen funktio saa kaikkia arvoja ko. vililtd, vélin
pédtepisteet mukaan lukien. Sinifunktio on kaikkialla jatkuva. Sinifunktion kuvaaja, si-
nikdyrd, aaltoilee -1m ja 1:n valilla:

x=(3/2)m

Kuvasta ndhdéén, ettd sinifunktio kasvaa z:mn kasvaessa 0:sta J:een, alkaa sitten vihetd,
muuttuu negatiiviseksi arvon z = 7 jilkeen, alkaa taas kasvaa arvon x = %7‘(’ jilkeen ja
saavuttaa uudelleen nollan kohdassa x = 2w. Tdmén voi todeta helposti myds pienen-
tdmalld ja kasvattamalla suunnattua kulmaa yksikkGympyréassd. Kaytannossd kohdat,
joissa sinifunktion suunta tai merkki vaihtuu, osuvat kohtiin, joissa tarkasteltavan kul-
man loppukylki siirtyy koordinaatiston neljinneksesté toiseen—siis ovat suoran kulman
kerrannaisia.

Useiden trigonometristen laskujen kannalta onkin kiyténnollistd muodostaa ns. merk-
kikaavio, joka kertoo trigonometrisen funktion arvon etumerkin riippuen siitd, mihin
koordinaatiston neljannekseen tarkasteltavan kulman loppukylki osoittaa.
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Sinifunktio on jaksollinen ja toistaa samanlaista aaltoilua darettomyyteen sekid positii-
visessa ettd negatiivisessa suunnassa. Siten edelldmainittu funktion kulku toistuu ku-
vaajassa aina 2m:m vilein, ja funktiolla on d&retén méaara nollakohtia. Trigonometristen
funktioiden nollakohtia laskettaessa onkin aina mainittava, ettd nollakohtia on funktion
toistumisjakson vilein &dreton m#drd. Sinifunktion nollakohdat voisi esittdd esim. seu-
raavasti:

z=04+n-m,né€Z,

jolloin nollakohtia (x) ovat luvun 0 lisdksi kaikki luvut, joissa nollaan on lisdtty « mieli-
valtaisen monta kertaa. Tdmé& voidaan kirjoittaa myos yksinkertaisemmin

r=n-mw,n €7z,

silld 0 - 7 = 0. Huom! 7:n kerroin n kuuluu merkinnén loppuosan mukaan kokonaislu-
kujen joukkoon (€ = "kuuluu”, Z = "kokonaislukujen joukko”), joten se voi myos olla
negatiivinen — ovathan nollakohtia myds —m, —27 jne.

Esimerkki 5.1. Kun sinifunktio esiintyy yhdistelméné jonkin muun funktion kanssa,
saattavat jakso, nollakohdat ja arvot vaihdella. Esim. funktiossa f(z) : R — R, f(z) =
2 - sin(z + ) nollakohdat ja arvot poikkeavat sin(z):sté seuraavasti: Sinifunktion arvo
on 0, kun sen ldhtéarvo on n - 7, joten funktion nollakohdat saadaan ratkaisemalla x
yhtdlostd z + 5 =n - 7.

e T
x+§:n-ﬂ' <= w:—§+n-7r

Nollakohdat ovat siis muotoa —% +n - 7. Funktion jakso pysyy téssé tapauksessa sama-
na kuin tavallisen sinifunktion. Funktion arvot taas ovat valilla [—2,2], silld tavallisen
sinifunktion arvot (valilld [—1,1]) on tésséd kerrottu kahdella.

5.2. Kosinifunktio. Kosinifunktion méaritelmé on hyvin samankaltainen kuin sinifunk-
tion: kosinifunktion cos(z) : R — R arvo on yksikkdympyraén edelld kuvatulla tavalla
sijoitetun suunnatun kulman loppukyljen ja ympyrén kehdn leikkauspisteen etdisyys y-
koordinaatista (x-koordinaatin arvo).
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kulma x

i

COS X

My®6s kosinifunktio on mééritelty kaikkialla R:ssi ja se saa arvot vililta [—1, 1]. Samaten
kosinifunktio on jatkuva kaikkialla ja toistuu 27:n pituisella jaksolla. Itse asiassa kosi-
nifunktion kuvaaja on kuin sinifunktion kuvaaja siirrettyné sen verran vasemmalle, ettéd
ldhtoarvolla 0 funktio saa arvon 1. Tutkimalla kosinin arvoja suhteessa yksikkOympyraan
sijoitettuun kulmaan saadaan kosinin merkkikaavio.

X=21T

1 Xx=T1/2
0
x=(3/2)mT
-1

X=TT

Kosinifunktion nollakohdat on helppo ilmaista samaan tapaan kuin sinifunktion, t&l-
14 kertaa nollakohtaa ei kuitenkaan 16ydy arvolta x = 0 vaan esim. kohdasta z = 7.
Nollakohdat ovat siis:
T
w:§+n-7r,n€Z,
Esimerkki 5.2. Lasketaan funktion f(xz) = cos(3z) nollakohdat. Téssd esimerkissi
funktion jakso muuttuu, mutta arvot pysyvéit samoissa rajoissa, koska kosinifunktio saa
arvoja vain -1m ja l:n véliltd. Koska cos(z):n nollakohdat ovat # = 5 + n - m, niin
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cos(3x):118 ne saadaan yhtélostd 3z =5 +n -7

T T T
3w:§+n-7r <~ m=€+n-§
Nollakohdat ovat siis z = & +n- %

5.3. Peruskaavoja. Sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuudesta johtuen samat funktioi-
den arvot toistuvat tasavélein (n-27) méaarittelyjoukkoa (lukusuoraa) pitkin litkuttaessa.
Tatd kuvaavat seuraavat kaavat:

(5.3) sin(z) = sin(z + n - 27)

(5.4) cos(z) = cos(z + n - 27)

joissa m € Z eli n on mielivaltainen kokonaisluku. Yksikkdympyrad tutkimalla voidaan
my0s helposti johtaa seuraavat sddnnot sini- ja kosinifunktioiden arvoille erdisséd erikois-
tapauksissa:

(5.5) sin(—z) = — sin(z)
(5.6) cos(—z) = cos(z)

(5.7) sin(z) = sin(r — x) = — sin(7 + z)
(5.8) cos(z) = — cos(m — z) = — cos(m + x)

Tarkastelemalla yksikkdympyrén avulla komplementtikulmia, siis kulmia, joiden summa

on % (eli 90°), saadaan seuraavat komplementtikulmia koskevat lauseet:

(5.9) sin(z) = cos(g — )

(5.10) cos(z) = sin(g — 1)

Toisin sanoen kulman sini on sen komplementtikulman kosini ja kosini on komplement-
tikulman sini. Lisdksi suorakulmaista kolmiota koskeva, geometriasta tuttu ns. Pythago-
raan lause on yhtépitdva seuraavan ns. trigonometrian peruskagvan kanssa:

(5.11) sin?(z) + cos®(z) =1,

missé merkinnit sin?(z) ja cos?(x) tarkoittavat samaa kuin (sin(z))? ja (cos(z))2. Rat-
kaisemalla tésté kaavasta sin(z) ja cos(x) saadaan sinin ja kosinin vélille seuraavat yh-
teydet:

(5.12) sin(z) = ++/1 — cos?(z)
(5.13) cos(z) = £1/1 — sin?(z),

joissa etumerkki valitaan katsomalla merkkikaaviosta, kumman merkin ko. funktio saa
annetulla arvolla (neliGjuurioperaattorihan antaa aina positiivisen tuloksen).

Esimerkki 5.14. Funktio f(¢) = 3sin(3t) kuvaa erdén harmonisen vérahtelijin (esim.
jousen padssi oleva punnus) paikkaa ajan (sekunteja) funktiona nollatasoon f(t) = 0

verrattuna. Ratkotaan numeerisesti, milloin vérdhtelijé on korkeudella —%.

1
3sin(3t) = —

1
< sin(3t) = 6



16

Nyt kiytetéiin laskimen sin~!-n#ppiinti, joka kertoo, minké luvun sini jokin luku on.
Funktio sin™! eli arkussini on sinin kiinteisfunktio, eiki sen ominaisuuksiin syvennyti
tarkemmin t&lla kurssilla. Lasketaan laskimella:

1
sin_l(—g) ~ —0,167,

jolloin 3¢ on noin -0,167 ja t = % = —0,056. Tamé& on erds ajanhetki, jolloin vé-
réhtelija on kysytylld korkeudella. Arkussinifunktio antaa kuitenkin vain yhden monista
mahdollisista 3¢:n arvoista. YksikkOoympyrasté tai kuvaajasta ndemme, ettd arvoja on

useita: kaksi funktion joka jaksossa.

1

Py
O

sin(3t)=-(1/6)

Jakson toista arvoa kuvaa edelld esitetty palautuskaava sin(z) = sin(m—z), josta saadaan
tasséd tapauksessa sin(3t) = sin(n — 3t). Talloin myos

1
m— 3t = —0,167 (—E:n arkussini)

< 3t=~0,167T+7

0,167 4+«
— txx —

~ 1,10
Tamé on toinen ajanhetki, jolloin virdhtelija on kysytyssd kohdassa. Lopuksi selvite-
tadn vérdhtelijin jakso sinifunktion jaksoa kuvaavasta kaavasta sin(z) = sin(z + n - 27).
Sijoitetaan z:n paikalle 3¢ ja otetaan 3 yhteiseksi tekijéksi.

2
sin(3t) = sin(3t + n - 2w) = sin(3(t + n - §7T))
Niin saadaan selville, ettd vardhtelijid kuvaavan funktion arvot toistuvatkin samana
jakson %ﬂ' valein, joten kysytyt ajanhetket ovat likimain —0, 056 +n - %n jal,10+mn- %7(’
misséd n € Z.

5.4. Tangenttifunktio. Tangenttifunktio tan(z) on kolmas tavallinen trigonometrinen

funktio, jonka ominaisuudet kuitenkin poikkeavat melkoisesti sini- ja kosinifunktioiden
sin(x)

ominaisuuksista. Se mééritellddn sinin ja kosinin osamddrand, tan(z) = cos(z)"

Tangenttifunktion méadrittelyjoukosta puuttuvat kaikki cos(z):n nollakohdat. Maaritte-
lyjoukko on siis R\ {§ +n-7},n € Z. Tangenttifunktio on médrittelyjoukossaan jatkuva
ja saa arvoja koko reaalilukujen joukon alueelta. Tangenttifunktiokin on jaksollinen, jak-
son pituus on 7 ja nollakohdat ovat muotoa x = 0+ n - m,n € Z tai yksinkertaisemmin
r=n-m,n € L.
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Merkkikaavio:

Lahtoarvojen kasvaessa tangenttifunktion arvot kasvavat rajatta maarittelyjoukosta puut-
tuvaa pistettd lahestyttiessd. Samaten ldhtéarvojen pienetessa funktion arvot pienenevit
rajatta samoja pisteitd kohti. Tdmén todistaminen vaatii ns. toispuoleisen raja-arvon ké-
sitettd, mutta toteamme tdssd vain, ettd ilmid johtuu jakajan eli kosinifunktion arvon
merkin vaihtumisesta nollakohdan yli kuljettaessa.

Samoin kuin sini- ja kosinifunktioille, myos tangenttifunktiolle voidaan helposti johtaa
seuraavat, toisinaan laskemista helpottavat peruskaavat yksikkGympyraa tarkastelemalla:

(5.15) tan(—z) = — tan(x)
(5.16) tan(z) = —tan(m — x)
(5.17) tan(z) = tan(z +n - 1),

missd n € Z.

Esimerkki 5.18. Trigonometriset funktiot méaritellddn joskus suppeammin suorakul-
maisen kolmion avulla siten, ettd kulman sini on sen vastaisen kateetin suhde hypote-
nuusaan, kosini viereisen kateetin suhde hypotenuusaan ja tangentti vastaisen kateetin
suhde viereiseen kateettiin.

c sin x =A/C
cos x = B/C
tan x = A/B
X [
B

Tamén médritelmén, joidenkin siitd johdettujen lauseiden ja laskimen avulla on help-
po ratkaista monia kolmioihin ja muihin geometrisiin kuvioihin liittyvid probleemoja.
Otamme yksinkertaisen esimerkin: Kolmion kulmat ovat 90°, 50° ja 40°.Hypotenuusan
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pituus on 5, kateettien pituuksia ei tunneta. Ne saadaan kuitenkin selville helposti tri-
gonometristen funktioiden avulla. Tarkastellaan kolmion 40-asteista kulmaa ja todetaan,
ettd sen sini ja kosini kuvaavat kateettien suhteita hypotenuusaan. Annetaan kateeteille
nimet A ja B seuraavan kuvan mukaisesti.

50°

40° -
B

Talloin kateettien pituudet saadaan laskemalla:

A
sin(40°) = T = A =5 -sin(40°)

cos(40°) = ? <= B =15"cos(40°)

Pituuksille saadaan likiarvot laskimella.

6. YHDISTETTY FUNKTIO

Maéiiritelmi 6.1. Olkoon f: R — R, g : A — R. Funktioiden f ja g yhdistetty funktio
f o g madritellddn seuraavasti:

(fog)(z) = f(g(z)).
Funktiota f kutsutaan ulkofunktioksi ja funktiota g sisdfunktioksi.

Esimerkki 6.2. Jos f(z) = 22, g(z) = = + 1, yhdistetty funktio (fog)(z) = (z +1)? ja
(gof)(z) = 2?+1. Funktio h(z) = sin(x?+2zx+1) voidaan tulkita yhdistetyksi funktioksi
(fog)(x), jossa f(z) = sin(z) ja g(x) = z2 422+ 1. Funktio h(z) = sin?(z) +2sin(z)+1
voidaan taas tulkita yhdistetyksi funktioksi (f o g)(z), jossa f(z) = z? + 2z + 1 ja
g(z) = sin(z).

Huom! Yhdistetty funktio ei varsinaisesti ole oma funktiolajinsa, vaan miki tahansa
funktio voidaan tulkita sopivista funktioista yhdistetyksi, esim. jos f(z) = 22 ja g(x) =
23 niin (f o g)(z) = (23)% = 25.

Esimerkki 6.3. Funktio pysyy samana, kun sithen yhdistet&én identtinen kuvaus (siis
funktio muotoa f(z) = z) Vakiofunktio ulkofunktiona puolestaan hévittdd sisafunktion
merkityksen. (Jos f(z) = 2, niin (f o g)(z) = 2 kaikilla g(x).)

7. DERIVAATTA

Tahin mennessd on tarkasteltu 1dhinn& funktioiden méérittelyd, arvoja joita funktiot
voivat saada, niiden raja-arvoja joissakin pisteissé tai ddrettomyydesséd sekd jatkuvuut-
ta. Lahinnd olemme siis puhuneet funktioiden ominaisuuksista joidenkin arvopisteiden,
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esim. nollakohtien kannalta. Mm. funktion kuvaajaa tutkimalla voidaan kuitenkin nih-
d& funktiosta muutakin olennaista kuin vain sen mé#arittelyd, arvoja ja jatkuvuutta kos-
kevia tietoja. Erds monien reaalifunktioiden selked ominaisuus on kuvaajan suunta ja
jyrkkyys. Talld on monia kiytdnnon kannalta térkeitd tulkintoja funktiosta riippuen.
Esimerkiksi edettyd matkaa ajan funktiona kuvaava kdyrd on sitd jyrkemmin nouseva,
mitd nopeampaa matkanteko on. Funktion kuvaajan muotoja tutkimalla voidaan myos
usein 16ytd4 sen pienimpié tai suurimpia arvoja, joko jollakin vililla taikka koko funktion
madrittelyjoukossa.

Funktion suuntaa tai jyrkkyytta on toisinaan helppo arvioida silmamé&araisesti kuvaajas-
ta, mutta sen matemaattinen tarkastelu vaatii tasmallistd maarittelyd. Mistd oikeastaan
tieddmme, mikd on jonkin kuvaajan suunta tietyssd pisteessd? Sehén on vain yksittdinen
arvopiste, 1ahtéjoukon arvon ja funktion arvon muodostama pari. Méarittelemme téssé
luvussa funktion kulun tarkastelemiseksi funktion derivaatan, jolla kuvaamme funktion
hetkellisté muutosnopeutta eli sen kuvaajan jyrkkyyttd tietyssid pisteessd, ja kidytdmme
apuna kisiteltdvan arvopisteen lisdksi my6s muita ldheisid funktion arvoja.

Kaikkia funktioita ei voida derivoida kaikissa pisteissdan, esimerkiksi funktion epéjatku-
vuuskohdassa on mahdoton sanoa funktion muutosnopeutta, koska sen arvo muuttuu ak-
kindiselld hyppéykselld, tavallaan ddrettéméan nopeasti. Siksi joudumme méarittelemasn
my0s derivoituvuuden, joka kertoo, onko funktion hetkellistd muutosnopeutta jossakin
pisteessd mahdollista sanoa.

Derivaatan méérittelyssd kiytetdén apuna helpommin méaériteltdvad funktion muutos-
nopeutta jollakin valilla. Télle voidaan muodostaa lauseke

f(z1) — f(z)
1 —x
jossa x1 ja x ovat ldhtéjoukon arvopisteitd. Lauseke kuvaa funktion arvojen etdisyyden
suhdetta vastaavien ldhtdarvojen etédisyyteen toisistaan ja sitd kutsutaan erotusosamdd-
raksi. Kuljettua matkaa kuluneen ajan funktiona kuvaavassa esimerkkifunktiossamme
erotusosaméiré tarkoittaisi jollakin aikavélilld kuljetun matkan jakamista sithen kulu-
neella ajalla ja kertoisi siten matkan keskinopeuden ko. aikana.

Kuvataan z1 — z:84 eli 1ahtoarvojen etdisyytta kirjaimella h, jolloin erotusosamairin
kaava saadaan muotoon
fl@+h) - f(=)

h
Derivaatta muodostetaan erotusosaméiréstd etsimalld sen raja-arvo, kun h ldhestyy nol-

laa eli kun tarkasteltava véli pienenee loputtomiin.

Masdritelma 7.1. Funktio f on derivoituva pisteessd x, jos erotusosaméirin raja-arvo

flz+h) - f=)

lim
h—0 h
on olemassa. Tété raja-arvoa merkitdan f'(z), Df(z) tai %(m), ja kutsutaan funktion

f derivaataksi pisteessd x. Funktio on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa méaé-
rittelyjoukon pisteessi.

Derivaatta kuvaa funktion hetkellistd muutosnopeutta. Jos funktio kuvaa kuljettua mat-
kaa, derivaatta kuvaa nopeutta; jos funktio kuvaa nopeutta, derivaatta kuvaa kiihtyvyyt-
té; jos funktio kuvaa ldmpdtilaa, derivaatta kuvaa ldmpenemis- tai jadhtymisnopeutta.
Derivaatan avulla saadaan paljon tietoa funktion kdyttdytymisesté.

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan polynomifunktiota f(x) = 22 pisteessi z = 2. Erotusosa-
madra tuossa pisteessa on
f@+h) —f(2) (2+h)?-22 4+4h+h*—4 4h+h>

A = 3 A 5 =4+ h.




20

Talla on raja-arvo

SRR - 1)
h—0 h
Funktiolla on siis pisteessd 2 derivaatta f'(2) = 4.

= lim(4 + h) = 4.
h—0

7.1. Derivaatta kuvaajassa.

f(2) - (1)

-0,5 ( 0,5 1 1,5

25

N —hemmmmmm==

X

Tarkastellaan oheista kuvaa, johon on piirretty erddn derivoituvan funktion f kuvaaja
sekd suora, joka leikkaa kuvaajaa pisteissd z = 1 ja x = 2. Tamén suoran kulmaker-
roin on (f(2) — f(1))/(2 — 1) eli erotusosamadran arvo pisteessi 1, kun h = 1. Luku
h vastaa siis toisen leikkauspisteen x-koordinaatin etédisyyttd ensimmaisen leikkauspis-
teen x-koordinaatista. Pienentdmalld arvoa h saadaan toinen leikkauspiste ldhestymé&an
ensimmiistéd, jolloin suora kddntyy kuvaajan suuntaiseksi kunnes se leikkaa kuvaajaa
lopulta vain yhdessé pisteessé.

2]
—

05 /0 05 1 1.5 2 2,5

Erotusosamaéran raja-arvo eli derivaatta pisteessd x on siis tuohon pisteeseen kuvaajal-
le piirretyn sivuajan eli tangentin kulmakerroin. (Ei pidé sekoittaa tangenttifunktioon,
vaikka ndiden méadrittelyssa onkin yhteys.)



21

Esimerkki 7.3. Tarkastellaan funktiota f(z) = |z| (itseisarvo) pisteessd z = 0. Kun
h > 0, erotusosaméérs on
p—lo] _h-0_
R h
Toisaalta, kun h < 0, erotusosaméiré on
h| — —h —
Bl _~h-0_

h  h
Erotusosamaéirilla ei siis ole raja-arvoa h:n ldhestyessé nollaa, koska nollan vasemmalla
ja oikealla puolella lasketut arvot eivét ldhesty toisiaan. Itseisarvo ei ole derivoituva
pisteessd = 0.

Tamé nidkyy myos itseisarvon kuvaajasta. Kuvaajalla on origossa terdva kérki, eiké sithen
voida piirtdd yksikasitteistd sivuajaa kuvaajalle.

| S S e S S S s e £ B B S A A ]

-0,5

Jos funktiolla on epédjatkuvuuskohta jossain pisteessd, ei tdhin pisteeseen voida piirtda
kuvaajalle sivuajaa. Tdma havainto kertoo seuraavasta tosiasiasta.

Lause 7.4. Jos funktio on derivoituva pisteessd x, se on myds jatkuva pisteessd x.
Epéjatkuva funktio ei siis voi olla derivoituva.

7.2. Laskusddnt6ja. Derivaatan méaaritelmén avulla pystytddn monille tavallisille de-
rivoituville funktioille johtamaan melko helposti laskusdantojé, jotka tassé esitdmme lis-
tana. Aloitetaan sddnndisté, joilla voi laskea funktioiden summien, tulojen ja osaméérien
derivaattoja.

1. D(f £ g)(z) = f'(z) £ ¢'(z)
'(x), jos ¢ on vakio
z)g(z) + f(z)g' (x)
4. D(f/g)(z) = ['(@)g(z)-f(x)g' (z)

g9(z)?

Niita sdantoja sovellettaessa tdytyy ensin varmistaa, ettd funktiot todella ovat derivoi-
tuvia tai ettd ne on edes madritelty kyseisessi pisteessé. Saant6 3 esimerkiksi vaatii, etté

g(z) #0.
Ennen seuraavia sdantdjé palautetaan mieleen murto- ja negatiivisten potenssien méa-
ritelmét. Olkoon k kokonaisluku. Talloin

T-x---x, jos k>0,

—

k k
1, jos k=0,

m%k’ jos k < 0.
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Olkoon sitten p, g kokonaislukuja, ¢ > 0. Télloin
2P/l = Ygp = (Vx)P.

Esimerkiksi z'/2 = Vz. Huomaa, ettei parillinen juuri ole mééritelty negatiivisille lu-
vuille ja ettd parillinen juuri mééritelldén aina positiiviseksi. (Esimerkiksi v/—4 ei ole
médritelty, ja V4 = 2, vaikka myds (—2)2 = 4).

Nyt voidaan madritellidn potensseja koskevat sdannot.

5. Dc =0, jos c el riipu z:sté (eli on vakio)
6. Dz* = kzF~1 jos k # 0.

Esimerkki 7.5. Derivoidaan polynomifunktio:

D(x*+22—-3)=Dz*+2Dxr —D3=22'4+2-1-0=2z+2.

Derivoidaan rationaalifunktio:
Dac2 —3z  D(z*-3z)(z+1) — (¢ - 3z)D(z +1)

z+1 (z+1)2
_ (22-3)(z+1)— (2* — 32)(1+0)
(x+1)2
(222 +20-32x-3)—(¢*—32) 2?4203
B (z+1)2  (z+1)?

Derivoidaan vield juurifunktio:

D % =D (3(¥/z) ') =D (3(3;1/3)*1) _D (3:1:*1/3)
=3 (_1 Tk o SN VL B 1

3) Vi

Seuraavaksi johdamme eksponenttifunktion derivaatan erdan eksponenttifunktion omi-
naisuuksista. Témaéan eksponenttifunktion kantaluku on ns. Neperin luku e.

1 n
e= lim (1 + —) = 2,71828.
n—oo n
Neperin luvun potenssit voidaan ilmaista pddttyméattémind summina
2 3
e _q1,.2, T T
e —1—|—1!+ o1 +3! + ..

(Témaén todistaminen ei mahdu kurssin materiaaliin.)

Jos muodostamme derivaatan funktiosta f(xz) = e edelld esitetyn sarjakehitelmén ja
derivaatan tdhinastisten laskusdantojen avulla, saamme tulokseksi

-1—z-0 20-2z—22-0 3-322—2%-0

De* =0 :
S 1) N ¢ € E
eli )
21-2¢  3!-3z
T _
De* =1+ oTB + 3P + ..
Supistetaan kertomat pois osoittajista, jolloin saadaan
2z 3z
L — J— JR—
De* =1+ o1 + 3l +
Supistetaan vield pois osoittajien kertoimet ja nimittéjistd kertoman suurin tekiji (ker-
toman mééritelméd oli n! =n-(n—1)-(n—2)-...-1), jolloin saadaan

2
T _ r. ¥
De —1—|—1!+2!—|—...
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joka on itse asiassa sama kuin alkuperdisen funktion sarjakehitelmd siten, ettd ensim-
maéisen termin derivaatasta tuli nolla, toisen termin derivaatasta sama kuin alkuperéinen
ensimmaéinen termi, kolmannen termin derivaatasta alkuperéinen toinen termi jne. Tésta
paattelystd saamme seuraavan derivointisddnnon:

7. De® = ¢e*

Joskus eksponenttifunktio méaritellddnkin funktiona, jonka derivaatta on funktio itse
(%) ja yleinen eksponenttifunktio eri kantaluvuilla yleistetéén tasta. e-kantaisen logarit-
mifunktion derivaatta puolestaan on

8 Dlng =1

T

Trigonometristen funktioiden derivaatat voidaan johtaa suhteellisen helposti geometri-
sesti. Meille kuitenkin riittda todeta, etté

9. Dsin(z) = cos(x)
10. D cos(z) = —sin(z)

mistd saamme osamédrén derivaattasdantod ja trigonometrian peruskaavaa kdyttamalla

11. Dtan(z) =

1
cos2(x)

Seuraava séanto koskee yhdistettyd funktiota. Huomaa, ettd mika tahansa funktio voidaan
tulkita yhdistetyksi! Toisinaan téstd sdanndstd on kuitenkin erityistd hyotya, kun funktio
on muuten vaikea derivoida, esimerkiksi jos funktiossa on neligjuuren (ulkofunktio) alla
jokin polynomi tai rationaalilauseke (siséfunktio). Myds monet eksponentti- logaritmi-
ja trigonometristen funktioiden sovellukset derivoituvat néppérésti tdlla tavoin.

12. (f e g)'(x) = f'(9(z))g' (z)
Esimerkki 7.6. Olkoon f(z) = 2%, g(z) = 2z + 1. Nyt f'(z) = 62° ja ¢'(z) = 2, joten
yvhdistetyn funktion f o g derivaatta on
D2z +1)% =62z +1)° - 2 = 12(2z + 1)°.

Esimerkki 7.7. Johdetaan funktion f :]0,00[ — R, f(z) = 2% derivaatta. Logaritmin
madritelmén seks laskusddntdjen avulla voidaan kirjoittaa

f(.’l?) — % = lnz® — pzlnz

Nyt voidaan laskea funktion f derivaatta yhdistetyn funktion derivointisdannolla. Ulko-
funktio on eksponenttifunktio, jonka derivaatta on funktio itse. Sisdfunktion derivaatta
on

1
D(zlnz)=Dz-lnz+z-Dlnz=1-Inz+z-—=Inz+1.
x
Funktion f derivaatta on siten
f'(z) = D "% = "M% . D(zlnz) = "% (Inz + 1) = 2%(Inz + 1).

Lopuksi johdamme yleiset eksponentti- ja logaritmifunktion derivointikaavat. Tama teh-
dédan ilmaisemalla yleiset eksponentti- ja logaritmifunktiot vastaavien e-kantaisten funk-
tioiden avulla ja kayttamalld yhdistetyn funktion derivointikaavaa.
Koska logaritmin méisritelman mukaan

I = aloga :c’
niin

a® = 6ln a®

Eksponenttifunktion laskusdinnéilla téstd saadaan edelleen

T In a®

at =e — ewlna — (ez)lna
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eli yleisen a-kantaisen eksponenttifunktion arvot ovat saadaan siis korottamalla e-kantaisen
eksponenttifunktion arvo potenssiin Ina.

Nyt voidaan johtaa a-kantaisen eksponenttifunktion derivointikaava kayttamalld yh-
distetyn funktion derivointisd&nt6a sekid eksponenttifunktion laskusdént6ja. Merkitddn
f(z) = z'™¢ ja g(z) = €%, jolloin f'(z) = Ina- 2™ ! ja ¢'(z) = €. Nyt pitee

a® = (€")"* = (f o g)(x),
joten

D d® = f'(g(z))g' (z) = Ina(e®)™ . e = Ina(e®)™ ! = Ina(e®)"® = a® Ina.

a-kantainen logaritmi taas voidaan ilmaista luonnollisen logaritmin avulla seuraavalla
menettelylld: [lmaistaan ensin e-kantainen eli luonnollinen logaritmi luvusta x logaritmin
médritelmén ja laskusddntojen mukaan muodossa

Inz =1na'*%* = log, z - Ina.

Tésté seuraa, ettd

1 _ Inz
O8a T = Ina’

Luonnollisesta logaritmista saadaan siis mikd tahansa a-kantainen logaritmi jakamalla
luvulla Ina. Téll6in a-kantaisen logaritmin derivaatta on

Inz lna-%—lnz-o

Dlog, z = Dm = (Ina)?
(Ina:han on vakio!) Tamé sievenee muotoon
1
z-lna’

Muistetaan, ettd logaritmifunktio on mééritelty vain positiivisilla reaaliluvuilla. Vastaa-
valla paéttelylld saadaan sama derivointikaava myos funktiolle f : R — R, f(z) =
log, (—z). Kaksi viimeistd derivointikaavaa ovat siis

13. Da® =a® -Ina
14. Dlog,|z| = =

z-lna

7.3. Derivaatan sovelluksia. Derivaatan avulla voidaan tutkia funktion kasvua seké
funktion saamia ddriarvoja. Maaritellddn ensin nédihin liittyvid késitteita.

Maisritelma 7.8. Funktiolla f on pisteessd g paikallinen eli lokaali maksimi, jos pétee
f(zo) > f(z) kaikilla pisteilld = pisteen zo ldhiympéristossd. Tamé arvo on funktion
suurin arvo, jos patee f(xzg) > f(z) kaikilla méaarittelyjoukon pisteilld z.

Vastaavasti méaéritelladn paikallinen minimi ja funktion pienin arvo. Minimejd ja mak-
simeja kutsutaan funktion ddriarvoiksi.

Maisritelma 7.9. Funktio f on kasvava vdlilld [a,b], jos kaikilla pisteilld z < y vélilla
[a,b] patee f(z) < f(y). Jos lisdksi patee f(x) < f(y), sanotaan, ettd funktio on aidosti
kasvava kyseiselld vililla.

Vastaavasti madritellddan viheneva ja aidosti viheneva funktio.
Esimerkki 7.10. Tarkastellaan funktiota f : R — R,

(ac+2, kun z < —1

1, kun —1<z<0
fz)=¢—z+1, kin0<z<1
2 —2, kun 1 <z <2
| —2z + 6, kun z > 2.
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Talla funktiolla on paikallinen maksimi pisteessé © = 2 seké jokaisessa pisteessé valilla
[—1,0]. Paikallinen minimi 16ytyy pisteestd z = 1 sekd my0s kaikista pisteistd valilld
]—1,0[. Suurin arvo on f(2) = 2, mutta pienintd arvoa ei ole. Funktio on aidosti kasvava
vileilld | — oo, —1] ja [1,2], ja aidosti vihenevd vileilld [0,1] ja [2,00[. Valilla [—1,0]
funktio on sekd kasvava ettd viheneva.

159

Jos derivoituvan funktion kuvaajalle piirretdén sivuaja maksimi- tai minimikohtaan, si-
vuaja on vaakasuora eli sen kulmakerroin on nolla. Suoraan derivaatan méaéritelméasta
voidaankin johtaa seuraava tatd havaintoa vastaava lause.

Lause 7.11. Jos derivoituvalla funktiolla on paikallinen ddriarvo pisteessd xg, niin

fl(ib'()) = 0.
Huom. Kaikki derivaatan nollakohdat eivit aina ole dariarvoja.

Esimerkki 7.12. Tarkastellaan 4. asteen polynomia f(z) = 3z*+43. Taméin derivaatta
on

fl(z) =3 -42® + 432" = 122 + 122% = 122°(z + 1).
Derivaatan nollakohdat ovat z = —1 ja x = 0. Tarkempi tutkimus osoittaa, ettéd edellinen
on itse asiassa funktion pienin arvo, mutta jalkimmainen ei ole dariarvo ollenkaan.

Seuraavat lauseet seuraavat niin kutsutusta valiarvolauseesta.

Lause 7.13. Jos f'(z) > 0 wdlilli [a,b], niin funktio f on kasvava kyseiselld vdlillld.
Jos lisiksi f'(x) = 0 vain vdlin yksittdisissa pisteissd, niin f on aidosti kasvava tuolla
valilld.
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Vastaava patee myos negatiiviselle derivaatalle.

Lause 7.14. Jos f'(z) < 0 vdlilla [a,b], niin funktio f on vihenevi kyseiselld valillla.
Jos lisiksi f'(x) = 0 vain vdlin yksittiisissd pisteissi, niin f on aidosti vahenevi tuolla
valilld.

Esimerkki 7.15. Tarkastellaan edelleen edellisen esimerkin polynomifunktiota. Deri-
vaatta oli f/(z) = 122%(z + 1). Tunnetusti 1222 ei ole koskaan negatiivinen, ja = + 1 on
negatiivinen vain, jos x < —1. Néiden termien tulo on negatiivinen vain jos ainoastaan
toinen termeistd on negatiivinen. Kerétdan ndma tiedot merkkikaavioon.

r<—-1|-1<z<0|0<zx
1222 + + +
z+1 - + +
[ = + +

Edellisten lauseiden perusteella f on viheneva vililld | —oo, —1] ja kasvava valilld | — 1, ool.
Viheneminen ja kasvaminen on aitoa, silld derivaatta on nolla vain yksittdisissd pisteis-
sd. Nyt voidaan my0s péatelld, mitka edellisessd esimerkissd lasketuista derivaatan nol-
lakohdista ovat ddriarvokohtia. Pisteen z = 0 ympérilla f on aidosti kasvava, joten se ei
voi olla d&riarvokohta. Toisaalta pisteen x = —1 vasemmalla puolella f on vidhenevi ja
oikealla puolella kasvava, joten kyseessé on lokaali minimikohta.

Niilla tiedoilla voidaan jo hyvin tarkasti médrittdd derivoituvan funktion kulku. Erés
lisdtieto auttaa dariarvojen loytamisessa.

Lause 7.16. Suljetulla valilla madritelty jatkuva funktio saavuttaa suurimman ja pie-
nimman arvonsa tuolla valilla. Jos funktio on lisdksi derivoituva, suurin ja pienin arvo
loytyvat joko valin pddatepisteistd tai derivaatan nollakohdista.

Esimerkki 7.17. Tarkastellaan nyt funktiota f(z) = 3z* + 4z suljetulla vilills [—2,1].
Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa sekd vilin paitepisteissa.

Edellisen lauseen perusteella funktion suurin ja pienin arvo valilld [—2, 1] 16ytyvat ndiden
arvojen joukosta. Suurin arvo on selvésti f(—2) = 16 ja pienin f(—1) = —1.

Monet arkielaméan optimointiongelmat voidaan edelld opittujen seikkojen avulla késitelld
derivaatan avulla.

Esimerkki 7.18. Maanviljelijalla on 20 metrid verkkoaitaa. Hin haluaa rakentaa kanoil-
le suorakulmaisen aitauksen. Aitatarpeita saéstdakseen hén paattaéd rakentaa aitauksen
ladon viereen niin, ettd ladon seiné korvaa toisen aitauksen pitkista sivuista. Miten pitkét
on aitauksen sivujen oltava, jotta aitauksen pinta-ala olisi mahdollisimman iso?

Ratkaisun 16ytdmiseksi muodostetaan funktio, joka kuvaa maksimoitavaa suuretta jonkin
muuttujan funktiona. Maksimoitava suure on aitauksen pinta-ala, joka lasketaan pitkéan
ja lyhyen sivun tulona. Merkitdén lyhyen sivun pituutta z. Pitkélle sivuille jai talloin
20 — 2z metrid verkkoaitaa. Niin saadaan aitauksen pinta-ala lyhyen sivun pituuden
funktiona:
A(z) =z - (20 — 2z) = —222% + 20z.

Lyhyt sivu on vdhintddn 0 ja enintddn 10 metrid pitkd. Funktio A on siis madritelty
suljetulla vililld [0, 10]. Se on derivoituva, joten suurin arvo lytyy méadrittelyvilin paa-
tepisteestd tai derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(z) = —4z + 20.
Derivaatta on nolla vain jos £ = 5. Suurin arvo l0ytyy siis seuraavien arvojen joukosta:
A(5) = —=2-52+20-5=150, A(0)=0, A(10)=0.
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Suurin pinta-ala saadaan siis, kun lyhyen sivun pituus on 5 metrié, jolloin pitkdn sivun
pituudeksi tulee 10 metria.

Esimerkki 7.19. Suorakulmio sijaitsee koordinaatiston ensimmaisessd neljinneksessi
siten, ettd sen yksi kulma on origossa ja vastakkainen kulma suoralla y = —2z + 3 (ks.
kuva). Laske téllaisen suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

Merkitadn suorakulmion alareunan pituutta z. Talléin suorakulmion korkeus on —2x+ 3,
joten ala on

A(z) = v(—2z + 3) = —22° + 3z.
Tehtavinannon mukaan tdytyy olla 0 < z < 3/2. Méadrittelyvilin padtepisteissd ala on
0, joten suurin arvo 18ytyy derivaatan nollakohdasta. Derivaatta on

Al(z) = -4z + 3,
ja tdmén ainoa nollakohta on z = 3/4. Alan suurin arvo on siis

A(3/4) = —2 G)Z&Z: :

Oltaisiin voitu myds kysya kuinka pitkd on lyhin tie origosta po. funktion kuvaajalle.
Téaméan voidaan ndhd& kuvasta kulkevan erdstd kuvaajan normaalia pitkin, mutta aina
kuvaaja ei ole vélttdmattd suora. Talloin voidaan korvata pinta-alan lauseke toisella
lausekkeella, joka kertoo sellaisen suoran pituuden, joka yhdistdd kuvaajan origoon, z:n
funktiona. T&ll6in optimoitava funktio (janan pituus) olisi Pythagoraan lauseen avulla:

L(z) = V&% + (—2z + 3)?

Tamén derivaatta saadaan selville esim. sieventdmalld juuren alla oleva lauseke polyno-
miksi ja kdyttadmalla sitten yhdistetyn funktion derivointikaavaa, jolloin ulkofunktio olisi
VZ ja sisifunktio 5z2 — 12z + 9.

7.4. Korkeammat derivaatat. Funktion f derivaatta f’ on funktio, joten myds se
voi olla derivoituva. Tamé péatee myos derivaatan derivaatalle ja niin edelleen. Jos f
voidaan derivoida n kertaa, tulosta kutsutaan n:nneksi derivaataksi ja merkitdan jollain
seuraavista tavoista:
fm  pmyp 4
7 7 d,/En .

Jos n on pieni, kuten 2 tai 3, voidaan myos merkitd f” tai f".

Esimerkki 7.20. Eksponenttifunktio on aina aidosti positiivinen. Koska sen derivaatta
on sama kuin funktio itse, my0s derivaatta on aina positiivinen. Siksi eksponenttifunktio
on aidosti kasvava. Samalla tavoin my0s derivaatta on aidosti kasvava, ja derivaatan de-
rivaatta, jne. Voidaan sanoa, ettd eksponenttifunktio kasvaa hyvin nopeasti, nopeammin
kuin mikdan polynomifunktio. Tadma tarkoittaa sité, ettéd kaikilla polynomeilla P péatee

P
lim 28
r—oo el
Erityisesti
1
lim ¢*= lime *= lim — =0.
T——00 T—00 T—o00 el

Toinen derivaatta kertoo funktion derivaatan kasvusta. Jos esimerkiksi s kuvaa kuljettua
matkaa, kuvaa s’ nopeutta ja s” vastaavasti kiithtyvyytta.

Seuraava toisen derivaatan ominaisuus voi olla hy6dyksi.

Lause 7.21. Oletetaan, etti f on kahdesti derivoituva ja f':lla on nollakohta pisteessi
xzo. Tdlloin pdtee:

a) jos f"(zg) <0, niin zo on f:n paikallinen maksimikohta,
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b) jos f"(x¢) > 0, niin zy on f:n paikallinen minimikohta.

Sen sijaan, jos f"(zo) = 0, niin kohdassa xy voi olla paikallinen ddriarvo tai olla ole-
matta.

Esimerkki 7.22. Olkoon jilleen f(z) = 3z* 4 4z®. Ensimmiinen derivaatta on
f'(z) = 1223 + 1222
ja toinen derivaatta
f"(x) =12 - 3z + 12 - 2z = 3622 + 24z.

Derivaatan nollakohdat olivat £ = —1 ja x = 0. Toisen derivaatan arvot néissi pisteissa
ovat

f'(=1)=36-1+24(—1) =12, f(0)=0.
Kohdassa z = —1 on siis lokaali minimi, mutta kohdasta £ = 0 ei osata t&lla perusteella
sanoa mitdan.

Esimerkki 7.23. Etsitddn funktion f(z) = 2sin(3z) paikalliset maksimi- ja minimikoh-
dat avoimella vililld ]0, 2[. Etsitdén funktion derivaatan nollakohdat. Funktion derivaatta
on

J'(z) = 2(cos(3z) - 3) = 6 cos(3z)

6 cos(3z) = 0 kun cos(3z) = 0. MAOLin taulukosta (tai yksikkfympyristd) saadaan
3z = 5. Séinnon cos(r) = cos(—z) mukaan myds —3z = J. Kun muistetaan vield
kosinin jaksoa koskeva sddnto, saadaan derivaatan nollakohdiksi

3w=ﬁ+n-27r

2

7r+ 2
= r=—+n--m

6 3

seké,

Namai arvot voidaan yksinkertaisemmin esittdd muodossa

1 4 1
T=—-m+n--m.
6 3
Laskemalla derivaatan nollakohtien likiarvoja huomataan, ettd kysytylle vilille niit4 osuu
kaksi, %7‘(’ ja %ﬂ'. Nyt voidaan tutkia toisen derivaatan avulla, ovatko kyseiset kohdat
funktion paikallisia maksimeja tai minimej.

" =6-(—sin(3z) - 3) = 18 - (—sin(3x))

Koska f"(3m) = —18 ja f"(4m) = 18, on funktiolla paikallinen maksimi kohdassa z = ¢
ja paikallinen minimi kohdassa z = %7‘(’. Tam4 on yhtapitava yksikkoympyrassd tehtdvin
graafisen tarkastelun kanssa.
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8. INTEGRAALI

Tarkastellaan linja-autoa matkalla Kotkasta Helsinkiin. Olkoon v : [0,2] — R linja-auton
nopeus ajan funktiona. Yritetddn arvioida nopeusfunktion perusteella kuljettua matkaa
aikavilill [0, 1].

Oletetaan, ettd maksiminopeus valilld [0, 1] on ollut 110 km/h, ja miniminopeus 0 km/h
(bussi seisoi asemalla). Koska kuljettu matka on yleisesti nopeus kerrottuna matkaan
kiytetylld ajalla, voimme erittéin karkeasti arvioida linja-auton kulkeman matkan olleen
enintddn 1101 = 110 km, ja vdhintdén 0-1 =0 km.

Jaetaan sitten aikavili kahteen osaan. Olkoon maksiminopeus vililld [0,1/2] ollut 100
km /h ja vililla [1/2,1] 110 km/h. Miniminopeudet olivat vastaavasti 0 km/h ja 40 km /h.
Nyt voimme arvioida, ettd ensimmdiselld osalla edettiin enintddn 100 - 1/2 = 50 km ja
vahintddn 0 - 1/2 = 0 km, seké toisella osalla enintd&n 110 - 1/2 = 55 km ja vihintéén
40 -1/2 = 20 km. Todetaan, ettd ensimmaéisen tunnin aikana edettiin yhteensd enintédan
50 4+ 55 = 105 km ja vihintdan 0 4+ 20 = 20 km, miks alkaa varmasti olla jo 1dhempéna
totuutta kuin ensimméinen arvio.

MO frmmmmmeeee e

100

/./\

% 1 % 1

Talla tavoin voimme jatkaa aikavélin pilkkomista ja matkan arvioimista maksimi- ja
miniminopeuksien avulla. Mitd lyhyemmaét vilit, sitd tarkemmaksi arvio tulee. Kuljettu
matka on itse asiassa tdsmaélleen téllaisen arvion raja-arvo vilien pituuden ldhestyessé
nollaa.

Tamé tarkastelu voidaan yleistdad koskemaan mitd tahansa jatkuvia funktioita. Y1a- ja
ala~arvioita kutsutaan funktion yld- ja alasummiksi ja ndiden raja-arvoa funktion inte-
graaliksi. Integraali kuvaa funktion kertymdd tietylld valilld. Jos funktio kuvaa jonkin
suureen muutosnopeutta, integraali kertoo suureen arvon kokonaismuutoksen.

Maiiritelma 8.1. Olkoon f vililld [a,b] médritelty jatkuva funktio. Jaetaan vili ta-
saisesti korkeintaan h:n pituisiin suljettuihin osavéleihin. Valitaan jokaisella osavililla
funktion suurin arvo, kerrotaan se vilin pituudella ja lasketaan niin saadut arvot yh-
teen. Kutsutaan saatua summaa funktion ylisummaksi vdlilla [a,b] ja merkitddn tétd
Sp. (Funktion suurin arvo 16ytyy lauseen 7.16 nojalla.)

Valitaan samoin jokaisella osavélilla pienin arvo, kerrotaan se vélin pituudella ja lasketaan
tulokset yhteen. Kutsutaan tétd summaa funktion alasummaksi vililli [a, b] ja merkitdan
S

Funktion f integraali vililld [a,b] on yldsumman ja alasumman raja-arvo osavilin pituu-
den h ldhestyessa nollaa:

lim sp,.
h—0

b
/a f(a) dz = lim §, =

Tamai raja-arvo on aina olemassa, kun f on jatkuva valilla [a, b].
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Kaikki jatkuvat funktiot ovat integroituvia milld tahansa suljetulla valilla, eikd mas-
ritelméssé tarvitsisi tarkastella erikseen sekd yla- ettd alasummia. Integraali voidaan
kuitenkin mé&aritelld muillekin kuin jatkuville funktioille. Jos funktio ei ole jatkuva, voi
kdyd4& niin, etteivat yld- ja alasummat ldhesty toisiaan h:n pienetessd. Télloin funktio ei
ole integroituva.

8.1. Integraali kuvaajassa. Ajatellaan integroimisvili jaetuksi tasaisesti osavéleihin.
Funktion yldsumma on sellaisten suorakulmioiden pinta-alojen summa, joiden korkeus
on jokaisella osavililld funktion suurin arvo. Alasumma taas koostuu sellaisten suorakul-
mioiden pinta-aloista, joiden korkeus on joka osavililld funktion pienin arvo.

4 4

c T L T 1T T 1T T T T O T L T 1T T 1T 1T T T
1 1 2 3 4 1 1 2 3 4
4 X e X

4- 4

Kun osavilin pituutta lyhennetédén, ldhestyvat funktion suurin ja pienin arvo tuolla vi-
lilla toisiaan (koska funktio on jatkuva). Siispd myos yla- ja alasuorakulmioiden huiput
kullakin vélilla 1dhestyvét toisiaan ja funktion kuvaajaa, joka on niiden vilissd. Lopulta
suorakulmioiden huiput kohtaavat ja puristavat funktion arvon viliinsd. T&lléin niiden
yhteenlaskettu pinta-ala, funktion integraali, vastaa kuvaajan ja z-akselin vdliin jidvdin
alueen pinta-alaa.

On kuitenkin huomioitava, ettd mikali funktio on jollain vililld negatiivinen, on myos
integraali negatiivinen.
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8.2. Integraalin laskeminen. Integraalin laskeminen suoraan mééritelmésta on yleen-
sé erittdin vaikeaa. Siksi integroitaessa yleensd kdytetddnkin niin kutsuttua integraali-
funktiota.

Méiritelméi 8.2. Funktio F on funktion f integraalifunktio, jos F' = f.

Funktion integraalifunktion derivaatta on siis funktio itse. Integraalifunktio ei ole yksika-
sitteinen. Jos esimerkiksi f(z) = 2, niin integraalifunktioksi kelpaa yhtéd hyvin F'(z) = 2z
kuin G(z) = 2z + 1. Funktion eri integraalifunktiot ovat kuitenkin hyvin samankaltaisia.
Lause 8.3. (Integraalilaskennan peruslause) Olkoon F' = G' = f, eli seki F ettd G ovat
funktion f integraalifunktioita. Tdlloin F = G + C jollain luvulla C'.

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis vakion liséysta vaille samoja. Usein merki-
tédankin

/ f(z)dz = F(z) + C,

missd F' on jokin funktion f integraalifunktio. T&mé integraalimerkintd ilman integroi-
misvilid tarkoittaa juuri integraalifunktiota. Vakio C' on niin sanottu integroimisvakio,
joka kuvaa sité, ettei integraalifunktio ole yksikésitteinen.

Esimerkki 8.4. Funktion f(z) = z eréis integraalifunktio on F(z) = 3z%. Voidaan siis
merkitd

1
/wdmzizz—k(].

Koska derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta, ja integraali taas muutoksen aiheutta-
maa kertymaii, ovat integraali ja derivaatta erédssd mielessd toistensa vastakohtia. Kul-
jetun matkan derivaatta on kulkunopeus, kun taas kulkunopeuden integraalina saadaan
kuljettu matka. Tadh&n perustuu seuraava lause.

Lause 8.5. (Analyysin peruslause) Olkoon f wvdlilli [a,b] mddritelty jatkuva funktio, ja
F jokin sen integraalifunktio (eli F' = f.) Tdlloin

b
/ (@) dz = F(b) — F(a).

Usein merkitddn

Esimerkki 8.6. Olkoon f(z) = 2z. Eriis integraalifunktio on F(z) = z?. T#lléin

1

1
/ 2xdx:/x2:12—02:1.
0

0

Tamé ndhdadn myos kuvaajasta. Integraali on varjostetun kolmion pinta-ala.
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Huomio! Integroitaessa jotakin vélid voidaan valita miké tahansa alkuperdisen funktion
integraalifunktio, koska integroimisvakio supistuu kaavasta laskettaessa pois. Lasketaan
4skeinen integraali kiyttien integraalifunktiota F(z) = z? + C, jossa C on integroimis-

vakio.
1

1
/ 2xd:z::/x2+C:(12+C)—(02+C):1+C—0—C:1.
0
0

8.3. Laskusa&ntoja.
1. /abf(w)+g(w)dm:/abf(w)da:—ir/abg(a:)dz
2. /abcf(x)dx:c/abf(:v)dac
3. /abf(ac)dac:/acf(x)dx+/cbf(zc)dx.

Esimerkki 8.7. Olkoon f(r) = 2z — 1/z%. Funktion fi(z) = 2z eriis integraalifunktio
on Fi(z) = z? ja funktion fo(z) = —1/2? eriis integraalifunktio on Fy(z) = 1/z. Nyt
voidaan integroida

Esimerkki 8.8. Olkoon f(z) = |z|. Lasketaan integraali osissa. Vililld [—1,0] f(z)
—1, joten integraalifunktioksi voidaan valita Fi (z) = —322. Toisaalta vililld [0, 1] f(z)

x, joten integraalifunktioksi kiy Fb(z) = %3,2. Té&ll6in
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Potenssin derivoimissdinndstd saadaan suoraan vastaava integroimisséénto. Olkoon k # —1.

Talloin
b b 1
4. / z* dx :/ ARy
a / k+1

Jos taas funktiossa z* eksponentti & = —1, niin funktio voidaan myds ilmaista muodossa
%. Luonnollisen logaritmin derivointikaavan perusteella

b b
1
5. /—dw:/1n|x|.
a z a

On huomattava, ettd tdmé integraali on méaaritelty ainoastaan, jos luku 0 ei osu a:n ja
b:n vilille, silld funktiota ! ei ole nollassa mééritelty.

Esimerkki 8.9. Integroidaan funktiota f(z) = 1/z valilld [1,e]. Kun z > 0, funktiolla
f on integraalifunktio Inz.

e e
/ 1d:l:z/lnac:lne—lnlzl—()zl.
1 T 1

Integroidaan sitten samaa funktiota vélilld [—2, —1]. Koska nyt = < 0, integraalifunktio
on In(—zx).

-1 n 1
/ —dxz/ln(—:(;)=1n1—1n2:O—1n2=—1n2=1n—.
2 X 7 2

Funktio €* on itse oma derivaattansa, jolloin pitee myos

b

b
6. / etdr = / e~
a /

a

Tatd e-kantaisen eksponenttifunktion integraalin ominaisuutta kidytetddn hyvaksi osit-
taisintegroinnissa, luvun lopussa esiteltdvéssé integrointimenetelméssa.

Trigonometriset funktiot sini ja kosini integroituvat samaten helposti:

7. /ab sin(z) dr = /b—cos(x).

b
8. /ab cos(z) dr = /sin(m).

Integroiminen on yleensd vaikeampaa kuin derivoiminen, koska tulon, osamé&drén tai yh-
distetyn funktion integroimiseen ei ole olemassa laskusédintoja. Vastaavista derivoimis-
sddnndistd on kuitenkin usein hyotya.

Yhdistetyn funktion derivoimissdénnén mukaan (fog)'(z) = f'(g(x))g’ (), joten funktio
f o g on funktion (f' o g)g' integraalifunktio. Siispé

b b
9. [ 1'a@)g'(z)dz = /(£ 0)(o)
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Esimerkki 8.10. Tarkastellaan lauseketta z(z2 4+ 1)3. Lausekkeessa esiintyy yhdistetty
funktio, jonka sisifunktio g(z) = z? + 1. Sisifunktion derivaatta on ¢'(z) = 2z. Voim-
me saada lausekkeen sdinnén vaatimaan muotoon, kun tulkitsemme ulkofunktion erdin
funktion f derivaataksi: f/(z) = 23, jolloin f(z) = %x‘l. T&ll6in nimittédin

1

1 —llxa:Z 33:——1':1:'5656
[ e v vpan = [Caate 42— [ st

1 1
[ itota) =5 / 6 + 1)

+1)4 = %(16 —1) = 18—5

Lukuunottamatta sdént0ad numero 3 kaikki edelliset integroimiskaavat voidaan yleistdd
my0s integraalifunktion muodostamiseen. Johdetaan vield edellisen integroimissddnnén
ja kosinin derivaatan avulla tangentin integraali. Tangenttifunktio voidaan esittdd muo-
dossa

sin(zx)

tan(z) = cos(@)”
Integraalia on suoraan kaavasta vaikea ndhdé, mutta voidaan miettié, olisiko tangentti-
funktio tdssd muodossa jonkin yhdistetyn funktion derivaatta (siis muotoa f'(g(z))-¢'(z))
— télldinhén integraali saataisiin ko. yhdistetystd funktiosta. Tangenttifunktiossa esiin-
tyy x sekd jakoviivan yld- ettd alapuolella. Télloin on luontevaa kokeilla, voisiko f' eli
intergaalifunktion ulkofunktion derivaatta olla %, jolloin "alkuperdinen” ulkofunktio oli-
si In|z|. Téssd tapauksessa sisafunktio olisi cos(z) ja sisédfunktion derivaatta — sin(zx).
Tangenttifunktio saadaan siis melkein kirjoitettua auki yhdistetyn funktion derivaataksi
muodossa
1

cos(@) sin(z).

Tamé poikkeaa tangenttifunktiosta vain etumerkiltdan:

L i = —tan(z).
con () - —sin(z) = — tan(z)
Koska
b b
| Fatang @ s = /(7 o))
ja tdssd tapauksessa f'(z) = 1, g(z) = cos(z) ja ¢'(z) = —sin(z), niin

/ab — tan(z) = /ab cosl(:c) —sin(@) = /b]n lcos ()l

Saannén numero 2 nojalla vakiolla kerrotun funktion integraali on sama kuin funktion
integraali kerrottuna ko. vakiolla, joten

/a " tan(z) = - / ' tan(a).

Niin ollen saadaan aiemmasta kaavasta kertomalla -1:113 ja kiyttamalld sdantéd numero

2
b

/abta“(ﬂ”) = / b_cos1($) - —sin(z) = / —In |cos(z)|.

a
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Samantapaisilla menetelmilld voidaan mm. todistaa, etté

b b
/Cw:/i.cx
a alnc

seka,
b

b
/ lnx:/:z:-lnx—x,
a

a

joista jalkimméinen péatee tietenkin vain positiivisilla arvoalueilla. Néiden integraalien
l6ytaminen ei ole niinkdan helppoa, mutta kaavojen todistaminen derivoimalla on jok-
seenkin mekaaninen toimenpide.

8.4. Sovelluksia. Integraalilla voidaan laskea jonkin suureen kertyméé.

Esimerkki 8.11. Metsén kasvit kiyttdvat auringonpaisteesta saamaansa energiaa. Ener-
gian mittausta varten metsdan on asetettu mittalaitteita, jotka mittaavat auringonpais-
teen tehoa eli energiavuota. Mitd kirkkaampi paiste, sitd suurempi mittalaitteen lukema.
Erdén téllaisen mittalaitteen lukema noudatti aikavililla [12, 13] melko tarkasti funktio-
ta P(t) = —3,6t% + 94t — 500 (kJ/h). Talld aikavélilli laitteen vastaanottama energia on
energiavuon kertymé, joten se saadaan integroimalla

13 13
E= / —3,6t* + 94t — 500 dt = / (—1,2¢% + 47¢* — 500t)
12 12
= (~1,2-13% +47.13% - 500 - 13) — (—1,2- 123 +47-12% — 500 - 12) ~ 110 (kJ).

Integraalia voidaan myos kéiyttdd geometrisend tyokaluna, koska se kertoo kuvaajan ja
x-akselin vélisen pinta-alan.

Esimerkki 8.12. Tarkastellaan funktiota f(z) = x3. Mikil on timé#n funktion kuvaajan
ja x-akselin viliin ja&van alueen pinta-ala vélilla [—1,1]7

Ensinndkin on muistettava, ettd jos funktio on negatiivinen jollain vélilld, my0s sen
integraali on negatiivinen kyseiselld vélilld. Funktio f on negatiivinen vililla [—1,0].
Pinta-alan laskemiseksi on siis jaettava vili kahteen osaan: [0,1] ja [—1,0]. Nédiden alat
voidaan nyt laskea integroimalla:

1 11
A1:/ (133d;[;: —554:
0

1 1
4 4
0

_0:4,

ja
0 0
1 1 1
2 /_ 1:(: dz 4:1: 1 1
-1
Niam3 alat yhdistdmélla saadaan lopulta kysytyksi pinta-alaksi

1 1 1
A=A +Ay==-+-="=.
1t A=t =3
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0,5

A,

0,5 1

q"|||¢‘>||||

'
—

Esimerkki 8.13. Samaten joudutaan toimimaan funktion f(z) = sin(z) kanssa, jos
sen ja x-akselin viliin ja& aluetta vuoroin positiivisella, vuoroin negatiivisella puolella.
Lasketaan ko. funktion ja x-akselin viliin jddva ala valilld [—m, 7]

Sinifunktio on tarkastelualueella negatiivinen, kun z < 0, ja positiivinen, kun z > 0.
Pinta-alan laskemiseksi on taas jaettava vili kahteen osaan, télla kertaa [0, «] ja [—,0].
Niiden alat lasketaan integroimalla:

T s
A :/ sin(e) dz = / ~cos(z) =1 - (1) = 2,
0 0
ja myos
0 0

Ay = —/ sin(z) dz = —/—cos(z) =1-(-1)=2.

Koko pinta-ala on talloin

Esimerkki 8.14. Tutkitaan pyoriahdyskappaletta, joka syntyy, kun jonkin funktion f(x)
kuvaaja pyorahtdd syvyyssuunnassa x-akselin ympéri ja ndin saadun pinnan sisdin jaava
tila vield "katkaistaan pdistd” kahdella x-akseliin ndhden kohtisuorassa olevalla tasolla
kohdissa A ja B. Ollaan siis tavallaan "sorvattu” A:n ja B:n vililld olevasta palikasta
pyorahdyskappale funktion f(z) muotoisella terélla.

Ympyrin alan kaavasta 7r? saadaan seuraava tulos: mainitun pyorihdyskappaleen poikkipinta-
ala kohdassa z on 7 f(z)2. Kappaleen tilavuus saadaan poikkipinta-alan kertymé#n vilil-

1d [A, B] eli integroimalla mf(z)? A:sta B:hen. Otetaan esim. selville funktion f(z) = 1
kuvaajan vilille [1,2] muodostaman pyorahdyskappaleen tilavuus.

2 1 2 21
Vz/w(—) dx:ﬂ/ —2da:
1 r 1 Z
9 2
=7r/ x*2dx=7r/—:c*1
1

1

-0
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8.5. Epdjatkuvan funktion integraalista. Integraali voidaan helposti yleistda koske-
maan my0s epdjatkuvia funktioita. Madritelméassa kiytettyd arviointia tdytyy kuitenkin
hieman muuttaa, silld epédjatkuva funktio ei valttdmatta saavuta pienintd tai suurinta ar-
voa suljetulla valilld. Lisaksi voi kéiyda niin, etteivat ylasumma ja alasumma ldhestykadn
samaa lukua osavilid lyhennettdessd. Télloin funktio ei ole integroituva.

Useimmilla epéjatkuvilla funktioilla ei ole integraalifunktiota, joten integraalit on las-
kettava muulla tapaa. Toisaalta voi myos kiydé niin, ettd integraalifunktio on olemassa,
mutta funktio ei esimerkiksi ole rajoitettu, jolloin se ei ole integroituva. Epéjatkuvien
funktioiden kanssa téytyy siis olla joka suhteessa tarkkana, mutta usein integrointi kui-
tenkin onnistuu.

Esimerkki 8.15. Ennen kuin auringonpaistetta mittaavat laitteet vietiin metsdan, niita
testattiin laboratoriossa. Laite asetettiin kirkkaan lampun alle kymmeneksi sekunniksi,
ja viiden sekunnin kohdalla valo katkaistiin. Mittalaite kuitenkin rekisteroi vield huoneen
ikkunoista tulevan valon.

Olkoon mittalaitteen P : [0,10] — R mittalaitteen lukema ajan funktiona. T&ll6in

100, kun 0 <t <5
P(t) =
20, kun 5 <t <10

(J/s)-

Funktio P on epédjatkuva eikd se ole minkddn funktion derivaatta. Silld ei siis ole inte-
graalifunktiota. Se on kuitenkin integroituva, joten voimme integroida sen osissa. Kum-
mallakin osalla funktiolla on integraalifunktio, joten

10

5 10 5 10
P(t) dt = / Pydt+ [ P@)dt = / 100dt + / 20 dt
0 0 5

0 5

5 10
= / 100t + / 20t = (500 — 0) + (200 — 100) = 600 (kJ).
0 5

{00 e e s s e e s S B e S S B N S S N N N

0 2 4 6 8 10

8.6. Osittaisintegrointi. Tulon derivointisainnén mukaan (fg)'(z) = f'(z)g(z)+f(z)g (x),
joten funktio fg on funktion f’g + fg’ integraalifunktio. Siispé

b b b
[ r@e@ds+ [ @@= [ P + 1@y @ do = [ f@la),
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josta edelleen saadaan

b
/ab f'(z)g(z) dz = /f(x)g(a:) - /abf(a:)g'(x) dz.

Tatd integroimismenetelméd kutsutaan osittaisintegroinniksi. Osittaisintegrointi sovel-
tuu erityisen hyvin sellaisten funktioiden integrointiin, joissa kertoimena on eksponent-
tifunktio.

Esimerkki 8.16. Olkoon h(z) = e*z. Merkitaan f(z) = e” ja g(z) = z. Tallin f'(z) =
e” ja ¢'(z) = 1, joten osittaisintegroimalla saadaan

1 L 1
/ e’ xdwz/em x—/ e’ - 1 dz
0 S~~~ N N 0 S~ =~
9 0 5 9 f g
1
:(61—0)—/e$:e—(el—eo) =1.
0
Osittaisintegrointi auttaa, koska eksponenttifunktion derivaatta on sama kuin funktio
itse, jolloin kaavan oikealle puolelle tulee helpompi funktio integroitavaksi.

Esimerkki 8.17. Osittaisintegroimalla voidaan periaatteessa integroida mikd tahansa
polynomin ja eksponenttifunktion tulo. Olkoon h(z) = e®(z% — 1). Osittaisintegroimalla
kahdesti saadaan

1 L 1
/ e (z? —1)dz = /e‘”(ac2 -1) —/ e®2z dx
0 0

0

—1- (231—0)—/2e$ —1-(2e—(2¢-2)) = —1.
0
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9. DIFFERENTIAALIYHTALOT

Useissa tilanteissa jonkin suureen muutosnopeus jollain hetkelld riippuu suureen arvosta.
Voi my0s tapahtua, ettd esim. muutosnopeuden kiihtyvyys riippuu suureen arvosta ja
muutosnopeudesta. Tamén tyyppisissa tilanteissa, jos riippuvuus tunnetaan, voidaan ti-
lannetta kuvata differentiaaliyhtdlolld. Differentiaaliyhtdlossa esiintyy tuntematon suure
seka, sen derivaattoja.

Ajatellaan esimerkiksi uunissa lammitettdvad paistia. Olkoon paistin ldmpétila ajan
funktiona 7'(¢). Mitd lampimamméksi paisti tulee uunissa, sitd enemmaén se séiteilee lam-
pO4a pois, jolloin lampeneminen hidastuu. Oletetaan hieman yksinkertaistaen, ettd paistin
lémpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin 1dmpoétilojen erotukseen,
verrannollisuuskertoimena k. (Mitd lahempéné uunin ldmpdtilaa paistin lampétila on,
sitd hitaammin se ldmpenee.) Jos uunin lampotila on 200 astetta, téllaista riippuvuutta
kuvaa differentiaaliyhtalo
T'(t) = k(200 — T(t)).

Tallaisesta yhtdlostd halutaan ratkaista lampdtila, joka on ajan funktio. Differentiaa-
liyhtalossé on yleensdkin ratkaistavana tuntematon funktio, ei luku. Siksi differentiaa-
liyht&lot poikkeavat ratkaisumenetelmiltddn suuresti algebrallisista yhtaloistd (tavalliset
yhtalot).

Differentiaaliyhtéléiden yhteydessd kiytetddn usein tiettyjd vakiintuneita merkintoja.
Tuntematonta funktiota merkitdin yleensi vy ja sen derivaattoja g’, ¥” jne. Funktion
muuttujana voi olla z, mutta hyvin usein myos ¢, varsinkin jos funktio kuvaa jotain ajasta
riippuvaa suuretta. T&lloin voi olla jopa niin, ettd funktiota merkitddn z:114, esimerkiksi
z(t) = 2. Yhtildissd jitetdiin usein merkitsemitti funktion muuttuja, ei siis merkits
y(z) vaan yksinkertaisesti y.

Maisritelma 9.1. Yhtaloa, jossa esiintyy tuntemattoman funktion y derivaatta tai kor-
keampia derivaattoja, kutsutaan differentiaaliyhtdloksi (DY). Differentiaaliyht&lon rat-
kaisu on mikd tahansa funktio, joka y:n paikalle sijoitettuna toteuttaa yhtalon. Yhtalon
kertaluku eli aste on korkeimman siind esiintyvén derivaatan kertaluku.

Esimerkki 9.2. Differentiaaliyhtiloité:
y' =0 (1. aste),
y" +2zy =z (2. aste),

T
y'y = 7 (3. aste).

Differentiaaliyhtélon ratkaisu ei ole yleensid yksikésitteinen, vaan moni funktio voi to-
teuttaa saman yhtélon. T&ll6in tarvitaan jotain lisdtietoa, jotta funktio voitaisiin rat-
kaista yksikédsitteisesti. Tyypillinen lisdtieto on alkuarvoehto. Aikaisemmassa esimerkissi
alkuarvoehto olisi esimerkiksi paistin lampdtila ennen uuniin laittamista, eli 7°(0) = 21
°C. Tami lisdtieto riittdéd ratkaisemaan paistin lampdétilaa kuvaavan funktion yksikasit-
teisesti (jos uunin ldmmitystehoa kuvaava verrannollisuuskerroin k oletetaan vakioksi).

Differentiaaliyhtéloité ratkaistaessa joudutaan etsiméin funktioiden integraalifunktioita.
Tamén vuoksi ratkaisemista kutsutaan joskus yhtélon integroimiseksi. Integraalifunktio-
ta etsittdessd on muistettava, ettd integraalifunktio ei ole koskaan yksikésitteinen. Eri in-
tegraalifunktiot voivat poiketa toisistaan integroimisvakiolla, joka on otettava huomioon.

Esimerkki 9.3. Yksinkertainen esimerkki differentiaaliyhtélésts on
y' = 2z.

Tamé yhtélo voidaan heti ratkaista etsimallé funktion 2z integraalifunktio. Erés ratkaisu
on y(r) = x?. Lisiksi integraalilaskennan peruslauseen mukaan kaikki ratkaisut saadaan
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téstd lisdamaélld jokin vakio. Yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa seuraavasti:
y(z) :/Zxdx+C'::1:2+C.

Luku C on integroimisvakio, ja jokaisella eri C':n arvolla saadaan uusi ratkaisu.

Esimerkki 9.4. Tarkastellaan yhtdlod

y'— 2y +y=nu.
Tamé& on toisen asteen differentiaaliyhtélo. Yhtélon erds ratkaisu on y(z) = ¥ + = + 2,
silld sen derivaatat ovat
y(@) =e"+1 ja y'(z) =¢",
joten yhtdloon sijoittamalla saadaan
y' =2y +y=e"—2(e" +1)+ (" +z+2) ==
Esimerkki 9.5. Tarkastellaan toisen kertaluvun yhtaloa
y'y = .
Yhtilén erds ratkaisu on y(z) = 322, silld timéin derivaatat ovat

y(@) =z ja y'(z)=1,
joten
y'"y =12 =1
Tésséd tapauksessa yhtélon ratkaisuja ovat myos funktiot y(z) = %:BZ + C, joissa C on
mielivaltainen vakio, silld se ei ndy derivaatoissa. Huomaa, ettd téssd esimerkissé ei ole

mukana itse funktiota, jolloin ko. vakio ei esiinny yhtélossa. Edellisen esimerkin tilanne
oli sikdli monimutkaisempi.

Usein suuretta kuvaavasta funktiosta tiedetddn sen toteuttaman differentiaaliyht&lon
lisdksi joitakin yksittdisid arvoja. Namé& auttavat funktion maarittdmisessa.

Maisritelma 9.6. Ongelmaa, jossa yritetddn ratkaista tuntematon funktio, kutsutaan
alkuarvo-ongelmaksi eli alkuarvotehtivaiksi (AAT), jos tiedetdan

1) jokin y:n toteuttama differentiaaliyhtéls, sekd
2) ymn sekd sen derivaattojen arvot jossain (samassa) pisteessd (n — 1):nteen deri-
vaattaan asti, missd n on yhtélon kertaluku.

Esimerkki 9.7. Eksponenttifunktion tavallisin ja yksinkertaisin méaritelmé on esimerk-
ki alkuarvo-ongelmasta:
y' =y, y(0)=1

Etsitdédn siis funktio, joka on itse oma derivaattansa ja jonka arvo ldhtdarvolla 0 on 1.
(T4m3 vastaa potenssiopin mukaisesti sitd, ettd e® = 1.) Tdmé#n médritelmin mukaan
alkuarvotehtavin ainoa ratkaisu on y(x) = €®. Tehtévin differentiaaliyhtélon toteuttaa
kuitenkin mikd hyvénsd funktio y(z) = n - €”, missd n on vakio, koska funktion vakio-
kerroin ei derivoitaessa tai interoitaessa muutu. Naistd funktioista ainoa, joka toteuttaa
alkuarvoehdon, on se jossa n = 1, silla

y(0)=1 <= n-e"=1 <= n-1=1 < n=1.

Esimerkki 9.8. Kappale liikkuu z-akselilla. Merkitddn kappaleen sijaintia ajan funk-
tiona z(t). (Talloin kappaleen nopeus on z'(t) ja kiihtyvyys z”(¢).) Oletetaan, ettd kap-
paleen kiihtyvyys on koko ajan 1, eli

z"(t) = 1.
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Téamé toisen kertaluvun DY on helppo ratkaista. (Ratkaistaan siis z(t) eli kappaleen
sijainti ajanhetkelld ¢.) Koska 2’ on z”:n integraalifunktio, nahdaan ettd

x’(t)=/x”(t)dt=/1dt:t+v,

misséd V on integroimisvakio. Toisaalta z on z':n integraalifunktio, joten
1
z(t) = /w'(t)dt :/t-l—th = 51&2+Vt+5,

missd S on toinen integroimisvakio. Mikdan muu funktio ei toteuta kyseistd yhtaloa.
Oletetaan sitten lisdksi, ettd kappale 1dhti pisteestd 2 nopeudella 3 oikealle péin, eli
z(0) =2 ja 2'(0)=3.
Nyt ratkaistavana on alkuarvotehtédvi. Ensimmaisen alkuarvoehdon mukaan
z(0) :%-02+V-0-|—S:2,
josta saadaan S = 2. Toisen alkuarvoehdon mukaan
Z'(0)=0+V =3,

joten V' = 3. Integroimisvakioista V siis vastaa kappaleen alkunopeutta (siis nopeut-
ta hetkelld ¢ = 0) ja S alkusijaintia. Saatu funktio on itse asiassa mekaniikasta tutun
tasaisesti kiihtyvéin liikkeen kaavan erikoistapaus kiihtyvyydelld 1. Alkuarvotehtédvan yk-
sikdsitteinen ratkaisu on nyt

1
z(t) = 5t? + 3t + 2.

Esimerkki 9.9. Aina alkuarvoehtokaan ei riitd yhtdlon yksikisitteiseen ratkaisemiseen.
Tarkastellaan alkuarvotehtévaa

y'=vy, y0)=0.

Heti ndhdéén, ettd y1(x) = 0 toteuttaa yhtélon ja alkuarvoehdon, joten se on erds ratkai-
su. Toisaalta myds y2(z) = £2/4 on ratkaisu. Téméin derivaatta on nimittiin y(z) = /2,
joten

2
! — f: :L-—:
Yo = 9 4 VY2,

ja liséksi y2(0) = 0.

9.1. Separoituvat differentiaaliyhtélot. Ns. separoituvia differentiaaliyht&loité esiin-
tyy kdytdnnon tilanteissa melko usein, ja niiden ratkaisumenetelmé on yksinkertainen.

Maiidritelmé 9.10. Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdlod kutsutaan separoitu-
vakst, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

9(y)y' = h(z),

missi g on funktiota y siséltavi lauseke, jossa ei esiinny muuttujaa z (paitsi funktion y
muuttujana) ja h z:44 sisiltavd lauseke, jossa ei esiinny tuntematonta funktiota y.

Esimerkki 9.11.

a) Yht&lo

2yy' = z”

on separoituva. Téssi g(y) = 2y ja h(z) = z2.
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b) Myos yhtélo

y = (z+2)y°
on separoituva, jos y # 0, silli se voidaan t#lléin jakaa puolittain y2:lla, jolloin
saadaan
yl
< =x+2.
32
Téssé, Z_; = y% -1y, joten g(y) = y% ja h(z) =z + 2.
c) Yhtilo
y+2=z

ei ole separoituva, silld se ei ole vaadittua muotoa, eikd sitd voi muuttaa vaadit-
tuun muotoon.

Separoituvan differentiaaliyhtélon g(y)y’ = h(z) ratkaiseminen perustuu yhdistetyn funk-
tion derivointisddntoon. Tulkitaan g funktioksi, siis siten, ettd funktiota y pidetddn sen
muuttujana. (Talléin g(y) on yhdistetty funktio.) Olkoon G jokin funktion g integraali-
funktio, ja H jokin funktion h integraalifunktio. Koska G’ = g, voidaan yht&l kirjoittaa
muotoon
G'(y(z))y'(z) = h(z).

Téssd z:n funktiot on kirjoitettu "auki”, z:t ndkyviin, jotta yhdistetyn funktion derivoin-
tisddnnon kdytto olisi helpompi hahmottaa. Yhtdlon vasemmalla puolella on nyt yhdis-
tetty funktio G'(y(z)) kerrottuna sisédfunktion derivaatalla y'(x). Yhdistetyn funktion
derivointisddnnén mukaan

D G(y(z) = G'(y(=)y (=),

eli edellisen yhtélon vasen puoli on yhdistetyn funktion G(y(z)) derivaatta, ja erds sen
integraalifunktio on G(y(z)). Tdma saadaan G'(y):std integroimalla y:n suhteen, kuten
yhdistetyn funktion derivaatan osa G'(y):kin saadaan G :sti deriwoimalla y:n suhteen eli
niin kuin y olisi muuttuja! Toisaalta oikean puolen erds integraalifunktio on H(z). Koska
analyysin peruslauseen mukaan saman funktion integraalifunktiot voivat poiketa toises-
taan vain vakiolla, saadaan integroimalla yhtdlon molemmat puolet (eli integroimalla
puolittain)
G(y) = H(z) + C.

Téastd tuloksesta ratkaistaan vield yleensd y, jos se on mahdollista.

Esimerkki 9.12. Ratkaistaan yhtld

2y’ = z2.
Tissd g(y) = 2y, ja g:n erdis integraalifunktio on G(y) = y2. Oikean puolen erdis inte-
graalifunktio on puolestaan H(z) = $z3. Ratkaisuksi saadaan
1
2

Y :§x3+0.

Téstd voidaan vield ratkaista ¢. Neliojuuren takia téytyy ottaa huomioon positiiviset ja

negatiiviset ratkaisut.
1
y(z) = +4/ §x3 +C.

Usein yhtdlon muuttaminen separoituvaan muotoon vaatii lisdoletuksia, jotka esim. ka-
ventavat y:n maalijoukkoa. Kun tutkitaan yht4loa ensin ilman néité lisdoletuksia, saattaa
16ytya lisdratkaisuja. Téllaisia ratkaisuja, jotka 16ytyvat ennen kuin yhtélé on separoitu-
vassa muodossa, kutsutaan erillisratkaisuiksi.
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Esimerkki 9.13. Ratkaistaan yht&lo
Y =12
Jotta yhtilo saataisiin separoituvaan muotoon, tiytyy se jakaa puolittain y?:lla. T&l-

16in ei saa olla y = 0. Toisaalta myds funktio y(z) = 0 toteuttaa yht#lon, joten se on
erillisratkaisu.

Oletetaan sitten, ettd y # 0. T4lléin saadaan
y_2y' =1.
Etsitddn molemmille puolille integraalifunktiot:

/y_Qy'dw:/ldx

= —yl=z40C.
Ratkaistaan vield y:
@ =-—
T)=— .
Y z+C
Tamaé ratkaisu ei saa koskaan arvoa 0, niin kuin oletettiinkin. Yhtalon ratkaisuja ovat
siis erillisratkaisun lisdksi kaikki separoimalla saadut ratkaisut:

1
z+C’

ylz) =0 tai y(z) =

Separoimismenetelmalld voidaan ratkaista eksponentiaalisen kasvun malliin liittyvit yh-
talot. Eksponentiaalisen kasvun malleissa suureen kasvunopeus on suoraan verrannol-
linen suureen arvoon, ja ratkaisu on aina jonkinlainen eksponenttifunktio. Verrannolli-
suuskerroin on usein tuntematon, joten sen ratkaisemiseen tarvitaan jokin lisdtieto.

Esimerkki 9.14. Radioaktiivisen hajoamisen nopeus on suoraan verrannollinen hajoa-
van aineen maardan. Oletetaan, ettd hajoavaa ainetta on alussa 100 kg, ja vuoden padsta
endd 50 kg. Muodostetaan systeemid kuvaava alkuarvotehtévé:

m(t) = km(t), m(0) = 100,

missé m on jaljelld olevan aineen massa kuluneen ajan (¢, vuosia) funktiona ja k aineen
aktiivisuutta kuvaava verrannollisuuskerroin. Yhtédlé on separoituva, jos m # 0. Erillis-
ratkaisu m(t) = 0 ei toteuta alkuarvoehtoa, joten se hyldtdén. Voidaan siis olettaa, etté
m # 0, jolloin saadaan

=k.
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Vasemmalla puolella ulkofunktiona on % Koska m on aina positiivinen (aineen méaara),
integraalifunktioksi tulee Inm. Oikean puolen integraalifunktio on kt. Siis

Inm(t) = kt + C.

Téstd saadaan ratkaistua m eksponenttifunktion avulla (logaritmin laskusééntdjen mu-
kaan e"? = 1):

(t) _ elnm(t) _ ekt—l—C _ eC’ekt'

m
Merkitidn vield vakiota e¢ = mg. Alkuarvoehdon mukaan
m(0) = mge® = 100,
joten mg = 100. Se kuvaakin aineen massaa alussa. Alkuarvotehtédvin ratkaisu on
m(t) = 100e*".
Verrannollisuuskerroin k on vield tuntematon. Tdma saadaan ratkaistuksi annetun lisa-
tiedon avulla. 1 Vuoden kuluttua ainetta oli endd 50 kg eli

m(1) = 100e*! = 100e* = 50,
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josta saadaan sddnnoén Ine® = x avulla ottamalla kummaltakin puolelta logaritmi
50 1 1
k
=— == k=In—- =~ — .
100 — 2 = ng 0,693
Aineen ma#rdd kuvaava funktio on siis likiméérin

m(t) = 100e 0.

[0 e e e e e e

0 1 2 3 4 5 6
t

Esimerkki 9.15. Ratkaistaan paistin paistamiseen liittyvd alkuarvotehtéiva. Paistin
ldmpenemisnopeus on suoraan verrannollinen uunin ja paistin lampdétilojen erotukseen.
Lisdksi alussa paisti oli huoneenlampoinen. Néin saadaan alkuarvotehtéva:

T' = k(200 —T), T(0)=21.

Muutetaan yhtdlo separoituvaan muotoon. Koska alkuhetkelld 7" = 21, erillisratkaisu
T = 200 ei tule kyseeseen. Saadaan
T 1

= T = k.
2007 200—-T

Integroidaan puolittain. Vasemman puolen ulkofunktio on g(T) = 555—7. (Témékin on
yhdistetty funktio.) Separoituvan yhtdlon ratkaisumenetelmén mukaan meiddn on nyt
selvitettavd G(T'), jonka derivaatta g(7') on, jos muuttujaksi otetaan 7. Integroidaan
siis T:n suhteen ¢g(7') muokkaamalla se puolestaan muotoon, jossa se voidaan tulkita
vhdistetyn funktion derivaataksi:

1 1
_C aT = | 1. g =] _
/QOO—Td / 200_Td n|200 — 7|+ C,
Koska paisti on uunia kylmempi, 200 — 7" on aina positiivinen, jolloin

—1n[200 — T| + C = —In(200 — T) + C

Oikean puolen integraalifunktio on puolestaan kt. Saadaan siis
In(200 — T) = —kt + C.

Téstd voidaan ratkaista T eksponenttifunktion avulla:
200 —-T = eln(QOO—T) — e—kt—i—C — ece—k)t-

Korvataan vakio e vakiolla T, jolloin

T = 200 — Toe "
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Alkuarvoehdon mukaan
T(0) = 200 — Tpe® = 21,

josta

To = 200 — 21 = 179.
Alkuarvotehtévin ratkaisu on siis

T(t) = 200 — 1792,
Verrannollisuuskerroin voitaisiin ratkaista jostain lisdtiedosta, esim. tiedosta, minks l&dm-
poinen paisti oli tunnin padstd. Huomaa, ettd tdssd Ty oli abstrakti vakio, siis ei paistin
alkuldmpétilaa kuvaava luku!

Kerrataan vield separoituvan yhtalon ratkaisumenetelmén vaiheet.
1) Muutetaan yhtilo separoituvaan muotoon g(y)y' = h(z). Téssi vaiheessa saattaa
16ytyé erillisratkaisuja.
2) Etsitddn vasemman puolen ulkofunktiolle g integraalifunktio G (integroimalla y:n
suhteen).
3) Etsitddn funktion h integraalifunktio H.
4) Tuloksesta G(y) = H(x) + C ratkaistaan y (jos mahdollista).

10. LINEAARISET YHTALORYHMAT JA MATRIISIT

Kurssin loppuosassa tutustutaan lineaarisiin yhtdloryhmiin seké niiden ratkaisemiseen
matriisien avulla.

10.1. Lineaariset yhtiloryhmit ja niiden ratkaiseminen.
Miidritelms 10.1. Yht3lod
a1x1 + ax2 + - - + apT, = b,

missé a1, ...,a, sekid b ovat vakioita ja zi,...,T, ovat tuntemattomia, kutsutaan n:n
muuttujan lineaariseksi yhtaloksi. Jos liitetddn yhteen m kappaletta lineaarisia yhtaloita,
joissa on samat tuntemattomat, saadaan lineaarinen yhtdloryhmda:

a11x1 + a2 + - +apxT, = b

a21x1 + axnTe + - - +awmx, = by

Am1ZT1 + @maT2 + - + AGppTn = by
Lukuja ai1,--.,0m, nimitetddn yhtdloryhmén kertoimiksi. Jos tuntemattomia on vé-
hén, niitd merkitdén yleensd z,vy, z,.... Lineaarisen yhtdloryhmén ratkaiseminen mer-
kitsee sitd, ettd loydetddn n kappaletta lukuja, jotka tuntemattomien z1, ..., z, paikalle

sijoitettuina toteuttavat kaikki m yht&loa.

Esimerkki 10.2. Lineaarisia yhtaloryhmia:

z+y=1 2r—y+z = —2 L1 +4z3 = 1
r—y=2" —Bx+2y—2 = 0 _3-1'1 +2.'E2 —Tr3 = 0.
o Y - To H+z3 = 12
Ensimmaisen yhtéléryhmén ratkaisu on z = 3/2, y = —1/2. Toisella yhtdléryhmélld on

ddrettoman monta ratkaisua, kuten my6hemmin ndhdéén.

Lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisemiseen on monta menetelméi, joista kiytetyin on niin
sanottu Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmd. Sen paédvaiheet, jotka toistetaan jokai-
sen yhtdlon kohdalla ensimmaisestéd alkaen, ovat:
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e Jaetaan yht&lo puolittain, jotta yhtdloén ensimmaisen tuntemattoman kertoimeksi
saadaan 1.

e Eliminoidaan tdmé&n tuntemattoman avulla vastaavat tuntemattomat kaikista
muista yhtéloista.

Kiydéaan tatd menetelméd lépi esimerkkien avulla.

Esimerkki 10.3. Olkoon ratkaistavana seuraava yhtilopari:

2c+4y = 2

z+3y = -1~
Jaetaan ensimmaéinen yhtéloé puolittain luvulla 2, jolloin ensimmaiseksi kertoimeksi tulee
1:

42y = 1

z+3y = —-1°
Toisen yhtélon ensimmaéinen kerroin on 1. Lisdtddn ensimméinen yhtilo toiseen puolit-
tain —1:114 kerrottuna. T&ll6in toisesta yhtalostd havids x:

(D@ +2y) + (2 +3y) = (=1) - 1+ (-1) &= y= -2

Nyt yhtéloryhma on siis
Tz +2y = 1
y = -2~
(Ensimméinen yhtilo pidetdin muuttamattomana.)

Jatketaan ratkaisua eliminoimalla vield ensimmaisestd yhtdlostd y. Toisen yhtdlon en-
simmaéinen kerroin on jo 1. Ensimmaéisessé yhtélossé y:n kerroin on 2. Kerrotaan jélkim-
méinen yhtdlo siis puolittain —2:lla ja lisédtdén ensimmaiseen, jolloin:

T 2y = 1 |« {w = 5
= :
{ y = =2 [-(-2) y = —2

Nyt yhtdloryhmaé on tdysin ratkaistussa muodossa, josta voidaan suoraan lukea tuntemat-
tomien arvot. Tarkistetaan vield tdméa vastaus sijoittamalla saadut arvot alkuperdisiin
yhtaloihin:

I
|
—_

2.54+4-(—2)=10—-8 = 2
5+3-(—-2)=5-6

Tulos on oikea.

Esimerkki 10.4. Ratkaistaan seuraava kolmen yht&lén yhtéloryhma:

201 +4x9 +6x3 = 12
371 +x2 —r3 = —2.
2017 —3x9 +2x3 = 14

Jaetaan ensimmaéinen yhtalo 2:lla, jolloin saadaan ensimmaiseksi kertoimeksi 1:

2z1 +4z9 +6z3 = 12 |:2 1 +2z9 +3z3 = 6
311 +zo —x3 = —2 < 3x1 +T2 —x3 = —2.
201 —3x9 +2x3 = 14 201 —3x9 +2x3 = 14

Lisdtddn sitten ensimméinen yhtdlo toiseen —3:lla kerrottuna ja kolmanteen —2:1la ker-
rottuna:

1 +2z0 +3x3 = 6 | . (—3) ‘ . (—2) 1 +2x0 +3z3 = 6
3x1 +To —x3 = —2 | — ‘ < —oxo —10z3 = —-20.
221 —3x9 +2x3 = 14 | — —Txo —4xg = 2
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Nyt on eliminoitu ensimméinen tuntematon toisesta ja kolmannesta yhtdlostd. Toisen
yhtalon ensimmaéinen kerroin on nyt —5. Jaetaan yhtéld talld puolittain:

r1 +2x9 433 = 6 ry 42z +3x3 = 6
-5z —10z3 = —20 | : (—5) — To +2zx3 = 4.
—Txy —4dx3 = 2 —Txy —4x3 = 2

Sitten lisdtddn toinen yhtdld ensimmaiseen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen 7:114 kerrot-
tuna:

1 +2x9 +3z3 = 6 |+ T1 —r3 = —2
zo +2z3 = 4 |-(=2) |7 = zo +2zx3 = 4.
oy —dzy = 2 | 1023 = 30

Jaetaan vield viimeinen yht&loé puolittain luvulla 10:

Il —Ir3 = -2 I —Ir3 = -2
o +2x3 = 4 <~ o +2r3 = 4 .
10z3 = 30 |:10 zz3 = 3
ja lisétaan se ensimmadiseen 1:114 kerrottuna sekd toiseen —2:lla kerrottuna:
X1 —Ir3 = -2 ‘ — 1 = 1
z9 +2z3 = 4 | | + — To = 2.
r3 = 3 ‘ -1 | : (—2) r3 = 3

Niin on yhtéloryhma taydellisesti ratkaistu.

Toisinaan jotain tuntematonta eliminoitaessa eliminoituu kaksi tuntematonta samalla
kertaa. Talloin voidaan vaihtaa yhtaloiden jarjestysté, jotta eliminointia voidaan jatkaa.

Esimerkki 10.5. Ratkaistaan yhtaloryhma

1 +3zr2 —x3 7
2¢1 +6x9 —x3 = 0.
Al —T2 —I3 = 3

Ensimmaisen yhtdlon ensimmaéinen kerroin on jo 1, joten voidaan ruveta suoraan elimi-
noimaan:

Ty +3z9 —xz3 = T | . (—2) | . (—1) r1 +3x2 —x3 = 7
2z7 46z —z3 = 0 |+« | = zz = —14.
1 —x9 —x3 = 3 | — —4x9 = —4

Koska toisesta yht#lostd hévisi myos toinen tuntematon, vaihdetaan toinen ja kolmas
yhtalo keskendén, jolloin saadaan

T1 +3r9 —x3 = 7
—4.’E2 = —4
r3 = —14

Nyt voidaan jatkaa normaalisti. Jaetaan toinen yhtdlo puolittain —4:114:

r1 +3x0 —x3 = 7 r1 +3x0 —x3 = 7
—4zy = 4 |:(H4) <= T2 = 1.
r3 = —14 r3 = —14

Eliminoidaan toinen tuntematon ensimmaéisesté yhtalosta. (Kolmannesta yhtélosté se on
jo eliminoitu.)

1 +3z0 —x3 = 7 |<— T —xr3 = 4
Z9 = 1 | . —3) <~ T9 = 1.
r3 = —14 r3 = —14
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Eliminoidaan lopuksi kolmas tuntematon ensimmaisestd yhtalosta:

1 —Tr3 = 4 | — 1 = -10
T = 1 <= T = 1.
r3 = —14 | -1 r3 = —-14

Nyt yhtaloryhmé on ratkaistu.

Lineaarisella yhtaloryhmalld ei valttdméatta ole ratkaisua. Talloin jotkut yhtdlét ovat
ristiriitaisia, esimerkiksi

r—y = 1

r—y = 2°

Toisaalta yhtdloryhmaélld voi olla &d4reton méaré ratkaisuja. T&lloin jotkin yhtalot sisél-
tdvat samaa tietoa, esimerkiksi

z—y = 0

r—y = 0°

Téssd mitka tahansa x ja y, joille pitee £ = y, toteuttavat molemmat yhtalot.

Lause 10.6. Lineaarisella yhtiloryhmdlld on aina joko yksi, ei yhtddn tai ddreton mdadard
ratkaisuja. Jos yhtdloryhmadlld ei ole ratkaisua, tai niitd on ddreton mdard, sanotaan, ettd
yhtaloryhmd on huonosti ratkeava.

Esimerkki 10.7. Ratkaistaan eliminoimalla esimerkin 10.2 yhtaloryhmé

2, —y +z = -2
-3z +2y —2 = 0~
Jaetaan aluksi ensimmaéinen yhtalé puolittain 2:lla, jolloin saadaan
x —%y +%z = -1
-3z +2y —2 = 0°
Lisétaén sitten ensimmdéinen yhtélo toiseen 3:lla kerrottuna:
_1 1, _ . 1 1, — _
T —3Yy +3% 1 ]-3 x %y +%z 1 .
-3z +2y —=z = 0 |« 5y +sz = -3
Jaetaan jalkimmaéinen yht#lo 1/2:1la, jolloin saadaan ensimmaéiseksi kertoimeksi 1:
x —%y +%z = -1
y +z = —6
Lisatddn lopuksi toinen yhtélo ensimmaéiseen 1/2:1la kerrottuna:
1 1
T —3y +5z = -1 |« x +z = —4
{ y +z = -6 |3 vy +z = —6°

Viimeistd tuntematonta ei voida nyt eliminoida, koska se ei ole missdén yhtalossad en-
simmaéisend. Tallaista tuntematonta kutsutaan vapaaksi muuttujeksi. Sen arvo voi olla
mitd vain. Yhtdloryhmalla on dareton médra ratkaisuja, mutta ndmé ratkaisut riippuvat
vapaan muuttujan z arvosta. Jos esimerkiksi z = 0, niin £ = —4 ja y = —6.

Edellisessé esimerkissé on kaksi yhtéloé ja kolme tuntematonta. Jotta vapaita muuttujia
ei tulisi, taytyy yhtdloitd olla vahintdan yhtd paljon kuin tuntemattomia. Lisdksi miké
tahansa yhtéloryhmé voi olla ratkeamaton. Yhteenvetona saadaan seuraava lause.

Lause 10.8. Jos lineaarisessa yhtaloryhmdssd on n tuntematonta ja m yhtdlod, missd
n > m, yhtaloryhmd on huonosti ratkeava.
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Esimerkki 10.9. Tarkastellaan seuraavaa yhtéloryhméaa:

1 +x2 +zz = 3
2:171 +x9 +x3 = 2.
X1 —2$2 —2$3 = -2

Ensimmaisen yhtdlon ensimmaéinen kerroin on valmiiksi 1. Lisdtdén ensimméinen yhtalo
toiseen —2:lla kerrottuna ja kolmanteen —1:114 kerrottunas:

T +Z9 +x3 = 3 ‘ . (—2) | . (—1) T “+x2 +x3 = 3
221 4wy tzy = 2 |« | = —zy —z3 = —4.
r1 —2x9 —2.’E3 = =2 | — —3x9 —3$3 = =5
Jaetaan toinen yhtéloé puolittain —1:114:
x1 +xo H4x3 = 3 1 +x9 +xT3 = 3
—zy —xz3 = —4 |:(-1) <= Ty +x3 = 4.
—3:172 —3:173 = -5 —3:172 —3:173 = -5

Lisétaén sitten toinen yhtdlo ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen 3:1la kerrot-
tuna:

r1 4z T3 = 3 |+ 1 = -1
o +z3 = 4 |-(-1) |-3 = Ty +x3 = 4.
—3zy —3z3 = -5 | 0= 7

Viimeiselta riviltd eliminoituivat kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jai 7. Té&-
mé on ristiriitaista, silld 0 # 7. Yhtéloryhmalla ei siis ole ratkaisua. (Huomaa, etté vaikka
ensimmaiselld rivilld £; = —1, tdm4 ei ole ratkaisu, silld yhtdloryhmaé ratkaistaessa on
kaikki tuntemattomat loydettavé siten, ettd ne toteuttavat kaikki yhtalst.)

Kerrataan vield yhtaloryhman ratkaisumenetelmé. Jokaista yhtalod kohti ylh&alta alkaen
suoritetaan seuraavat vaiheet:

1. Vaihdetaan yhtdlo jonkin alemman, kisitteleméttomén, yhtdlon kanssa, jos tar-
vitaan.

2. Jaetaan yhtdlo puolittain siten, ettd ensimmaéisen tuntemattoman kertoimeksi
tulee 1.

3. Eliminoidaan td&mé&n tuntemattoman avulla vastaava tuntematon kaikista muista
yhtaloista.

Kun ndmaé vaiheet on suoritettu kaikille yhtéloille, tulos voi olla jokin seuraavista:

e Kaikki tuntemattomat jaavat yksin omalle rivilleen, ja yhtaloryhma ratkeaa yk-
sikdsitteisesti.

e Jokin muuttuja ei ole ensimmaisend millddn rivilli. Tam& on vapaa muuttuja, ja
yhtéléryhmaén ratkaisu riippuu sen arvosta. Ratkaisuja on ddreton maara.

e Jostakin yhtalostd haviad kaikki tuntemattomat, mutta oikealle puolelle jaa nol-
lasta poikkeava luku. Télloin yhtdloryhmélla ei ole ratkaisua.

10.2. Matriisit ja vektorit.

Masritelma 10.10. Lukukaaviota, jossa on m rivid ja n saraketta, kutsutaan matrii-
siksi, jonka tyyppi on m X n, eli m X n-matriisiksi. Matriiseja merkitddn yleensd isoilla
kirjaimilla. Olkoon esimerkiksi

ail ai12 - A1p

a1 G2 ... Q2p
M =

aml1 Am2 --- Amn
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Nyt M on m X n-matriisi. Luvut a11, ..., an, ovat tavallisia lukuja, matriisin alkioita.
Alkioita merkit&&n M;;, missd ¢ on rivin numero ja j sarakkeen numero. Esimerkiksi Mo
on toisen rivin ensimmaéinen alkio, eli téssi tapauksessa Ma1 = ao1.

Esimerkki 10.11. Esimerkkejd matriiseista:

1
5 13 « 2
-1 2 -
ﬁ Oy 0 -5 V2|, 1,[_1 f g.
-1 -3 10 3

Niiden matriisien tyypit ovat vasemmalta oikealle lukien 2 x 2, 3 x 3, 3 x 1 ja 2 x 3.

Matriiseja voidaan laskea yhteen ja vdhentdd toisistaan. Lisdksi niitd voidaan kertoa
luvuilla ja toisilla matriiseilla. N&illa operaatioilla on kuitenkin rajoituksia. Matriisit voi
esimerkiksi lagskea yhteen vain, jos ne ovat samaa tyyppié.

Maééritelméd 10.12. Matriisien yhteenlasku- ja vihennyslasku. Olkoot A ja B
m X n-matriiseja. Yhteenlasketun matriisin A + B alkiot saadaan laskemalla A:n ja B:n
alkiot yhteen kohdakkain. Sama pétee vihennyslaskulle A — B. Siis

(A + B)ij = Aij + Byj.

Huom! Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen tai vihentdd toi-
sistaan.

Esimerkki 10.13. Kahden 3 x 2-matriisin yhteenlasku:

1 2 2 -1 1+2 2+ (=1) 31
3 4/ +[0 1|=[340 4+1 [=]|3 5
5 6 3 2 543 642 8 8

Maisritelma 10.14. Skalaarikertolasku. Minkéd tahansa matriisin A voi kertoa re-
aaliluvulla c. Tatd toimitusta kutsutaan skalaarikertolaskuksi ja merkitddn cA (ilman
kertomerkkid). Talloin jokainen matriisin alkio kerrotaan kyseiselld luvulla, eli

(CA)Z'j =cC- Az’j-
Esimerkki 10.15. Erdan 3 x 2-matriisin kertominen luvulla:
2 -1 2:2 2-(-1) 4 -2

210 1|1 =12-0

2.1 = |0
3 2 2-3 2-2 6

2

4

Matriisin kertominen luvulla on helppo toimitus ja se voidaan aina suorittaa. Kahden
matriisin vélinen kertolasku on hieman monimutkaisempi ja rajoitetumpi operaatio.

Maiédritelms 10.16. Matriisikertolasku. Kaksi matriisia voidaan kertoa toisillaan
vain, jos ensimmdisessd on yhtd paljon sarakkeita kuin toisessa on rivejd. Olkoon siis A
m X n-matriisi ja B n X p-matriisi. Talloin matriisi AB on mééritelty. Sen alkio (AB);;
saadaan kertomalla A:mn ¢nnen rivin alkiot B:n j:nnen sarakkeen alkioilla ja laskemalla
nédmd yhteen. Siis

n
(AB)ij = AinBij + AigBaj + -+ + AinBpj = Y Ay By;.
k=1

Tuloksena on m X p-matriisi.

Esimerkki 10.17. Olkoon
1 2

A:E ?‘ﬂ ja B=|-2 -1
0 1
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Koska A:ssa on kolme saraketta ja B:ssd on vastaavasti kolme rivid, matriisit voidaan
kertoa kesken&dan.

Tarkastellaan aluksi tulomatriisin ensimmaisen rivin ensimmaéistd alkiota. Maaritelmén
mukaan on otettava matriisista A ensimmaéinen rivi ja matriisista B ensimmainen sarake,
kerrottava niilld olevat alkiot keskenéddn, ja laskettava yhteen. Siis

(AB)11 = A11B11 + A12Bo1 + Ai3B3;
=2-14+(-1)-(-2)+0-0=4.
Samaan tapaan lasketaan muutkin alkiot:

1 2
-2 -1
0 1

_[2-1+(—1)-(—2)+0-0 2-2+(—1)-(—1)+0-1]_[4 5]
T 1143 (-=2)+2-0  1-2+43-(-1)+2-1 | |-5 1|°

ol 18

1 3 2

Tulos on 2 x 2-matriisi, niin kuin pitdakin.

Matriisia, jossa on yhtd monta rivid kuin saraketta, kutsutaan neliématriisiksi. Nelidmat-
riiseja voidaan kertoa toisillaan kummin tahansa péin, mutta tulos ei silti valttdméatta
ole sama.

Esimerkki 10.18. Olkoon 4 = [?1] ja B = [ % $]. Tilléin

AB = 2-0-|—1-(—4) 2.-3+1-1) (-4 7
- 1-O+2-(—4) 1-342-1| " |-8 5|’
mutta

~[o0-243-1 0-1+3-2] [3 6
BA—[—4-2+1-1 —4-1+1-2]_[—7 —2]'

Aina ei siis pdde AB # BA. Kuitenkin seuraavat s8annot pétevit matriisien kertolaskulle
silloin, kun se voidaan suorittaa:

1. A(BC) = (AB)C,
2. A(B+C) = AB + AC.

Miéiritelma 10.19. Matriisia, jossa on vain yksi sarake, kutsutaan (sarake-)vektoriksi.
Jos sarakkeessa on n alkiota, kyseessé on n-vektori. Vektori voidaan merkintdjen helpot-
tamiseksi kirjoittaa myos (z1,...,%,). Vektorin alkioita kutsutaan sen komponenteiksi.
Vektoreita merkitddn yleensi jollain seuraavista tavoista: z, Z tai x.

Esimerkki 10.20. Muutamia vektoreita:
1 -1
2 —1 -2 s
3|’ 0|’ 0 |’ el’
4 V2
Niméi vektorit voidaan kirjoittaa myds (1,2,3,4), (=1,0), (=1,—v/2,0,v2) ja (7,e).

Sarakevektoreilla on erityinen geometrinen tulkinta. Ne voidaan ajatella koordinaatiston
nuolina, jotka ulottuvat origosta siihen pisteeseen, jonka koordinaatteina ovat vektorin
komponentit. Téllaisista vektoreista voidaan piirtda kuvia, jos ne ovat 2- tai 3-vektoreita
(eli taso- tai avaruusvektoreita).

Esimerkki 10.21. Tasovektorit (3,6), (=5, —5) ja (0, —4):
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Avaruusvektorit (6,5,8), ja (3,—2,4):

(6,9,8)

Vektorien yhteenlaskua ja skalaarikertolaskua voidaan myos havainnollistaa geometrises-
ti. Yhteenlaskussa vektoreita kuvaavia nuolia siirretddn niin, ettd ne tulevat perdkkéiin.
Yhteenlaskettua nuolta kuvaa origosta piirretty nuoli ketjun loppupédhin. Skalaariker-
tolaskussa kerrotaan nuolen pituutta vastaavalla luvulla. Jos kerroin on negatiivinen,
nuolen suunta kdintyy.

Esimerkki 10.22. Olkoon a = (1,2) ja b= (3, —4). Alla olevassa kuvassa on suoritettu
yhteenlasku @ + b = (4, —2), sekd skalaarikertolaskut 2a = (2,4) ja —3a = (=3, —6).
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') 2@

~o

/ 43a

Nuolitulkinnan avulla voidaan my6s méaritelld vektorin pituus. Se on vektoria vastaavan
nuolen pituus, joka saadaan Pythagoraan lauseesta.

Maiéiritelma 10.23. Vektorin Z = (z1,...,2,) pituus on
|z = /2T + - + 2.
Skalaarikertolaskulle patee |aZ| = |a||Z|. (Téssé |a| on a:n itseisarvo.)

Esimerkki 10.24. Edellisen esimerkin (10.22) vektorien pituudet ovat
jal = V12+22=V5, [ =37+ (-4)? = V25 =5,
la+0] = V42 + (—2)2 =v20=2v5,  |2a| = 2|a| = 2V5,
| — 3a| = 3|a| = 3V5.

Ainoastaan 1-vektoreita voidaan kertoa keskenddn kuten matriiseja. Vektoreille voidaan
kuitenkin maééaritelld toisenlaisia kertolaskuja, kuten pistetulo.

Madritelmd 10.25. Olkoon z ja y m-vektoreita. Naiden pistetulo on komponenttien
tulojen summa:

Z-g=(z1,-52n) (Y1, Yn) = 101 + - + TnYn.

(Vertaa tdtd matriisien kertolaskuun.)

Pistetulo kuvaa vektoreiden vilistd kulmaa.
Lause 10.26. Olkoot x ja y n-vektoreita. Jos merkitddn nditd kuvaavien nuolten vdlistd
kulmaa £(Z,7), niin
z -y = |z|y| cos £(7, 7).

Erityisesti, z -y = 0 jos ja vain jos nuolet ovat suorassa kulmassa. Jos nuolet ovat
samansuuntaiset, niin I - § = |Z||y|.
Esimerkki 10.27. Etsi jokin vektori, joka on kohtisuorassa esimerkin 10.21 vektoreita
a = (6,5,8) jab=(3,—2,4) vastaan.
Olkoon etsittdvé tuntematon vektori £ = (x1, 2, z3). Koska sen on oltava kohtisuorassa
molempia mainittuja vektoreita vastaan, on oltava

a-x=06x;+5x2+8x3=0, ja
7)-5723.’131—2.’172 +4x3 = 0.
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Ehdot muodostavat lineaarisen yhtéldparin, jonka ratkaiseminen on jo tuttua. Eliminoi-
malla saadaan

6oy +5z2 48wz = 0 [:6 [ = +3m +3m3 0 [-(=3)

3r1 —2x9 +4£B3 = 0 3r1 —2x9 +4LE3 = 0 |<—
5 4 _ 5 4 —

— {.’L‘1 —i-g.’L‘Q +33 : 0 o —s { T1 +gT2 +3T3 : 0 ‘f__é
S =0 |:() Ty = 0 [-(—%)

{ I +%£L’3 0 )
X9 0

Ratkaisuun jii vapaa muuttuja z3. Ratkaisuja on siis ddreton méars. Valitaan esimerkiksi
z3 = —3, jolloin z; = 4, ja loydetty ratkaisuvektori on Z = (4,0, —3).

z

(6,9.8)

(3]-2.4)

(4.0,-8)

10.3. Yhtaloryhmin ratkaiseminen matriisien avulla. Téassi osassa tarkastellaan
vain sellaisia yhtdloryhmié, joissa on yhtd monta yhtédl6d kuin tuntematonta. Mika ta-
hansa yhtdloryhmé voidaan kuitenkin muuttaa tillaiseen muotoon niin, ettd ratkaisut
pysyvat samoina. Yhtdloihin voidaan aina lisdtd tuntemattomia, jos kertoimeksi asete-
taan nolla. Toisaalta sama yhtilé voidaan toistaa useamman kerran, jolloin yhtdldiden
madrad voi kasvattaa muuttamatta ratkaisuja.

Olkoon A n x n-nelidmatriisi, alkioinaan aii,...,ann, ja olkoot Z ja b n-vektoreita.
Tarkastellaan matriisiyhtaloa
Az = b.

Yhtédlon vasemmalla puolella oleva kertolasku antaa tulokseksi

ai; a12 ... Qip I a11T1 + a1222 + -+ + A1,Ty

B as1 G223 ... QG9p T2 a1x1 + ao2r2 + - + agpxy
Az = | . . . =

apl Qp2 ... Gpp I Ap1T1 + Gn2x2 + -+ + AppTp

Oikealla puolella taas on vektori b = (by,...,b,). Yhtild pitee, jos ja vain jos vasem-

manpuoleisen matriisin alkiot ovat samat kuin oikeanpuoleisen, eli

1171 + a19To + - + a1z, = by
ao1x1 + a0xs + -+ - + a9px, = by
ap1Z1 + ap2To + -+ + appTy, = by

Tallainen matriisiyhtédlo vastaa siis lineaarista yhtaloryhmaé.
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Lause 10.28. Lineaarista yhtdloryhmad, jossa on n yhtdlod ja n tuntematonta, vastaa
matriisiyhtilo AT = b, missi A on n x n-matriisi, joka sisaltid yhtdloryhman kertoimet,
T on n-vektori, joka sisdltid tuntemattomat, ja b on n-vektori, joka sisdltid yhtdloiden
oikealla puolella olevat arvot.

Eliminointimenetelm&d kiytettdessd muuttujien kirjoittaminen on oikeastaan turhaa, sil-
18 vain kertoimilla on eliminoinnin kannalta merkitystd. Suorittamalla eliminointi mat-
riisimuodossa valtytdin muuttujien toistuvalta kirjoittamiselta.

Esimerkki 10.29. Olkoon ratkaistavana seuraava yhtaloryhmaé:

3z +6y +z = -3
z +3y = 3.
dr +4y +z = -5
Tits vastaa matriisiyhtilo AZ = b, missi
3 61 z ~ -3
A=1|1 3 0|, z=|y ja b=1|3
4 4 1 z -5

Unohdetaan nyt hetkeksi tuntemattomat, ja ryhdytdédn eliminoimaan yhdistettyd mat-
Ti1s1a

B 3 6 1 | -3
[Alp)=1(1 3 0 | 3
4 4 1 | =5
Jaetaan aluksi ensimmaéinen rivi 3:lla, jotta ensimmaéiseksi kertoimeksi saadaan 1:
36 1 | —=3] :3 12 3 | -1
1 30| 3 ~ 113 0 | 3
4 41 | =5 4 4 1 | =5

Lisatdan sitten ensimmaéinen rivi toiseen —1:114 kerrottuna ja kolmanteen —4:114 kerrot-
tuna:

12 3 | —1] «(-1) |- (-4 1 2 3 | -1
1 30| 3| « | w01—%|4
4 4 1 | =5 | + 0 -4 —3 | -1

Toisen rivin ensimmaéisend (nollasta poikkeavana) kertoimena on 1, joten voidaan ryhtyé
suoraan eliminoimaan. Lisdtdén toinen rivi ensimmadiiseen —2:1la kerrottuna ja kolman-
teen 4:1l14 kerrottuna:

1 2 3 | -1] « 10 1 | -9
0 1 —%\ 41 «(=2) |-4 w01—§| 4
0 -4 —3 | -1 | 00 -2 | 15

Jaetaan alin rivi luvulla —5/3, jotta saadaan ensimmdéiseksi nollasta poikkeavaksi ker-
toimeksi 1:

10 1 | -9 10 1 | -9
01 —3 | 4 ~ 001 —3 | 4
00 =2 | 15] :(-2) 00 1 | -9

Lisétéédn lopuksi kolmas rivi ensimmaiseen —1:114 kerrottuna ja toiseen 1/3:1la kerrottuna:

10 1 | -9 « 100 | O
01 —3 | 4 | ~ 10 1 0 | 1
00 1 | =9 & |-(-1) 001 | -9
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Nyt eliminointi on suoritettu. Syntynyttd yhdistettyd matriisia vastaa seuraava téysin
ratkaistu yhtaloryhmaé:
T = 0
Y = 1.
z = -9

Tarkastellaan seuraavaksi hieman tavallisen yhtalon ratkaisemista ja yritetddn soveltaa
sitd matriisiyhtélon ratkaisemiseen. Ensimméisen asteen yhtélé on muotoa ax = b. Jos
a # 0, 16ytyy a:lle kisinteisluku a~! = 1/a, jonka avulla yht#lo voidaan ratkaista:

ar =b
— a Yaz) =a b
— (e la)r=a"'b
—1l-z=a'b
= z=a'b
Yht#lon ratkaiseminen perustuu tiettyihin lukujen ominaisuuksiin. Ensinniikin a=!(az) =

(e ta)x, toiseksi a'a = 1 ja lopulta 1-z = z. Yritetdin 16yti# vastaavat ominaisuudet
matriiseilta, aloittaen viimeisesté.

Maisritelma 10.30. Nelidmatriisia, joka siséltdd vasemmalta ylh&iltd oikealle alas kul-
kevalla lavistdjallaan pelkkid ykkosia ja muuten pelkkid nollia, kutsutaan yksikkomatrii-
siksi ja merkitdan

1 0 ... 0
=0 1 H

: -0

0 ... 0 1

missd n on rivien (ja sarakkeiden) lukumé&éré. Jokaista lukua n vastaa oma yksikkomart-
riisi. Yksikkomatriisilla on se ominaisuus, ettd jos X on miki tahansa n X p-matriisi,
niin

I, X=X

Yksikkomatriisilla kertominen vastaa siis ykkoselld kertomista: se ei muuta matriisia
mitenkddn. Myos kiddnteislukua vastaava matriisi voidaan méaritella.

Maiédritelms 10.31. Olkoon A n X n-nelidmatriisi. Jos on olemassa jokin matriisi B,
jolle pétee BA = I,,, niin sanotaan, ettd A on saannollinen (eli kadntyvd), ja B on Amn
kddnteismatriisi. Kainteismatriisi on yksikésitteinen, ja sitd merkitdin A~!. Lisdksi, jos
A on sdénnéllinen, niin myds A~! on sidéinnéllinen ja sen kiiinteismatriisi on A (eli

(A1) 1=4jadA't=1,).
Esimerkki 10.32. Olkoon A = [?3] ja B =[3 3°]. Tillsin
)

3.2 4 (=5)-1 3-5+(—5)-3] _ [1 0] =1,

BA= ~1-24+42-1 —1-5+2-3 0 1

Siisps B on A:n kifnteismatriisi, eli B = A~

Jos neliomatriisille A sovelletaan eliminointimenetelméé, voi tuloksena olla yksikkdmat-
riisi (vrt. esim. 10.29). Jos samat operaatiot suoritetaan yksikkomatriisille, tuloksena on
A:n kddnteismatriisi.

Lause 10.33. Kddnteismatriisin olemassaolo ja loytdiminen. Olkoon A n X n-
matriisi. Sovelletaan yhdistettyyn matriisiin [A|l,] eliminointimenetelmdd, jolloin saa-
daan wusi yhdistetty matriisi [B|C]. Jos nyt B on yksikkomatriisi, niin A on sddnnolli-
nen, ja C on A:n kddanteismatriisi. Jos taas B # 1, niin A ei ole sdanndllinen.



57

Esimerkki 10.34. Tarkastellaan esimerkin 10.32 matriisia A = [% g] Sovelletaan eli-
minointimenetelm&é yhdistettyyn matriisiin [A|Ig]:

2 5 | 1 0]:2 _[1 5| 3 0](-D)
13 ] 01 1 3 | 0 1] «
1 3 | 1 ()] [1 b5} 1 ]

> % 2 1 2 2 2 5
0 5 | -5 1:3 01 | -1 —3)

— 1 0] 3 -5
o1 | -1 2|

Vasemmalle puolelle muodostui yksikkématriisi, joten A~ = [}1 _25]. Tama vastaa

aikaisempaa tulosta.

Esimerkki 10.35. Tarkastellaan vield matriisia S = [ ! _2] Eliminoimalla yhdistettya
matriisia [S|Iz] saadaan

1 -2 ] 1 0]-3 - 1 -2 ] 10

-3 6 | 0 1|« 0o o0 | 3 1|°
Vasemmanpuoleisen matriisin toiselta riviltd havisivit kaikki alkiot, joten eliminointia ei
voida jatkaa. Matriisia ei saatu yksikkomatriisiksi, joten sillé ei ole kd&nteismatriisia.

Tarkastellaan nyt jalleen matriisiyhtslos AZ = b. Jos A:lla on kisnteismatriisi, voimme
ratkaista tdmén yhtélon aivan kuten ensimmaéisen asteen yhtdlon kertomalla molemmat
puolet vasemmalta A:n kddnteismatriisilla. (Muistetaan liséksi, ettd matriisikertolaskulle
patee A(BC) = (AB)C.) Tamé kiy seuraavasti:

AT =0

Yhtaloryhmé voidaan siis ratkaista kddnteismatriisin avulla. Lisdksi ratkaisun onnistu-
minen riippuu vain kerroinmatriisista A, ei tuntemattomista tai vektorista b.

Lause 10.36. Olkoon ratkaistavana yhtiléryhmd Az = b. Jos kerroinmatriisi A on sddn-
nollinen, yhtdloryhmdn ratkaisu on T = A~'b. Jos A ei ole sidnndllinen, yhtiloryhmd
on huonosti ratkeava.

Kéinteismatriisi soveltuu kaytettdviksi erityisesti silloin, kun on ratkaistavana monta
yvhtéloryhmaé, joissa on samat kertoimet.

Esimerkki 10.37. Olkoon ratkaistavana seuraavat yhtaloparit:

2 +5y = 1 20 +5y = -2
r+3y = 27 z+3y = 0

Niissd yhtélopareissa on samat kertoimet, ja ne voidaan kirjoittaa matriisiyhtaloing
AT = by ja AT = by, missi

R S il

Matriisin A kidnteismatriisi laskettiin esimerkissd 10.34. Se on A1 = [31 _25] Nyt
voidaan ratkaista helposti molemmat yhtaloryhmét. Ensimmaéisessa
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joten ratkaisu on z = —7, y = 3. Toisessa yhtaloryhmassa
a7 |3 =52 _[3-(-2)+(=5)-0| (-6
z=4 b2—[—1 2“0]_[—1-(—2”2-0 “l2 )

joten ratkaisu on z = —6, y = 2.



