Lineaarialgebra ja matriisilaskenta |

30.5.2013

HY / Avoin yliopisto
Jokke Hasa



Kaytannon asioita

e Kurssi on suunnilleen puolessa valissa.

e Kannattaa tarkistaa tavoitetaulukosta, mitd on oppinut ja
mitd vield oppimatta.
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Kertausta: Matriisit

all d1o e din

ani dap»o ... ap
A=

dml dm2 --- dmn

e Matriisi A on m X n -matriisi eli sen tyyppi on m x n.
e Rivilla i sarakkeessa j olevaa alkiota merkitaan A(i,j).

o Kaikkien reaalikertoimisten m x n -matriisien joukkoa
merkitddn R™*".
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Kertausta: Matriisien laskutoimitukset

Matriiseja voidaan laskea yhteen ja kertoa skalaareilla.
Matriisikertolasku on hieman monimutkaisempi operaatio.
Matriisipotenssi maaritelladan matriisikertolaskun avulla.

Kaikissa laskutoimituksissa (skalaarikertolaskua
lukuunottamatta) on tarkistettava, ettd matriisit ovat sopivaa

tyyppia.



Kertausta: Matriisien laskusaantoja

Lause 1

Seuraavat sdanndt patevat matriiseille A, B ja C seka reaaliluvulle
a, jos laskutoimitukset on maaritelty:

(a) A+B=B+A

(BC) = (AB)C

A
A(B+ C) = AB + AC

e Huomaa, ettd yleisessd tapauksessa AB # BA!



Kertausta: Ykkosmatriisi

Ykkosmatriisi:

1 0 0
In — 0 1 c Ran
0 0 1

Ykkosmatriiseja on eri kokoisia. Usein koko jatetaan
merkitsematta: [, = I.

Ykkdésmatriisi on aina nelidmatriisi.

Ykkosmatriisi kayttaytyy matriisien kertolaskussa kuin luku 1:

InA=A ja Al,=A
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Transpoosi

Maaritelma
Oletetaan, ettd A on m X n -matriisi. Sen transpoosi AT on n x m

-matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet

keskenaan.

e Esimerkiksi matriisin

transpoosi on

= O O

1
AT = |3
2

e Matriisin A sanotaan olevan symmetrinen, jos AT = A.



Kaanteismatriisi

Maaritelma
Olkoon A nelidmatriisi. Jos on olemassa matriisi B, jolle patee

AB=1 ja BA=I,

sanotaan, ettd A on kddntyva ja B on matriisin A kddnteismatriisi.



Esimerkki

] kaanteismatriisi on

-1 0
1
0

Matriisin A

ja
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Tehtava

1 0 -1
Onko jokin seuraavista matriiseista matriisin A= | 0 -1 1
-1 2 0

kaanteismatriisi?

1 3 -11 2 21
N R R R
-1 2 00 1 21
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Kaanteismatriisien ominaisuuksia

e Jos matriisi A on kadntyva, sen kdanteismatriisille kdytetdan
merkintad A~L.

o Kaanteismatriisit vastaavat kaanteislukuja. Kaikki
ominaisuudet eivat kuitenkaan ole samoja!

Lause 2
Matriisilla on korkeintaan yksi kaanteismatriisi.
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Kaanteismatriisien ominaisuuksia

Lause 3
Oletetaan, ettd matriisit A ja B ovat kaantyvia. Talldin myos

matriisit A~! ja AB ovat kaantyvia. Niiden kaanteismatriisit ovat
seuraavat:

(a) (A1) t=A

(b) (AB)"! =B71A™!
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Luentotehtava 1

e Osoite: m.socrative.com

e Huone: 969797
Mika seuraavista joukoista on erds R3:n aliavaruus? (Tassa oli
vahingossa kaksi oikeaa ratkaisua.)

A {(1,0,1) +s(—1,0,—1) + t(2,4,5) | s,t € R}

B {(s+t,2s—1t)|s,teR}
(vi,v2,v3) ER3 | v = va + v3}
(vi,vo,v3) ER3 | vy = vo +v3 + 1}

{
D {
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Mika seuraavista ei kavisi vapauden maaritelmaksi?

A

Yhtalosta civq + - - - + vk = 0 saatavan yhtaléryhman
ratkaisu on yksikasitteinen.

Yhtald ¢ + -+ - + ¢ vk = 0 patee, jos c; =0, ..., cx = 0.
Jokainen w € span(ia, ..., Vx) voidaan esittda vain yhdella
tavalla vektorien vy, ..., V) lineaarikombinaationa.

Nollavektori voidaan esittda vain yhdella tavalla vektorien
V1,..., v lineaarikombinaationa.

Yhtalésta ¢ + - - - + vk = 0 saatavassa matriisissa on
kerroinsarakkeiden maara k korkeintaan yhta suuri kuin rivien
maara n ja nollarivien maara yhta suuri kuin n — k.
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Sarakevektorit

e Avaruuden R" vektori (vi, v2,. .., Vv,) voidaan samastaa
matriisin
Vi
V2 6 RnXl
Vn
kanssa.

e Joukon R"™1 alkioita kutsutaan sarakevektoreiksi.
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Esimerkki

e Vektoria v € R” voidaan kertoa matriisilla A € R™*",

e Lasketaan matriisin

ja vektorin v = (-5, 3) tulo.
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Matriisikertolasku ja lineaariset yhtaloryhmat

e Tutkitaan yhtaloryhmaa

annxy+apxe+- -+ anxs, = b
a1x1+anxp+ -+ amx, = b
amiX1 + ameXo + -+ ampXn = bm
e Merkitaan
ailr air - ain X1 by
a1 ax» - ax ~ x| - by
X = ja b=

A - . . 9

dml dm2 - dmn Xn bm
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Matriisikertolasku ja lineaariset yhtaloryhmat

e N3hdaan, etta

a11X1 + aipxo + -+ + @1nXn
a1 x1 + axXxe + -+ Xy

aAm1X1 + a@ma2X2 + - -+ + amnXn

e Yhtiléryhma voidaan nain ollen kirjoittaa muodossa Ax = b.
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Kaantyvyyden vaikutus yhtaloryhmaan

Lause 4
Jos matriisi A on kaantyva, yhtalollda on Ax = b tasmalleen yksi
ratkaisu.

e Jos yhtaléryhmalle halutaan tdsmaélleen yksi ratkaisu, riittaa
tutkia kerroinmatriisia A.
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