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Kertausta: Kanta

Maaritelma

Oletetaan, ettd wy, W, ..., wx € W. Vektorijono (wy, wa, ...

on aliavaruuden W kanta, jos seuraavat ehdot patevat:
a) W = span(wy, wo, ..., wg)

b) (w1, ws,...,wg) on vapaa.
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Esimerkki

e On osoitettu, etta vektorit & = (1,0) ja & = (0, 1) virittavat
avaruuden R?. Lisaksi on osoitettu, ettd jono (&, &) on
vapaa. Siten (&, &) on avaruuden R? kanta.

e Vastaavasti avaruudella R"” on kanta
(éla 527 ey én)7

missa & = (0,...,0,1,0,...,0). Kantaa kutsutaan avaruuden
R" luonnolliseksi kannaksi.



Kertausta: Kannan karakterisointi

Lause 1

Jono (wy, Wy, ..., wy) on aliavaruuden W kanta, jos ja vain jos
jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tadsmalleen
yhdella tavalla vektoreiden wy, Wy, ..., wy lineaarikombinaationa.



Kertausta: Esimerkki

Merkitadn wy = (2, —-1), o = (1, 3).

Osoitetaan, ettd (Wi, wo) on avaruuden R? kanta.

Ratkaisun antaa yhtaléryhma, jonka matriisi on
2 1 uy
-1 3 u» ’

Paadytaan redusoituun porrasmatriisiin
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(3U1 — U2)
(u1 + 2up)

~Nl= N




Kertausta: Koordinaatit

Maaritelma

Oletetaan, ettd B = (wy, ..., wx) on aliavaruuden W kanta.
Oletetaan, ettd u € W. Vektorin U koordinaateiksi kannan BB
suhteen kutsutaan reaalilukuja a1, ..., ax, joilla

u=aywy + -+ agwg.

o Edeltavan lauseen 1 nojalla koordinaatit ovat yksikasitteisesti
maaratyt.



Kertausta: Esimerkki

o Maaritetaan vektorin & = (8, 3) koordinaatit avaruuden R?
luonnollisen kannan & = (&, &) suhteen.
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Esimerkki

o Madritetdan vektorin & = (8, 3) koordinaatit kannan

B = (w1, W) suhteen, missa wy = (2, —1) ja w» = (1, 3).

o Kaytetddn aiemmin saatua matriisia
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Dimensio

Voidaan osoittaa, etta
e jokaisella aliavaruudella on kanta

e jokaisessa tietyn aliavaruuden kannassa on yhta monta
vektoria.

Maaritelma
Aliavaruuden W dimensio dim(W) on aliavaruuden W kannan
vektoreiden lukumaara.

Jos aliavaruuden dimensio on n, sanotaan, etta aliavaruus on
n-ulotteinen.
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Esimerkki

e Avaruuden R? dimensio on 2, silla avaruudella on luonnollinen
kanta (&1, &).

e Vastaavasti avaruuden R” dimensio on n, silld avaruuden
luonnollisen kannan vektorien lukumaara on n.

11/26



Esimerkki

Merkitaan vy = (3,—-1,5), » =(2,1,3) ja v3 = (0, —5,1).
Olkoon W = span(vy, 2, v3).
Mika on aliavaruuden W dimensio?

Tapa 1: Tutkitaan, milld ehdolla vektori & = (u1, ua, u3)
kuuluu aliavaruuteen:

32 0|lu 1 -1 5 —up
-1 1 =5 w0 1 =3| I(u+3uw)
53 1]us 0 0 OfZ%(5us+up—8u)

Aliavaruus on joukko {(u1, u2, u3) | Sus + up — 8uy = 0}.
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Esimerkki jatkuu

e Muokataan joukkoa:

W = {(ul, un, U3) | S5u3 + up — 8up = 0}

= {u1(1,8,0) + u3(0,—5,1) | g, u3 € R}.

e Siispd W = span((1,8,0),(0,-5,1)).
e Tarkistetaan vield, ettd saatu jono on vapaa, jolloin dimensio
on 2.
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Esimerkki jatkuu

e Tapa 2: Tutkitaan, mitka alkuperaisista virittajavektoreista
voidaan jattaa pois:

3 2 0] % 1 -1 5
-1 1 5| —=---—= |0 1 -3
5 3 1% 0 0 0

e Nihdaan, ettda W = span(iy, ).

e Tarkistetaan vield, ettd saatu jono on vapaa, jolloin dimensio
on 2.
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Luentotehtava

e Osoite: m.socrative.com

Huone: 969797

Milla x:n arvolla seuraavien vektorien jono on sidottu?

m O N ™ >

(-1,0,0), (2,11,0), (—3,2,x)

vain arvolla 1
vain arvolla 0
kaikilla arvoilla
ei millaan arvolla

en tieda
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m.socrative.com

MATRIISIT

alil alo ... din

doi ano e aon
A=

dmi dm2 --- dmn

e Matriisi A on m X n -matriisi eli sen tyyppi on m x n.
e Rivilld i sarakkeessa j olevaa alkiota merkitaan A(i,j).

o Kaikkien reaalikertoimisten m x n -matriisien joukkoa
merkitaan R™*"
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Esimerkki

Esimerkiksi
1 0 500
-3 11 T
5= 320 2
0 V2 -6

on 4 x 3-matriisi eli B € R**3.

17/26



Matriisien yhteenlasku

Matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen.
2 -1 142 2+ (-1) 31
+10 1 =134+40 441 |=|3 5].
3 2 5+3 6+2 8 8

(@) I~ \O)

1
3
5
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Matriisin kertominen skalaarilla
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Matriisikertolasku

Kaksi matriisia voidaan kertoa keskendan vain, jos ensimmaisessa
on yhta paljon sarakkeita kuin toisessa on riveja.

- 2
2 -1 0
AB=11 3 2] -1
I 1
21D ()40-0 224 (1) (~1)+0-1
S 1143 (- 2)+2- 1-243-(-1)+2-1
[ a5
-5 1|
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Esimerkki

e Matriisien kertolasku ei ole vaihdannainen!

e Lasketaan matriisien
21 ) 0 3
tulo AB.

o Miltd nayttaa tulo BA?
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Matriisipotenssi

e Matriisikertolaskun avulla voidaan maaritelld potenssiin
korottaminen.

e Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi ja k € {1,2,...}. Talléin
maaritellaan
A= AA---A.
—_——
k kpl
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Matriisien laskusaantoja

Lause 2

Seuraavat s3annét patevat matriiseille A, B ja C seka reaaliluvulle
a, jos laskutoimitukset on maaritelty:

() A+B=B+A

(b) A+ (B+C)=(A+B)+C
(c) A(BC) = (AB)C

(d) A(B+ C) = AB+ AC
(e) (A+ B)C = AC + BC
(f) a(AB) = (aA)B = A(aB)

e Huomaa, ettd yleisessd tapauksessa AB # BA!
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Erityisia matriiseja

e Nollamatriisi:

00 0
0 --- 0
Om><n = |. . | € Rmxn
00 0
e Ykkdsmatriisi:
1 0 0
I = O L | errxn
: .0
0 --- 0 1

e Usein merkitdan O,x, =0 ja l, = 1.
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Erityisia matriiseja

e Olkoon A € R™x"
e Nollamatriisi kayttaytyy yhteenlaskussa kuin luku O:

A + Oan = A
o Ykkosmatriisi kayttaytyy kertolaskussa kuin luku 1:

InA=A ja Al,=A
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Erityisia matriiseja

e Lavistadjamatriisi:

coo N
o

o ooo

—

;o oo

e Skalaarimatriisi:

O ON
o N O
N O O

e Jalkimmainen on sama kuin 2/3
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