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Kaytannon asioita

e Ensimmaisen harjoituksen mallit ovat ilmestyneet. Tutustu
niihin huolella.

e Pida kurssimateriaalia mukana kaikissa opetustilanteissa.



Kertausta: Vapauden karakterisointi

Lause 1

Oletetaan, ettd vy, 2, ..., v € R". Jono (v1, v2,..., V) on vapaa,
jos ja vain jos jokainen aliavaruuden span(is, vo, .. ., V) alkio
voidaan kirjoittaa tasmalleen yhdella tavalla vektorien vy, o, ..., Vg

lineaarikombinaationa.



Kertausta: Riippuvuuden karakterisointi

Lause 2
Oletetaan, ettd v, va,..., v € R" ja k > 2. Jono (vq, va,..., Vk)

on sidottu, jos ja vain jos vain jos
vj € span(Vl, e Vil Vigt, ., Vk)

jollakin j € {1,2,..., k}.

e Toisin sanoen: vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen
vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.



Kertausta: Homogeeniset yhtaloryhmat

Maaritelma
Lineaarinen yhtaléryhma, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on

nimeltddn homogeeninen yhtiloryhma.

e Esimerkki homogeenisesta yhtaloryhmasta:

X1+ X2 —2x4 = 0
X1 +x3+x4 = 0
xx+x3+x4 = 0



Kertausta: Homogeenisten yhtaléryhmien ominaisuus

Lause 3
Jos homogeenisessa yhtaloryhmassa tuntemattomien maara n on

suurempi kuin yhtaléiden maarda m, niin homogeenisella
yhtaloryhmalld on darettoman monta ratkaisua.



Esimerkki

110 -20 11 0 =210
101 1(0/-+—=--|0 1 -1 -3|0
011 1/0 00 1 2]0

e Koska vakiot ovat nollia, ei tule epatosia yhtaloita.

o Koska sarakkeita on enemman kuin riveja, tulee valttamatta
vapaita muuttujia. Siten ratkaisuja on darettdman monta.



Kertausta: Seuraus

Lause 4
Oletetaan, ettd vy, vp,...,Vyn € R", missd n € {1,2,...}. Jos
m > n, niin jono (1, Vo, ..., Vm) on sidottu.

e Huom. Jos m < n, ei vapaudesta voida sanoa mitaan.



Lauseen 1 todistus

"=" Oletetaan, ettd (v1,..., k) on vapaa. Osoitetaan, etta
aliavaruuden span(vs, ..., v) jokainen alkio voidaan kirjoittaa
tasmaélleen yhdellad tavalla vektorien vy, ..., Vx

lineaarikombinaationa.

"<" Oletetaan, etta aliavaruuden span(ii, ..., V) jokainen alkio
voidaan kirjoittaa tismalleen yhdella tavalla vektorien vy, ..., V4
lineaarikombinaationa. Osoitetaan, ettd (v1,...,Vx) on vapaa.



Luentotehtava 1

e Osoite: m.socrative.com

e Huone: 969797

Tarkastellaan avaruuden R3 osajoukkoa

V={(s+t —2s+3t,s—t)) | s,t € R} koskevia vaittamia:
(1) V =span((1,-2,1),(1,3,-1))

(2) Joukko muodostaa aliavaruuden.

(3) Joukko ei muodosta tasoa.

(4) Joukko sisaltaa origon.

Mitka vaitteistd patevat?
A: kaikki  B:vain (4) C: vain (2) ja (4)
D: vain (1), (2) ja (4) E:vain (2), (3) ja (4)
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Milla x:n arvolla seuraavien vektorien jono on sidottu?

m OO n W >

(1,0,—-2), (0,0,2), (x,0,0)

vain arvolla 1
vain arvolla 0
kaikilla arvoilla
ei millaan arvolla

en tieda
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Kanta

Maaritelma

Oletetaan, ettd wy, W, ..., wx € W. Vektorijono (wy, wa, ...

on aliavaruuden W kanta, jos seuraavat ehdot patevat:
a) W = span(wy, wo, ..., wg)

b) (w1, ws,...,wg) on vapaa.
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Esimerkki

e On osoitettu, etta vektorit & = (1,0) ja & = (0, 1) virittavat
avaruuden R?. Lisaksi on osoitettu, ettd jono (&, &) on
vapaa. Siten (&, &) on avaruuden R? kanta.

e Vastaavasti avaruudella R"” on kanta
(éla 527 ey én)7

missa & = (0,...,0,1,0,...,0). Kantaa kutsutaan avaruuden
R" luonnolliseksi kannaksi.
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Kannan karakterisointi

Lause 5

Jono (wy, Wy, ..., wy) on aliavaruuden W kanta, jos ja vain jos
jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tadsmalleen
yhdella tavalla vektoreiden wy, Wy, ..., wy lineaarikombinaationa.
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Esimerkki

e Merkitdan mq = (2, 1), m» = (1, 3).

e Osoitetaan, ettd (Wi, w») on avaruuden R? kanta.

e Ratkaisun antaa yhtaléryhma, jonka matriisi on
2 1 uy
-1 3 u» ’

e Paadytaan redusoituun porrasmatriisiin

[1 0 (3U1 — U2)

~Nl= N=

01 (U1 —|—2u2)
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Koordinaatit

Maaritelma

Oletetaan, ettd B = (wy, ..., wx) on aliavaruuden W kanta.
Oletetaan, ettd u € W. Vektorin U koordinaateiksi kannan BB
suhteen kutsutaan reaalilukuja a1, ..., ax, joilla

U=aiwy + -+ agWg.

o Edeltavan lauseen 5 nojalla koordinaatit ovat yksikasitteisesti
maaratyt.
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Esimerkki

o Maaritetaan vektorin & = (8, 3) koordinaatit avaruuden R?
luonnollisen kannan & = (&, &) suhteen.

3eés
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