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Kaytannon asioita

e Talla viikolla luento myos keskiviikkona.



Kertausta: Esimerkki

Osoitetaan, etta vektorit
= (1,1,0), up =(1,0,1), u3=(0,1,1) ja s =(—-2,1,1)

virittavat avaruuden R3.
Oletetaan, ettd w = (wy, wp, w3) € R3,

On selvitettava, onko olemassa lukuja x1, x2, X3, x5 € R, joille
patee
X1U1 + Xolp + X3U3 + Xqlg = W.

Saadaan yhtaléryhma3, jonka matriisi on
110 —2|wm
101 1w
011 1|ws



Kertausta: Esimerkki jatkuu

Alkeisrivitoimituksilla (esim. Maplen avulla) saadaan redusoitu
porrasmatriisi

1 0 0 -1 %(W1+W2—W3)
010 -1 %(W]_—W2+W3)
0 0 1 2 %( W1—|—W2—|—W3)

Vapaa muuttuja, joten ratkaisuja on useital!
Tarkastellaan vaikkapa vektoria w = (1, 2, 3).

Nyt yleinen ratkaisuon x3 =t, xp =1+ t, x3 =2 — 2t,
x4 = t, missa t € R.



Kertausta: Esimerkki jatkuu

e Jos esimerkiksi valitaan t = 1, saadaan ratkaisu

W = Uy + 2Up + Ug.

e Jos taas valitaan t = 2, saadaan ratkaisu

w = 2Uy + 3 — 2U3 + 2Uy.

e Seuraavana tavoitteena on l0ytaa sellainen virittajajoukko,
ettd aliavaruuden vektorit voidaan ilmaista virittajavektorien
lineaarikombinaationa tasmalleen yhdella tavalla.



Kertausta: Vapaus

Maaritelma
Oletetaan, ettd vy, o, ..., Vx € R". Vektorijono (v, Vo, ..., V) on
vapaa eli lineaarisesti riippumaton, jos seuraava ehto patee:

jos civi+ v+ -+ =0 joillakin ci,...,cc €R,
nimc =0, =0, ..., ¢ =0.

e Jos jono ei ole vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu tai
lineaarisesti riippuva.



Kertausta: Esimerkki

Merkitadn wq = (2,1) ja wp» = (—4,—2). Onko avaruuden jono
(W, wp) vapaa?



Kertausta: Esimerkki

Merkitaan vp = (1,2), o = (—3,—1) ja v3 = (—1,1). Tutkitaan,
onko jono (v1, 2, ¥3) vapaa vai sidottu.



Kertausta: Esimerkki jatkuu
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Luentokysymys 1

e Osoite: m.socrative.com

e Huoneen numero: 969797

Minkalaisia olivat toisen viikon harjoitustehtavat?
A Liian tyolaita
B Tyolaita, mutta se oli hyva
C Eivat tyolaita, mutteivat helppojakaan
D Helppoja, mutta se oli hyva
E Liian helppoja
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m.socrative.com

Luentokysymys 2

Olkoot 3 = (2,-1,0), v» = (—3,0,1) ja 13 = (1,—1,2). Yhtalo
X171 + xoVo + X33 = W johtaa seuraavanlaiseen matriisiin:

1 00 %( Wi —7W2+3W3)
0 1 0fi(—2m —4w — w3)
0 01 %(Wl —|—2W2 —|—3W3)

Tarkastellaan seuraavia vaittamia:

(1) Vektorit 1, V2 ja v virittavat avaruuden R3,

(2) Jokainen R3:n vektori voidaan esittda vektorien vy, V> ja v3
lineaarikombinaationa.

(3) Vektorijono (v, v2, ¥3) on vapaa.

Mita vaitteista pitavat paikkansa?

A:vain (1) ja (2) B:vain (2) C:vain (1) ja (3) D: kaikki

E: en tieda
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Miksi vapaus kiinnostaa?

e Jos jono (1, s, ..., Vk) on vapaa, nollavektori voidaan
kirjoittaa vektoreiden vy, o, ..., vk lineaarikombinaationa vain
yhdella tavalla. (Vapauden maaritelma.)

e T3ast3 seuraa itse asiassa, ett3d kaikki avaruuden
span(vi, 2, ..., V) vektorit voidaan kirjoittaa
lineaarikombinaationa vain yhdella tavalla.

e Vapaasta vektorijonosta saadaan siis virittajajoukko, jossa ei
ole "turhia” vektoreita.
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Vapauden karakterisointi

Lause 1

Oletetaan, ettd vy, 2, ..., v € R". Jono (v1, v2,..., V) on vapaa,
jos ja vain jos jokainen aliavaruuden span(is, vo, .. ., V) alkio
voidaan kirjoittaa tasmalleen yhdella tavalla vektorien vy, o, ..., Vg

lineaarikombinaationa.

14/20



Riippuvuuden karakterisointi

Lause 2
Oletetaan, ettd v, va,..., v € R" ja k > 2. Jono (vq, va,..., Vk)

on sidottu, jos ja vain jos vain jos
vj € span(Vl, e Vil Vigt, ., Vk)

jollakin j € {1,2,..., k}.

e Toisin sanoen: vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen
vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.
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Esimerkki

e Merkitdan v = (1,-1,0), v» = (1,1,0), 3 = (0,0, 2) ja
vs = (3,-1,0).
e Talldin esimerkiksi

2V1+V2—V4:(_),

joten jono (1, ¥, 3, V4) on sidottu.
o Edellisen lauseen perusteella jokin vektoreista voidaan
kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa.
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Homogeeniset yhtaloryhmat

Maaritelma
Lineaarinen yhtaléryhma, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on

nimeltddn homogeeninen yhtiloryhma.

e Esimerkki homogeenisesta yhtaloryhmasta:
X1 + xo — 2% =

0
X1 +x3+x4 = 0
xx+x3+x4 = 0
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Homogeenisten yhtaloryhmien ominaisuus

Lause 3
Jos homogeenisessa yhtaloryhmassa tuntemattomien maara n on

suurempi kuin yhtaléiden maarda m, niin homogeenisella
yhtaloryhmalld on darettoman monta ratkaisua.
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Esimerkki

110 -20 11 0 =210
101 1(0/-+—=--|0 1 -1 -3|0
011 1/0 00 1 2]0

e Koska vakiot ovat nollia, ei tule epatosia yhtaloita.

o Koska sarakkeita on enemman kuin riveja, tulee valttamatta
vapaita muuttujia. Siten ratkaisuja on darettdman monta.
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Seuraus

Lause 4
Oletetaan, ettd vy, vp,...,Vyn € R", missd n € {1,2,...}. Jos
m > n, niin jono (1, Vo, ..., Vm) on sidottu.

e Huom. Jos m < n, ei vapaudesta voida sanoa mitaan.
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