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Kaytannon asioita

Ensimmaiset tehtavat olivat sujuneet hyvin.

Kansilehdet on oltava mukana tehtavia palautettaessa, myos
sahkoisesti palauttavilla.

Kansilehden on oltava paallimmaisend, selvasti luettavissa.
Sahkoisesti palauttavien on laitettava kansilehden tiedot myds
viestikenttaan.

Rehellinen ja ainakin joitakin tuloksia tuottanut tyoskentely
tehtavan parissa riittdd merkintadn, mutta jos et ole paassyt
lainkaan eteenpdin, ala merkitse tehtavaa tehdyksi. Kysy
ohjauksissa apua, jos jaat jumiin.
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Kertausta: Gaussin—Jordanin menetelma

Kirjoita yhtaloryhman matriisi.
Muuta matriisi alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi.
Muuta porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi.

Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.



Kertausta: Redusoidun porrasmatriisin tulkinta

e Jos jokin viimeisista riveista on [0---0[1], yhtaloryhmalla ei
ole ratkaisua.

Muussa tapauksessa
o Jos jossakin sarakkeessa (pystyviivan vasemmalla puolella) ei
ole johtavaa alkiota, sitd vastaa vapaa muuttuja. Ratkaisuja
on aaretdbn maara.
e Jos kaikissa sarakkeissa (pystyviivan vasemmalla puolella) on
johtava alkio, ratkaisu on yksikasitteinen ja luettavissa
suoraan matriisista.



Kertaus: Aliavaruusesimerkki

e Kuuluuko vektori w = (—2,3,2, —1) vektoreiden
Vl = (07_17271)7 VZ — (270717_1) ja V3 — (4727270)

virittdmaan aliavaruuteen?

e Toisin sanoen: onko yhtaléryhmalla

2xp +4x3 = -2
—X1 +2x3 =3
2x1 +x2 +2x3 =2

X1 — X2 =-1

ratkaisua?



Kertausta: Aliavaruusesimerkin ratkaisu

e Yhtaloryhmaa vastaava redusoitu porrasmatriisi on

1 000
01 0(0
0 0 10
0 0 01

e Yhtaloryhmalla ei ole ratkaisuja.

e Vastaus kysymykseen: vektori ei kuulu aliavaruuteen.



Demoja

e Montako ratkaisua yhtaléryhmalla on? Kysytdan
WolframAlphalta!

o Paperilla laskettaessa porrasmuoto usein riittaa.



Esimerkki

e Milld ehdolla vektori w = (wi, wp, w3) kuuluu vektoreiden
v = (3727 _1)7 vy = (2> _276) ja = (3747 _5)

virittdmaan aliavaruuteen span(vy, vo, 3).
e Tutkitaan, milloin yhtalolla x;v; 4+ xoV» 4+ X33 = W on
ratkaisuja.

e Saadaan yhtaléryhma

3¢ + 2x% + 3x3 = w
2x1 — 2x0 + 43 = wn
—X1 + 6X2 — 5X3 = w3



Esimerkki jatkuu

e Muokataan yhtaléryhmaa vastaava matriisi porrasmatriisiksi:

1 -6 5 — W3
0 10 -6 wo + 2ws
0 0 0 w1 — 2W2 — W3

e Matriisista ndhdaan, ettd yhtaloryhmalla on ratkaisuja, jos ja
vain jos wy — 2w — w3 = 0.



Luentotehtava 1

Osoite: m.socrative.com

Tarkastellaan R?:n suoria, jotka ovat siis muotoa {p + tv | t € R}.
Mika seuraavista vaitteista ei voi pitaa paikkaansa?
A Kahdella eri suoralla on sama paikkavektori.
B Kahdella eri suoralla on eri suuntavektorit, mutta ei yhtian
yhteistad pistetta.
C Kahdella eri suoralla on sama paikkavektori, mutta ei yhtaan
yhteistad pistetta.

D Kahden eri suoran suuntavektorit ovat yhdensuuntaiset.
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Erasta yhtadloryhmaa vastaa seuraava matriisi:

10 3 -1 2
00 —2 0 1
00 0 —k*-1 k-1
00 O 0 0

Milla k:n arvoilla yhtaléryhmalla on (ainakin yksi) ratkaisu?

A vain arvolla 1

B

C
D
E

vain arvolla —1
milla tahansa arvolla
ei millaan arvolla

en tieda
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Vektoriavaruuden virittajat

e Mika tahansa vektorijoukko virittaa jonkin aliavaruuden.

e Toisinaan on annettu aliavaruus, ja halutaan tietaa,
virittavatko jotkin tietyt vektorit kyseisen aliavaruuden.

o Erityisesti joskus on kiinnostavaa, virittdvatké annetut vektorit
koko vektoriavaruuden R".
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Esimerkki

o Merkitadan & = (1,0) ja & = (0,1).

e Osoitetaan, ettd & ja & virittavat avaruuden R?.
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Esimerkki

Osoitetaan, etta vektorit
= (1,1,0), up =(1,0,1), u3=(0,1,1) ja s =(—-2,1,1)

virittavat avaruuden R3.
Oletetaan, ettd w = (wy, wp, w3) € R3,

On selvitettava, onko olemassa lukuja x1, x2, X3, x5 € R, joille
patee
X1U1 + Xolp + X3U3 + Xqlg = W.

Saadaan yhtaléryhma3, jonka matriisi on
110 —2|wm
101 1w
011 1|ws
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Esimerkki jatkuu

Alkeisrivitoimituksilla (esim. Maplen avulla) saadaan redusoitu
porrasmatriisi

1 00 -1 %(W1+W2—W3)
010 —1| 3

0 01 2 %(—W1+W2+W3)
Ratkaisuja on joka tapauksessa useita!

Tarkastellaan vaikkapa vektoria w = (1,2, 3).

Nyt yleinen ratkaisuon x; =t, xo =1+ t, x3 = 2 — 2t,
Xg = t, missa t € R.
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Esimerkki jatkuu

e Jos esimerkiksi valitaan t = 1, saadaan ratkaisu

W = Uy + 2Up + Ug.

e Jos taas valitaan t = 2, saadaan ratkaisu

w = 2Uy + 3 — 2U3 + 2Uy.

e Seuraavana tavoitteena on l0ytaa sellainen virittajajoukko,
ettd aliavaruuden vektorit voidaan ilmaista virittajavektorien
lineaarikombinaationa tasmalleen yhdella tavalla.
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Vapaus

Maaritelma
Oletetaan, ettd vy, o, ..., Vx € R". Vektorijono (v, Vo, ..., V) on
vapaa eli lineaarisesti riippumaton, jos seuraava ehto patee:

jos civi+ v+ -+ =0 joillakin ci,...,cc €R,
nimc =0, =0, ..., ¢ =0.

e Jos jono ei ole vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu tai
lineaarisesti riippuva.
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Esimerkki

Merkitdan & = (1,0) ja & = (0,1). Onko avaruuden R? jono
(e1, &) vapaa?
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Esimerkki

Merkitadn wq = (2,1) ja wp» = (—4,—2). Onko avaruuden jono
(W, wp) vapaa?
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Esimerkki

Merkitaan vp = (1,2), o = (—3,—1) ja v3 = (—1,1). Tutkitaan,
onko jono (v1, 2, ¥3) vapaa vai sidottu.
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Esimerkki jatkuu

1 -3 —-11|0 R2—_2>R1 1 -3 -1

2 -1 110 0 5 3
sRe |1 =3 —1|0|R+3r |1 0 4/5
5 1 2

[ ‘ ] — [o 1 3/5

o
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