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Kaytannon asioita

e Tehtavista ja ldsnaoloista saatavat pisteet ilmestyneet
kotisivulle



Tahan mennessa opittua

Vektorit ja niiden laskutoimitukset
Suorat ja tasot R%:ssa ja R3:ssa
Vektorien virittdmat aliavaruudet
Seuraavaksi: yhtaléryhmien ratkaiseminen

Myohemmin télla viikolla: virittdminen ja vapaus



Kertausta: Aliavaruus

Maaritelma
Vektoreiden vy,..., v, € R” virittdma aliavaruus on joukko
span(vy,...,v) ={a1vn + axva + -+ + akv | a1, a2,...,ak € R}.

o Virittajavektoreilla 1, ..., Vi ei rajoituksia



Kertausta: Aliavaruuden ominaisuuksia

Lause 1
Oletetaan, etta vy, vo,..., v € R". Olkoon W = span(vy, ..., V).
Talloin seuraavat saannot patevat:

a) Josu, we W,niina+we W.

b) Jos w € W ja a € R, niin aw € W.

c)0ew.



Kertausta: Esimerkki
Kuuluuko vektori w = (—2,3,2, —1) vektoreiden

Vl = (07 _1727 1)7 V2 — (2707 17 _1) Ja V3 — (4727270)

virittdmaan aliavaruuteen span(ivy, v, 3)? Toisin sanoen: onko
olemassa reaalilukuja xi, x2, x3, joille patee

X114 + XoVo + x3V3 = W
eli
x1(0,-1,2,1) + x2(2,0,1,—-1) + x3(4,2,2,0) = (—2,3,2,—-1)?
eli

(04+2x2+4x3, —x1+04+2x3, 2x1+x2+2x3, x1—Xx2+0) = (—2,3,2,—1)7



Esimerkki jatkuu

Paadytaan yhtaléryhmaan

2xy + 4xz3 = —2
—Xx1 + 2x3 =
2x1+ xp+2x3 =
X1 — Xo =-1

e Kysymys kuuluu: onko talla lineaarisella yhtaléryhmalla
ratkaisua?



Kertausta: Yhtaloryhman matriisi
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Kertausta: Ratkaisemisen idea

e Johdetaan yhtaléryhmasta uusi ekvivalentti yhtaléryhma, josta
vastaus nakyisi helpommin.

e Johtaminen tehd3an vaiheittain ns. alkeisrivitoimitusten
avulla.



Kertausta: Ratkaisemisen idea

aii a1 e A1n bl C11 C12 e Cin dl
a1 a929 N a2p, bg alkeisrivi- C21 C992 N Con d2
toimituksia
Am1  Am2 ceo Amn bm Cml Cm2 -+ Cmn dm
a11T1 + -+ a1 Ty = by 1Ty + - FcinTy = dy
a2171 + ++ + A2, Tn = by 2171 + -+ ConTp = dp
«— samat
_ ratkaisut : _
Am1T1 + -+ Apn Ty = by, Cm1T1 + - F CpnTn = dp,
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Kertausta: Alkeisrivitoimitukset

1. Vaihdetaan kahden rivin paikka matriisissa.

2. Kerrotaan jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla.

3. Lisadtaan johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla

kerrottuna.
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Kertausta: Porrasmatriisi

Maaritelma
Matriisi on porrasmatriisi, jos

1. mahdolliset nollarivit ovat alimpina

2. kullakin rivilla ensimmainen nollasta poikkeava alkio (eli
Jjohtava alkio) on ylemman rivin johtavan alkion oikealla
puolella.

8 3 2 4
0 0 14 O
00 0 -3
00 0 O
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Kertausta: Redusoitu porrasmatriisi

Maaritelma
Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos

1. se on porrasmatriisi
2. jokaisen rivin johtava alkio on 1

3. jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta
poikkeava alkio.

010 0 -30
001 -3 50
000 0O 01
000 O 0O
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Mitka seuraavista matriiseista ovat redusoituja porrasmatriiseja?

Tehtava

Maérita niitd vastaavat yhtaléryhmat.

a)

1

OO Hr OO0OO0OO0O OO

o

OO+ OO0, ORF

O W OO+ O = oo

o= OO
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Luentotehtava 1

Mene osoitteeseen m.socrative.com.
Valitse vaihtoehto: ensimmaiset harjoitustehtavat olivat

A Liian helppoja

B Helppoja, mutta se oli hyva
C Sopivan vaikeita

D Liian vaikeita

E Vaikeita, mutta se oli hyva
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Kuvassa OX = v ja OY = w. Suuntajanaa XY kuvaava vektori on
Av+w
Bv—w
Cw—-v

D En tieda
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Luentotehtava 3

Suorasta {(1,2,0) + s(—1,—1,2) | s € R} on annettu erilaisia
vaitteita:

(1) Suora kulkee pisteen (1,2,0) kautta.
(2) Suora on vektorin (3,3, —6) suuntainen.
(3) Suora on aliavaruus.
Mitka vaitteista ovat totta?

A Kaikki

B Vain (1)

C Vain (1) ja (2)

D Vain (2) ja (3)

E En tieda
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Gaussin—Jordanin menetelma

Kirjoita yhtaloryhman matriisi.
Muuta matriisi alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi.
Muuta porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi.

Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.
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Esimerkki

e Ratkaise yhtaloryhma

21 — x2 + 3x3 = 2
X1 + 2x3 = 1
—X1 — 2X2 = 3

e Yhtaloryhmaa vastaava matriisi on
2 -1 3 2

1 021

-1 -2 0 3
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Esimerkki

e Tuloksena redusoitu porrasmatriisi

100 -1
01 0 —1
001 1
e Matriisi vastaa yhtaloryhmaa
X1 = —].
X2 = -1
X3 = 1

e Talla yhtaloryhmallad on samat ratkaisut kuin ensimmaisella!
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