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Kaytannon ohjeita

Tarkistakaa pisteet kurssisivun taulukosta.
Opiskelkaa malliratkaisuja huolella.
Tehkaa kertaustehtavia.

Kysykaa epaselvaksi jaaneita asioita.

Silmailkdad myos luentotehtavia uudelleen.



Kertausta: Pistetulo

Maaritelma
Vektoreiden v € R" ja w € R" pistetulo on

V-w=wviw; + vows + -+ vaw,.



Normi eli pituus

Maaritelma
Vektorin v € R" normi eli pituus on



Kertausta: Vektorien valinen etaisyys

Maaritelma
Oletetaan, ettd v, w € R". Vektorien v ja w valinen etdisyys on

d(v,w) = v—w].



Vektorien valinen kulma

Maaritelma
Vektorien v € R™\ {0} ja w € R"\ {0} vélinen kulma on se kulma

«, jolle patee

v-w
T=n = J2
[Vl |
e 0° < <180°.

® COsa =

Huomautuksia:
e Jalleen maaritelma.
e Tat3d maaritelmaa varten on osoitettava

1< 2 <,
IKalinzal

e Tarvitaan nk. Schwarzin epayhtaléa: [v - w| < || v ||| w ||



Esimerkki

Mairita vektorien v = (3, —2,0) ja w = (1, —2,+/3) valinen kulma.



Ortogonaalisuus eli kohtisuoruus

Maaritelma
Vektorit v € R"” ja w € R" ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa
toisiaan vastaan, jos

v-w=0.
Talléin merkitaan v L w.
e Huom. Maaritelma ei sano suoraan mitaan vektorien valisen
kulman suuruudesta.

e Kuitenkin patee v L w, jos ja vain jos v:n ja w:n valinen
kulma on 90°.



Projektio




Projektio

Maaritelma
Oletetaan, ettd n € {1,2,...}. Olkoot v,w € R" ja w # 0. Tallgin
vektorin Vv projektio vektorin w virittamalle aliavaruudelle on

<l
N

proj(v) =

N
s
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Esimerkki

o Maéritd vektorin v = (1, 2) projektio vektorin w = (—1, 3)
virittdmalle aliavaruudelle.

o Madrita vektorin o = (—2, —2) projektio vektorin w = (—1,3)
virittdmalle aliavaruudelle.
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Esimerkki
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Projektion karakterisointi

Lause 1
Olkoot v, w € R". Vektori 1 € R" on vektorin v projektio
aliavaruudelle span(w), jos ja vain jos seuraavat ehdot patevat:

(a) vektori T on yhdensuuntainen vektorin w kanssa

(b) vektori v — & on kohtisuorassa vektoria w vastaan.

13/23



Luentotehtava 1

e Osoite: m.socrative.com
e Huoneen numero: 969797

Eraalle yhtaloryhmalle Ax = b on Iéydetty ratkaisut x; = (1,1,0)
ja X2 = (1,0,2). Yhtéloryhman kerroinmatriisi on

1 0O
A=12 ¢ 0
-1 6 3

Mika luku on ¢?

Al

B O

C1/3

D3

E ei voi tietaa
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Avaruuden R3 vektorien jono (v, V2, ¥3) on sidottu. Mika
seuraavista ei valttamatta pida paikkaansa?
A Yhtalolla x; 71 + xovs 4+ x3v3 = 0 on 33retdn maara ratkaisuja.
B Vektorit 71 ¥» ja v3 eivat viritd avaruutta R3.
C Matriisi A, jonka sarakkeina ovat vektorit 1, ¥» ja v3, ei ole
kaantyva.
D Vektori 3 on tasossa, jonka suuntavektorit ovat v, ja vs.

E Matriisin A, jonka riveind ovat vektorit 1, v ja 3,
determinantti on 0.
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Ristitulo

Maaritelma
Vektorien v = (vi, v2,v3) € R3 ja w = (wy, wo, w3) € R3 ristitulo
on vektori

VX W= (V2W3 — V3Wp, V3Wj — viws3, viWwy — V2W1).

e Huom. Ristitulo maaritell33n nimenomaan avaruudessa R3.

U1 (%) U3 U1 (%)

- - -
- - -

- - -
b’ b’ -

w1 w2 ws w1 w2
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Esimerkki

Lasketaan vektoreiden 3 = (2,1,4) ja b = (3,1, -3) ristitulo
axb.

17/23



Toinen muistisaanto

Ristitulo v X w saadaan laskemalla "determinantti”

€, & &3
Vi V2 Vv3
wip Wy W3

= (vows — vawn)8; — (viws — vawy )& + (viwp — vowy )&s.
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Pistetulo vs.

Pistetulo
e avaruuden R" vektoreille
e tuloksena reaaliluku
Ristitulo
e avaruuden R3 vektoreille

e tuloksena vektori

ristitulo
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Ristitulon laskusaantoja

Ristitulolle on kaikenlaisia laskusaantéja. Erikoisimmat ovat ehka
seuraavat:

Lause 2

Oletetaan, etta v, w € R3. Talldin
(a) vxw=—(wxVv)

(b) vxv=0

() o - (vxw)=(ax?v) w
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Ristitulo ja kohtisuoruus

Lause 3
Oletetaan, ettd v, w € R3. Tallsin

£

\
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Ristitulo ja suunnikkaan ala

Lause 4
Ristitulovektorin ¥ x w pituus on yhta suuri kuin vektorien v ja w
maaraaman suunnikkaan ala.

A

l
X
g

|| @] sin «
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Ristitulovektorin suunta

Vektori v x w on kohtisuorassa vektoreita v ja w vastaan.
Vektorin v X w pituus saadaan suunnikkaan pinta-alasta.
Jaljelle jaa kysymys, osoittaako v x w ylos- vai alaspain?
Vastaus saadaan ns. oikean kdden sormisddanndsta:

e jos oikean kaden peukalo on v:n suuntainen
e ja etusormi w:n suuntainen,
e niin vektori v X w on keskisormen suuntainen.
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