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Kertausta: Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Maaritelma
Oletetaan, ettd A on n x n -nelidmatriisi. Luku A € R on matriisin

A ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori v € R", ettd
v+#0ja

Av = \v.
Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitun ehdon kutsutaan
ominaisarvoon A liittyvaksi ominaisvektoriksi.



Kertausta: Ominaisarvojen maarittaminen

Muutetaan yhtild Av = Av muotoon (A — \/)v = 0.
Milloin yhtalslla on muita ratkaisuja kuin v = 0?
Vastaus: kun A — A/ ei ole kdantyva.

Toisin sanoen: kun det(A — A\/) = 0.



Kertausta: Esimerkki

Etsitaan matriisin

ominaisarvot.
Ensinnakin

3-A 1

det(A—)\I):’ 1 3.

’:(3_>\)2_1:)\2—6>\+8.
Ominaisarvot ovat yhtilén A2 — 6\ + 8 = 0 ratkaisut.
Ominaisarvot ovat siis \; = 4 ja Ap = 2.

Kuhunkin ominaisarvoon liittyvat ominaisvektorit saadaan
taman jalkeen ratkaisemalla yhtalo(ryhma) (A — Al)v = 0.



Pistetulo

Maaritelma
Vektoreiden v € R” ja w € R" pistetulo on

V-w=wviw; + vows + -+ vaw,.



Esimerkki

Maarita vektorien v = (3,—2,0) ja w = (1, —2,/3) pistetulo.



Pistetulon laskusaantoja

Lause 1

Oletetaan, ettd v, w,u € R" ja ¢ € R. Talloin



Pistetulon ominaisuuksia

Lause 2
Oletetaan, etta v € R". Talldin

, jos ja vain jos v = 0.



Pikatehtavia

Osoite: m.socrative.com

Huoneen numero: 969797

. Olkoon W =span((1,2),(2,1),(1,1)). Mika on aliavaruuden
W dimensio?

. Avaruuden R? vektorit ¥ ja w ovat yhdensuuntaiset. Ovatko
vektorit lineaarisesti riippumattomat?

. Milld ehdolla matriisi 2A € R"*" on matriisin 3A € R"™*"
kaanteismatriisi?

. Yhtaléryhman matriisi ndyttda porrasmuodossa seuraavalta:
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Onko yhtaléryhman ratkaisu yksikasitteinen?


m.socrative.com

Pikatehtavia

5. Yhtaléryhman matriisi ndyttda porrasmuodossa seuraavalta:

1 2 -1]0
[o -3 61]
0 0 5|b
L 0 00‘

Onko yhtaléryhman ratkaisu yksikasitteinen?

6. Matriisille A ja vektorille v patee Av = 0. Lisaksi A ei ole
nollamatriisi. Mita on V7

7. Olkoon W = span((3,1),(2,1),(—1,1)). Mika on eras
aliavaruuden W kanta?
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Normi eli pituus

Maaritelma
Vektorin v € R” normi eli pituus on

e Huom. Kyseessd on maaritelma, ei esimerkiksi lause tai
laskus3danto.
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Esimerkki

Maarita vektorin v = (—3, —4) normi.

Maarita vektorin w = (—1,v/2, —2,0) normi.
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Normi




Normin ominaisuuksia

Lause 3
Oletetaan, etta v € R". Talldin
(a) [v[[=0

(b) || 7] =0, jos ja vain jos v = 0.

Lause 4
Oletetaan, ettd v € R" ja c € R. Talléin || cv || = |c||| V.
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Yksikkovektori

Maaritelma
Vektori o € R" on yksikkévektori, jos sen normi on yksi eli

lafl=1.

e Esimerkiksi luonnollisen kannan vektorit & = (0,...,1,...

ovat yksikkovektoreita, mutta muitakin on.
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Esimerkki

Etsitaan yksikkovektori, joka on yhdensuuntainen vektorin
v =(2,—1,0) kanssa.
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Vektorien valinen etaisyys

Maaritelma
Oletetaan, ettd v, w € R". Vektorien v ja w vélinen etdisyys on

d(v,w) = v—w].

o Kyseessa on jalleen maaritelma.
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Esimerkki

Maérita vektoreiden v = (2,2) ja w = (—3, —1) vélinen etéisyys.
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A

vl—w1:5
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v
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