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Kertausta: Kaantyvien matriisien lause

Lause 1
Oletetaan, ettd A on n X n -nelidmatriisi. Seuraavat ehdot ovat
yhtépitavia.
a) Matriisi A on kaantyva.
b) Yhtalslla Ax = b on tasmalleen yksi ratkaisu kaikilla b € R”.
c) Yhtalélla Ax =0 on vain triviaali ratkaisu x = 0.
e) Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

)
)
d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkdsmatriisin kanssa.
)
f)

Matriisi A ei ole riviekvivalentti sellaisen matriisin kanssa,
jossa on nollariveja.

g) Matriisin A determinantti ei ole nolla.



Kertausta: Determinantti

Maaritelma
(a) Matriisin
A=ld

determinantti on det(A) = a.
(b) Matriisin

determinantti on det(B) = ad — bc.



Kertausta: Determinantti

Maaritelma
Matriisin

C =

R Q o
> o O
- 0

determinantti on det(C) = a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg).



Kertausta: Determinantti

e Determinanttia voi merkitd myds pystyviivojen avulla.
o Esimerkiksi

1 2

3 4

e Suurempien matriisien determinantit muodostetaan
pienemmista ns. kehityskaavojen avulla.
e Esimerkiksi

=1.4-2.3=-2.
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Kertausta: Determinantti ja kaantyvyys

Lause 2
Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Matriisi A on kdantyva, jos ja
vain jos det(A) # 0.



Kertausta: Determinantin ominaisuuksia

Lause 3
Oletetaan, ettd A ja B ovat n x n -matriiseja. Talléin

det(AB) = det(A) det(B).

Lause 4
Oletetaan, ettd matriisi A on kaantyva. Talléin

1

det(A™) = Gy

Lause 5
Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Talldin

det(AT) = det(A).



Alkeisrivitoimitusten vaikutus determinanttiin

Lause 6
Oletetaan, ettd A on nelidmatriisi.

(a) Jos matriisi B saadaan matriisista A vaihtamalla kaksi rivia
keskenadan, niin det(B) = — det(A).

(b) Jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla jokin rivi
reaaliluvulla t # 0, niin det(B) = tdet(A).

(c) Jos matriisi B saadaan matriisista A lisdamalla johonkin riviin

jokin toinen rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin
det(B) = det(A).



Eraiden matriisien determinantteja

Lause 7

Oletetaan, etta A on neliématriisi. Talléin

(a) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0

(b) jos matriisissa A on kaksi samaa rivia (samaa saraketta), niin
det(A) =0

(c) jos A on kolmiomatriisi (eli kaikki lavistajan alapuoliset tai

ylapuoliset alkiot ovat nollia), niin matriisin A determinantti
on lavistajaalkioiden tulo.



Esimerkki

e Lasketaan matriisin

1 -2 0
-2 4 1
2 0 -2

determinantti muuntamalla se vaiheittain porrasmatriisiksi.
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Esimerkki jatkuu

1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0

2 4 1|2 o 1|2 o0 1

2 0 - 2 0 — 0 4 -2
1 -2 0
el lo 4 —2
0 0 1

e Tuloksena on ylakolmiomatriisi, jonka determinantti on
lavistajaalkioiden tulo eli 4.

e Ainoastaan viimeinen alkeisrivitoimitus muutti matriisin
determinanttia, ja se aiheutti vain etumerkin muutoksen.

e Siispa alkuperaisen matriisin determinantti oli —4.
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Maaritelma
Oletetaan, ettd A on n X n -nelidématriisi. Luku A € R on matriisin

A ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori ¥ € R", ettd
v+#0ja
Av = Av.

Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitun ehdon kutsutaan
ominaisarvoon A liittyvaksi ominaisvektoriksi.
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Esimerkki

e Matriisilla

on ominaisarvo 4, silla

el Rl

e Erds ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori on siis (1,1).

e Toinen ominaisvektori olisi esim. (2,2), silla
3 1] 2] _[8] _,[2
1 3112 (8] |2|°
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Esimerkki jatkuu

e Matriisilla A on toinenkin ominaisarvo:

HEl R ]

e Siispa myos luku 2 on matriisin A ominaisarvo.

e Vastaava ominaisvektori on esim. (1, —1).
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Luentotehtava 1

e Osoite: m.socrative.com

e Huoneen numero: 969797

Mika seuraavista matriiseista on kdantyva?

2 -5 1 3 20 20 1

A |0 0 0 B |-1 4 0 C |01 -3
-1 3 2 1 10 11 2
1 1 2

D (2 -1 0
3 0 2
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Vektorit 3 = (1,0,—1), ¥» = (0,0,2) ja 3 = (4,0, 3) virittavat
aliavaruuden W. Mika on W:n dimensio?

A0

B 1

c2

D3

E en tieda
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Ominaisarvojen maarittaminen

Muutetaan yhtdlé Av = Av muotoon (A — Al)
Milloin yhtalolla on muita ratkaisuja kuin v =
Vastaus: kun A — A/ ei ole kdantyva.
Toisin sanoen: kun det(A — A\/) = 0.

V=
0?

0.
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Esimerkki
Etsitaan matriisin

ominaisarvot.
Ensinnakin

3—-A 1

det(A—)\I):’ 1 3

‘:(3—)\)2—1:>\2—6)\+8.

Ominaisarvot ovat yhtalén A2 — 6\ + 8 = 0 ratkaisut.

Ominaisarvot ovat siis \;1 = 4 ja Ap = 2.
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Esimerkki jatkuu

Etsitdan vield ominaisarvoa A1 = 4 vastaavat ominaisvektorit.
Ratkaistaan yhtilé (A — 4/)v = 0.
Muutetaan yhtaléryhméan matriisi porrasmuotoon

-1 1O_>”'_> -1 1|0
1 -1]0 0 0|0|"

Ratkaisu on vi = t, vo» = t.
Ominaisvektorit ovat siis muotoa (t, t), missa t € R\ {0}.

Samalla tavoin voitaisiin etsid ominaisarvoa A, = 2 vastaavat
ominaisvektorit. Ne ovat muotoa (t, —t), missa t € R\ {0}.
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Diagonalisointi

Maaritelma

Nelidomatriisia A € R"*" kutsutaan diagonalisoituvaksi, jos on
olemassa kaantyva matriisi P € R"*" ja lavistajamatriisi

D € R™" joille patee

P~AP =D.
Lause 8
Jos matriisilla A € R"*" on n lineaarisesti riippumatonta

ominaisvektoria, A on diagonalisoituva. Talléin P koostuu matriisin
A ominaisvektoreista ja D ominaisarvoista.
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Esimerkki

31
on kaksi lineaarisesti rijppumatonta ominaisvektoria (1,1) ja

(1,-1).
Siispa A on diagonalisoituva.

Matriisilla

Laittamalla ominaisvektorit sarakkeiksi saadaan matriisi

S

P:n kaanteismatriisi on
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Esimerkki jatkuu

e Lasketaan matriisi D = P~1AP

SRR IR -k

e Matriisin A ominaisvektorit nakyvat matriisin D lavistajalla.
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