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Kaytannon asioita

Viimeiset harjoitukset on palautettava torstaina 13.6.

Laskaripisteensa ja lasndolonsa voi kukin tarkistaa kurssisivulle
ilmestyvasta linkista opiskelijanumeron loppuosan tai
nimikirjainten perusteella.

Viimeisten harjoitusten lisdksi ilmestyy kertaustehtavia, joita
ei tarvitse palauttaa. Niihin annetaan myos malliratkaisut
ennen koetta.

Ensi viikon keskiviikkona on koko paiva ohjausta. Silloin voi
tehda kertaustehtavia tai palautettavia tehtavid oman mielen
mukaan.

Kokeessa saa olla mukana A4-kokoinen lunttilappu. Ulkoa
muistettavia "nippelitietoja” ei kuitenkaan kokeessa kysyta.
Harjoitustehtavien osaaminen riittaa.



Kertausta: Kaanteismatriisin maarittaminen

Oletetaan, ettd matriisi A on kaantyva. Talloin siitd saadaan
ykkosmatriisi alkeisrivitoimituksilla.

On siis olemassa alkeismatriisit £, ..., Ex, joille patee
Ev...EA=1.
Kertomalla yhtalo oikealta A:n kdanteismatriisilla saadaan
Ep...Exl=A"1

Matriisin A kdantyvyyden selvittaminen ja kdanteismatriisin
etsiminen voidaan tehda yhta aikaa:

(Al —[1]ATY].



Kertausta: Esimerkki

e Onko matriisilla

2 4 =2
A=1(0 0 1
1 0 4
kaanteismatriisi?
e Eliminoidaan yhdistettyd matriisia:
2 4 -2/1 00 1000 —4 1
00 1/0 10 —--—|0107 3 -3
10 4|0 0 1 0010 1 0

e Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla
ykkésmatriisiksi, on A kdantyva. Sen kaanteismatriisi on
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Kertausta: Esimerkki

e Onko matriisilla

2 1 -3
B=]-1 0 2
11 -1
kaanteismatriisi?
e Eliminoidaan yhdistettyd matriisia:
-1 0 2|1 00 10 -2|-1 0O
41 -3|]01 0f—=>---—|01 5 4 10
31 -1/0 01 00 O0]-1 -11

o Koska saatiin nollarivi (vasemmalle puolelle), matriisi B ei ole
kaantyva.



Kertausta: Yhtaloryhma kaanteismatriisin avulla

Kaanteismatriisin avulla 16ydetdan yhtaléryhman
yksikasitteinen ratkaisu, jos sellainen on olemassa.

Menetelma:

Muutetaan yhtaléryhma matriisimuotoon Ax = b.
Etsitdan kerroinmatriisin A kadnteismatriisi.

Jos kaanteismatriisia ei ole, yhtaléryhmalla ei ole ratkaisua tai
ratkaisu ei ole yksikasitteinen.

Muussa tapauksessa ratkaisu on X = A~1b.



Kertausta: Esimerkki

Etsitaan paraabeli, joka kulkee pisteiden (1,5), (2,—2) ja
(3,4) kautta.

Sijoittamalla pisteet paraabelin yhtaléén y = ax? + bx + ¢
saadaan tuntemattomien a, b ja ¢ yhtaloryhma.

Yhtaléryhma vastaa matriisiyhtaloa Ax = b, missa
111 a
A= 1|4 2 1|, %= |b| ja b=|-2
9 31 c
Kerroinmatriisi A on kaantyva, ja sen kadanteismatriisi on

1
A—lz5 -5 8 -3
6 —6 2



Kertausta: Esimerkki jatkuu

e Yhtaloryhman ratkaisu on siis

o4t -2 5 L] 13
>-<:A—1b:5 -5 8 —-3||-2 =5 —53
6 —6 2 4 50

e Huom! Jos pisteiden y-koordinaatit vaihtuvat, kerroinmatriisi
ei muutu. Riitta3 siis laskea uudelleen vain tulo A~1b.
e Esimerkiksi pisteiden (1,—2), (2,3) ja (3, —5) kautta kulkeva
paraabeli saadaan laskemalla
1 -2 1] |-2 —13
1 1
6 -6 2| |-5 —40



Kaantyvien matriisien lause

Lause 1
Oletetaan, ettd A on n x n -nelidmatriisi. Seuraavat ehdot ovat
yhtépitavia.

a) Matriisi A on kaantyva.

b) Yhtalélla Ax = b on tasmalleen yksi ratkaisu kaikilla b € R”.

c) Yhtaldlla Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu x = 0.

Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

)
)
d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkésmatriisin kanssa.
e)
)

f) Matriisi A ei ole riviekvivalentti sellaisen matriisin kanssa,

jossa on nollariveja.



Determinantti

e Determinantti on neliomatriisiin liittyva luku, joka kertoo mm.
matriisin kdantyvyydesta.

e Talla kurssilla keskitytaan pienten matriisien
determinantteihin.

Maaritelma

(a) Matriisin
determinantti on det(A) = a.
(b) Matriisin
a b

determinantti on det(B) = ad — bc.
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2 X 2 -matriisin determinantti

%
1
_l_

di11d22 — d12a21

e Muistisdaanto:

e Esimerkiksi matriisin

determinanttion 1-4 —(—1)-2=4+42=6.
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3 X 3 -matriisin determinantti

Maaritelma
Matriisin
a b c
C=1|d e f
g h i

determinantti on det(C) = a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg).

e Esimerkiksi matriisin

-2 3 2
cC=]0 1 -1
1 2 4

determinantti on

—2(1-4—(-1)-2)—3(0-4—(-1)-1)+2(0-2—-1-1)
=-2-6-3-1+2-(-1)=-17.
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Lisaa determinantista

Determinanttia voi merkitd my6s pystyviivojen avulla.
Esimerkiksi
1 2

3 4 =l4-2-3=-2

Suurempien matriisien determinantit muodostetaan
pienemmistad ns. kehityskaavojen avulla.

Esimerkiksi

e f
h i

g Cgh

R Q o
>0 o
- =~ 0
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o

_b|d f

|de
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Determinantti kertoo kaantyvyydesta

Lause 2
Oletetaan, ettd A on n x n -matriisi. Matriisi A on kaantyva, jos ja
vain jos det(A) # 0.

14/19



Esimerkki

e Tutkitaan, onko vektorien vektorijono
((2,1,-1),(0,1,-3),(—2,1,-5)) avaruuden R3 kanta.

e On tarkistettava, voidaanko jokainen vektori w € R3 ilmaista
annettujen vektorien lineaarikombinaationa.

e Saadaan yhtaléryhma Ax = w, missa
2 0 -2

A=|1 1 1
-1 -3 -5
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Esimerkki jatkuu

e Lasketaan determinantti:

2 0 -2
det(A)=|1 1 1|=-.-=0.
-1 -3 -5

o Koska determinantti on 0, kerroinmatriisi A ei ole kaantyva,
joten yhtaloryhmalla ei ole yksikasitteista ratkaisua.
e Siispa vektorijono ei ole kanta.
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Luentotehtava 1

e Osoite: m.socrative.com

e Huoneen numero: 969797

Oletetaan, ettd A € R™" B R™™ C € R™" ja v € R". Mitka
seuraavista voidaan varmasti laskea?

(1) AC (20 B'C (3) Av (4 AC' (5 wB

A Kaikki paitsi (2)
B Vain (1) ja (3)

C Vain (1), (3)
D Vain (1), (2)
E Vain (1), (2)

53
—~

w
~—~

J
J
J

53
—~~

(6]
~—
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m.socrative.com

Luentotehtava 2

Olkoot 1, Vo, 73 € R3. Oletetaan, ettd vektorijono (1, v, v3) on
sidottu. Mika seuraavista ei voi pitada paikkaansa?

A

B

Vektori v; voidaan esittaa vektorien v» ja 3
lineaarikombinaationa.

Yhtald ¢1v1 + ovs + c3v3 = 0 patee, jos ¢ =0, & =0 ja
3 = 0.

Yhtalosta c1v; + oo + 33 = 0 saatavan yhtaléryhman
kerroinmatriisi on kaantyva.

Yhtaléstd ¢ 4+ o + c3v3 = 0 saatavalla yhtaléryhmalla on
ainakin kaksi ratkaisua.

Yhtalosta ¢ + s + c3v3 = 0 saatavan yhtaléryhman
kerroinmatriisi voidaan muuttaa porrasmatriisiksi.
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Determinantin ominaisuuksia

Lause 3
Oletetaan, ettd A ja B ovat n x n -matriiseja. Talloin

det(AB) = det(A) det(B).

Lause 4
Oletetaan, ettd matriisi A on kaantyva. Talloin

1

4et(A™) = Gerray

Lause 5
Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Talldin

det(AT) = det(A).
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