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Kertausta: Sarakevektorit

e Avaruuden R" vektori (vi, vs, ..., Vv,) voidaan samastaa
matriisin
Vi
v2 c ]Rnxl
Vn
kanssa.

e Joukon R™*1 alkioita kutsutaan sarakevektoreiksi.
e Vektoria v € R” voidaan kertoa matriisilla A € R™*",
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Kertausta:

e Lasketaan matriisin

ja vektorin v = (=5, 3) tulo.

Esimerkki
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Kertausta: Matriisikertolasku ja lineaariset yhtaloryhmat

e Tutkitaan yhtaloryhmaa

aiixy + appxp + - -
az1X1 + axpxp + -

amiX1 + ameXxp + - - -

e Merkitaan
di1 411 - din
a1 a2 -+ dp
A=

dml dm2 - dmn

+ a1nXn
+ axnXp

+ amnXn

X1
X2

Xn

- b
= by
by
- by
ja b= .
bm



Kertausta: Matriisikertolasku ja lineaariset yhtaloryhmat

e N3hdaan, etta

a11X1 + aipxo + -+ + @1nXn
a1 x1 + axXxe + -+ Xy

aAm1X1 + a@ma2X2 + - -+ + amnXn

e Yhtiléryhma voidaan siis kirjoittaa muodossa Ax = b.
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Kertausta: Kaantyvyyden vaikutus yhtaloryhmaan

Lause 1
Jos matriisi A on kaantyva, yhtalollda on Ax = b tasmalleen yksi
ratkaisu.

e Jos yhtaléryhmalle halutaan tdsmaélleen yksi ratkaisu, riittaa
tutkia kerroinmatriisia A.
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Alkeismatriisit

Maaritelma
Matriisi on alkeismattriisi, jos se on saatu ykkdésmatriisista yhdella
alkeisrivitoimituksella.

e Esimerkiksi matriisi

O O O

O O = O
|

o O O

= O O O

on alkeismatriisi.

e Se on saatu ykkésmatriisista tekemallad alkeisrivitoimitus
IR
—1Rs.



Tehtava

e Minka alkeisrivitoimituksen avulla seuraavat alkeismatriisit on
saatu ykkoésmatriisista?

0 10 (1) (1) 8 —02
E=11 0 O ja F=
00 1 001 O
0 00 1
e Merkitaan
111 ; ; ;
A=12 2 2 ja B=
33 3 3 3 3
4 4 4

Laske tulot EA ja FB. Mitd huomaat?



Alkeismatriisien ominaisuuksia

Lemma 2
Alkeismatriisilla kertominen vastaa alkeisrivitoimituksen tekemista.

Lause 3
Alkeismatriisit ovat kaantyvia, ja alkeismatriisin kdanteismatriisi on

myos alkeismatriisi.

Todistuksen idea: jokaisella alkeisrivitoimituksella on
"kaanteistoimitus".



Esimerkki

e Etsitdan alkeismatriisin

1 000

01 00

E= 3010

0 001

kaanteismatriisi.
e Kaanteismatriisi on

1 000

0100

F= -3 010

0 0 01

e Taman voi vield varmistaa laskemalla, ettd EF =/ ja FE = I

10/19



Kaantyvien matriisien lause

Lause 4
Oletetaan, ettd A on n x n -nelidmatriisi. Seuraavat ehdot ovat
yhtépitavia.

a) Matriisi A on kaantyva.

b) Yhtalélla Ax = b on tasmalleen yksi ratkaisu kaikilla b € R”.

c) Yhtalélla Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu x = 0.

Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

)
)
d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkdsmatriisin kanssa.
e)
)

f) Matriisi A ei ole riviekvivalentti sellaisen matriisin kanssa,

jossa on nollariveja.
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Luentokysymys 1

e Osoite: m.socrative.com

e Huoneen numero: 969797

Minkalaisia olivat kolmannen viikon harjoitustehtavat?
A Liian tyolaita
B Tyolaitd, mutta se oli hyva
C Eivat tyolaita, mutteivat helppojakaan
D Helppoja, mutta se oli hyva
E Liian helppoja
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m.socrative.com

Luentokysymys 2

Matriiseista on pyyhkiytynyt numeroita. Mika luku on oltava
paikassa a, jotta seuraava yhtalo patisi?

m O 0 W >

1 2 x =-2]|0 1 =2 x -9 2 -1
0 = * 11120 x x| |* =13 % 0
-3 %1 3 1 a 5 -1 2 3 x 2
*x 1 1 1 * 5 —1 10 -4 5 2
5
-7
-9
5 tai —7

ei voida maarittaa
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Kaanteismatriisin maarittaminen

Oletetaan, ettd matriisi A on kaantyva. Talloin siitd saadaan
ykkosmatriisi alkeisrivitoimituksilla.

On siis olemassa alkeismatriisit Eq, ..., Eg, joille patee
Ei...EEA=1.
Kertomalla yhtalo oikealta kdanteismatriisilla saadaan
AL =E . Bl

Matriisin A kddntyvyyden selvittdminen ja kadnteismatriisin
etsiminen voidaan tehda yhta aikaa:

(Al —[1]ATY].
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Esimerkki

e Onko matriisilla

kaanteismatriisi?
e Eliminoidaan yhdistettyd matriisia:
2 4 =21 00

1 00
o0 1j01 0/—=---—1]0 10
10 40 01 0 01

|
—NoT N
O NI =

oL O

e Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla
ykkdsmatriisiksi, on A kadantyva. Sen kaanteismatriisi on

—4

1
1
2
0

O R O
= Njo1
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Esimerkki

e Onko matriisilla

2 1 -3
B=|-1 0 2
11 -1
kaanteismatriisi?
e Eliminoidaan yhdistettya matriisia:
-1 0 2|1 00 10 -2|-1
4 1 3|01 0f—=---—|01 5| 4
31 -1/0 01 00 O0]-1

o Koska saatiin nollarivi (vasemmalle puolelle), matriisi B ei ole

kaantyva.
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Yhtaloryhman ratkaiseminen kaanteismatriisin avulla

o Kaanteismatriisin avulla 16ydetdan yhtaléryhman
yksikasitteinen ratkaisu, jos sellainen on olemassa.

¢ Voidaan soveltaa, jos tuntemattomia on yhta paljon kuin
yhtalsita.
e (Huom. Jos tuntemattomia on enemman kuin yhtaléit,

yksikasitteista ratkaisua ei ole. Jos tuntemattomia on
vahemman, voidaan lisata ylimaaraisia tuntemattomia.)

Itse menetelma:
e Muutetaan yhtaléryhma matriisimuotoon AX = b.

e Etsitdan kerroinmatriisin A kaanteismatriisi.

e Jos kaanteismatriisia ei ole, yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua tai
ratkaisu ei ole yksikasitteinen.

e Muussa tapauksessa ratkaisu on x = A~1b.
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Esimerkki

Etsitaan paraabeli, joka kulkee pisteiden (1,5), (2,—2) ja
(3,4) kautta.

Sijoittamalla pisteet paraabelin yhtiloén y = ax? + bx + ¢
saadaan tuntemattomien a, b ja ¢ yhtaléryhma.

Yhtaldryhma vastaa matriisiyhtaloa Ax = b, missa
111 a
A=14 2 1|, X=1|b| ja b=|-2
9 31 c
Kerroinmatriisi A on kaantyva, ja sen kadanteismatriisi on

1
A*lzE -5 8 -3
6 —6 2
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Esimerkki jatkuu

e Yhtaloryhman ratkaisu on siis

-2 5 .| 13
>-<:A—1B=E -5 8 —-3||-2 =5 —53
6 —6 2 4 50

e Huom! Jos pisteiden y-koordinaatit vaihtuvat, kerro_inmatriisi
ei muutu. Riitta3 siis laskea uudelleen vain tulo A=1h.

e Esimerkiksi pisteiden (1,—2), (2,3) ja (3, —5) kautta kulkeva
paraabeli saadaan laskemalla

2 1) -2 ~13
5|5 8 3|| 3=
6 -6 2||-5 —40
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